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ÁÀÒÀËÈÍ À.Â., ÏÎÑËÀÂÑÊÈÉ Ñ.À.,
ØÀÁÀÍÎÂ-ÊÓØÍÀÐÅÍÊÎ Þ.Ï.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ
êàòåãîðèè êîëè÷åñòâà. Ñ ýòîé öåëüþ íà ÿçûêå àëãåáðû
ïîäñòàíîâî÷íûõ îïåðàöèé äàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ
õàðàêòåðèñòèêà ïîíÿòèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ñ÷åòà,
ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïåðâè÷íûå ïîíÿ-
òèÿ òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ è ïðîèçâîëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë. Ñðåäñòâàìè ëîãè÷åñêîé ìàòåìàòèêè
ïðîâîäèòñÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïîíÿòèé
òåîðèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è àðèôìåòè÷åñêèõ äåé-
ñòâèé íàä íèìè. Ðàçâèâàþòñÿ èäåè, ñôîðìóëèðîâàí-
íûå â ðàáîòàõ [1, 2].

1. Ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Âíà÷àëå îñòàíîâèìñÿ íà èíòóèòèâíîì ïîíèìàíèè
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìîæíî
íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü êàê òî÷êè íà ïðÿìîé. Íàíå-
ñåì íà ïðÿìóþ, äâèãàÿñü ñëåâà íàïðàâî, íà ðàâíûõ
ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà áåñêîíå÷íûé ðÿä òî÷åê
1, 2, 3,..., ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Ñëåâà îò òî÷êè 1 íàíîñèì íà òîì æå
ðàññòîÿíèè òî÷êó 0 (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðàçäåëèì îòðåçîê m0 , ãäå m – êàêîå-íèáóäü
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà n  ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïîëó÷åí-
íûé îòðåçîê îòêëàäûâàåì âïðàâî îò òî÷êè 0, åãî
ïðàâûé êîíåö èíòåðïðåòèðóåì êàê ïîëîæèòåëüíîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî nm / . Íà ðèñ. 2 íà ïðÿìîé
íàíåñåíà òî÷êà 2/3 , ïîëó÷àåìàÿ ïðè 3m  è

2n . Òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåâîçìîæíûì
ïàðàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ),( nm , âìåñòå âçÿòûå,
îáðàçóþò ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë. Îòêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûé ðàíåå
îòðåçîê âëåâî îò òî÷êè 0, ïîëó÷àåì îòðèöàòåëüíîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî nm / . Íà ðèñ. 2 íàíåñåíà
òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëó - 2/3 . Ïîëîæèòåëü-

íûå è îòðèöàòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, âìåñòå
ñ ÷èñëîì 0, îáðàçóþò ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òàêæå
ïîëîæèòåëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Ñëî-
æåíèå yx ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë x  è y  îïðåäå-
ëÿåì êàê ïðèñîåäèíåíèå ñïðàâà ê îòðåçêó, ïðåä-
ñòàâëÿþùåìó ÷èñëî x , ñäâèíóòîãî îòðåçêà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåãî ÷èñëî y . Âû÷èòàíèå îïðåäåëÿåì êàê
îïåðàöèþ, îáðàòíóþ ñëîæåíèþ. Óìíîæåíèå ðàöè-
îíàëüíîãî ÷èñëà nm /  íà íàòóðàëüíîå p  îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ åãî p -êðàòíûì ñëîæåíèåì ñ ñàìèì ñîáîé.
Ïðè óìíîæåíèè íà - p  ïîëó÷åííûé îòðåçîê îòêëà-
äûâàåì â ïðîòèâîïîëîæíóþ îò òî÷êè 0 ñòîðîíó.
Óìíîæåíèå pm / íà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî qp /
äîñòèãàåòñÿ óìíîæåíèåì åãî íà öåëîå p ñ ïîñëå-
äóþùèì äåëåíèåì ïîëó÷åííîãî îòðåçêà íà q ÷àñ-
òåé. Äåëåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåì êàê
îïåðàöèþ, îáðàòíóþ óìíîæåíèþ. Ïîëàãàåì, ÷òî

yx , åñëè òî÷êà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî x , íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé ëåâåå, ÷åì òî÷êà,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî y .

Ïðèñòóïàåì ê ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ
ïîëîæèòåëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà. Ââîäèì
ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, êîòîðîå îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì A . Ïîëàãàåì,
÷òî ìíîæåñòâî N  íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïðåäåëåí-
íûìè íà íåì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
è îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà óæå âûáðàíû.
Ââîäèì, äàëåå, ïðåäèêàò ),,( zyxR , îïðåäåëåííûé
íà ANN . Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó îòíîøåíèå
èíòåðïðåòèðóåì êàê ñâÿçü ìåæäó íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè yx,  è ïîëîæèòåëüíûì ðàöèîíàëüíûì
÷èñëîì ./ yxz
×èñëà yx,  è z  ñâÿçûâàåò óðàâíåíèå .xyz
Åñëè z  ðàññìàòðèâàòü êàê íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî
ýòî óðàâíåíèå áóäåò ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî z  íå
ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ x  è y . Òðåáóÿ, ÷òîáû
óðàâíåíèå xyz  áûëî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
z  ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ x  è y , ìû, òåì ñàìûì,
ðàñøèðÿåì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äî ìíî-
æåñòâà âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðåäèêàò ),,( zyxR  ñâÿçûâàåò ïîëîæèòåëüíîå ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî z  ñ ïîðîäèâøåé åãî ïàðîé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë yx, .

Ìíîæåñòâî A è ïðåäèêàò R íà ANN  ôîðìàëü-
íî îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèìè ÷åòûðüìÿ ñâîéñòâàìè,
íàçûâàåìûìè àêñèîìàìè ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë:

âêëþ÷åíèÿ:

);'
)',,((',,

zz
zyxRxyzAzNzyx

  (1)

ôóíêöèîíàëüíîñòè:

);,,(!, zyxRAzNyx (2)

ñþðúåêòèâíîñòè:

);,,(, zyxRNyxAz (3)

1 ×àñòü 1 îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå “Ðàäèîýëåêòðîíèêà
è èíôîðìàòèêà”, 1999, ¹1, ñ. 95-104.
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ðàâåíñòâà äðîáåé:

).''~)),','(
),,(((',',

yxxyzyxR
zyxRAzNyyxx

   (4)

Ñîäåðæàòåëüíî àêñèîìà (1) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
èìååòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî z , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ ,xyz  ãäå yx, – ïðîèçâîëüíî âûáðàí-
íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è ïîëîæèòåëüíîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî 'z , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

'/ zyx  (ò.å. óðàâíåíèþ xyz' ), òî 'zz .
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå '/ zyx , êîãäà x
íàöåëî äåëèòñÿ íà y , äàåò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xyz   îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íîé z . Èíûìè ñëîâàìè, åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ïåðåìåííîé z  ïðåäèêàòà ),,( zyxR  ñóçèòü äî
ìíîæåñòâà N , òî ïðåäèêàò ),,( zyxR  ïðåâðàòèòñÿ
â ïðåäèêàò ),,( xzyP . Àêñèîìà (2) îçíà÷àåò, ÷òî
ïðåäèêàò ),,( zyxR  îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ôóíê-
öèþ ,),( zyxr .: ANNr , ò.å. ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ xyz  îòíîñèòåëüíî z  âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííî â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ ),( yxr  çàïèøåòñÿ
â âèäå äðîáè: ./),( yxyxr Ðàâåíñòâî zyx /
îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî è óñëîâèå .1),,( zyxR
Àêñèîìà (3) îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
äðîáè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ r  cþðúåêòèâíà.
Àêñèîìà (4) âûðàæàåò èçâåñòíîå ïðàâèëî, îïðåäå-
ëÿþùåå ðàâåíñòâî äðîáåé: ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ

',,', yyxx  çíà÷åíèÿ äðîáåé yx /  è '/' yx ñîâïàäà-
þò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà .'' yxxy
Ìíîæåñòâî A , óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì (1)-(4),
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäèêàò ),,( zyxR  íàçûâàåòñÿ
ôîðìèðîâàòåëåì ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë. Îí ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë yx,  åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ./ yxz
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ Nzyx ,,  óñëîâèÿ ,yx

zyzx  è yzxz   ðàâíîñèëüíû. Òàêæå
ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ ,yx zyzx  è

.yzxz
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ Nzyx ,,,  âûïîë-
íåíî â òî÷íîñòè îäíî èç óñëîâèé

yx  (à), yx  (á), xy  (â).

Â ñëó÷àå (à) äëÿ ëþáîãî Nz  èìååì zyzx
è .yzxz  Åñëè âåðíî (á), òî ñóùåñòâóåò Nx' ,
òàêîé ÷òî yxx '  è äëÿ ëþáîãî Nz

,)'( zyzxx ,')( zyxzx ,zyzx
à òàêæå ,)'( yzzxx ,' yzzxxz .yzxz
Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå (â) äëÿ ëþáîãî Nz

zxzy  è .xzyz  Ïîñêîëüêó ïåðå÷èñëåííûå
ñëó÷àè âçàèìíî èñêëþ÷àþò äðóã äðóãà è â ñîâîêóï-
íîñòè èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè, äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû 1 çàâåðøåíî.

Ëåììà 2.Ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M  – íåïóñòîå ïîäìíî-
æåñòâî ìíîæåñòâà N . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

))}.((|{1 yMxyNyNxM
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â M íåò ìèíèìàëüíîãî ýëåìåí-
òà. Òîãäà 11 M  â ñèëó óñëîâèÿ )1(M  (èíà÷å 1 –
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â M ). Ïóñòü òåïåðü 1Mz .
Òîãäà è ,)1( 1Mz  òàê êàê èíà÷å )1(z  áóäåò
ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì â M . Ïðèìåíÿÿ àêñèîìó
èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî 1M  ñîâïàäàåò ñ N , ÷òî
íåâîçìîæíî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïóñòîòå
ìíîæåñòâà M . Çíà÷èò, â M  èìååòñÿ ìèíèìàëü-
íûé ýëåìåíò. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1 (î ñóùåñòâîâàíèè ìíîæåñòâà ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è èõ ôîðìèðîâàòåëÿ).
Ïóñòü ),( QN  – íàòóðàëüíûé ðÿä. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò ìíîæåñòâî A è ïðåäèêàò R íà ,ANN
óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå
NNM  ïðåäèêàò E  óñëîâèåì:

).~
~)),(),,(((),(),,(

1221

22112211

yxyx
yxyxEMyxyx

Ýòîò ïðåäèêàò, î÷åâèäíî, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
ðåôëåêñèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî

E  òðàíçèòèâåí. Ïóñòü

1)),(),,(()),(),,(( 33222211 yxyxEyxyxE

äëÿ íåêîòîðûõ .,,,,, 332211 Nyxyxyx  Òîãäà

,1221 yxyx 2332 yxyx  è ïîýòîìó

),)(())(( 23123221 yxyxyxyx

îòêóäà, â ñèëó ñâîéñòâ êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèà-
òèâíîñòè óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñëåäó-
åò ).)(())(( 22132231 yxyxyxyx  Èç ïîñëåäíåãî ðà-
âåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî 1331 yxyx  (â ñèëó ëåììû 1).
Ïîýòîìó ïðåäèêàò E  òðàíçèòèâåí. À çíà÷èò, E  –
ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà M  íà ñìåæíûå êëàññû, òàêîå ÷òî

),( 11 yx  è ),( 22 yx  ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà .1221 yxyx  Îáðàçóåì

ìíîæåñòâî A , âûáèðàÿ èç êàæäîãî êëàññà ïî
ýëåìåíòó ñ íàèìåíüøèì (â äàííîì êëàññå) íàòó-
ðàëüíûì ÷èñëîì íà âòîðîé ïîçèöèè. Òàêîé âûáîð
âîçìîæåí â ñèëó ëåììû 2 è óñëîâèÿ, ÷òî åñëè

),( 11 yx , ),( 22 yx  ýêâèâàëåíòíû è ,21 xx  òî

21 yy  (â ñèëó àêñèîìû ðàâåíñòâà äðîáåé è ëåììû
1). Åñëè êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîäåðæèò ýëåìåíò
âèäà ( x , 1), òî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ ýòîãî
êëàññà âûáèðàåì x . Äàëåå, äëÿ óäîáñòâà áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåíòû NNx )1,(  è Nx
(èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííóþ áèåêöèþ  ìíîæåñòâ N
è },|)1,{( Nxx )).1,(: xx  Ïðåäèêàò R  íà

ANN  îïðåäåëèì óñëîâèåì:
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)).'')','('','~
~)',,((',

yxxyyxzNyx
zyxRAzNyx

Ïðîâåðÿåì, ÷òî ìíîæåñòâî A  è ïðåäèêàò R
óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì ïîëîæèòåëüíûõ ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë. 1) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ

Nzyx ,,  âûïîëíåíî óñëîâèå .xyz Òîãäà äëÿ
ëþáîãî )','(',' yxzNz  óñëîâèå )',,( zyxR
âëå÷åò .'' yxxy Èñïîëüçóÿ ëåììó 1 è ñâîéñòâà
êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåì

,'')( yxyyz ,')'( yxyzy ,'' xzy ,1'' xzy
ò.å. .1))1,(),','(( zyxE  Â ñèëó âûáîðà ìíîæåñòâà
A , ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ),1,()','( zyx
èëè .' zz  2) Äëÿ ëþáûõ Nyx, ñóùåñòâóåò,
ïðèòîì åäèíñòâåííûé, ýëåìåíò Az' , òàêîé ÷òî

.1)'),,(( zyxE  Ïóñòü ),','(' yxz  òîãäà yxxy ''
è ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäèêàòà R ïîëó÷àåì

.1)',,( zyxR  3) Ïóñòü Az'   è ).,( yxz  Òîãäà,
â ñèëó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà yxxy '' , èìååì

.1),,( zyxR  4) Äëÿ ëþáûõ Nyyxx ',,',  óñëî-
âèå yxxy ''  îçíà÷àåò, ÷òî .1))','(),,(( yxyxE
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò Az' , òàêîé ÷òî

.1),','(),,( zyxRzyxR  Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ
àêñèîì ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë äëÿ
ìíîæåñòâà A  è ïðåäèêàòà R çàâåðøåíà. Òåîðåìà
1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 (î âêëþ÷åíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â
ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå). Âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òàêæå è ïîëîæèòåëüíûìè ðàöèî-
íàëüíûìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ìíî-

æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. ÷òî .AN
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç àêñèîìû (2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî Nz  cóùåñòâóåò Nz' , òàêîå ÷òî

.1)',1,( zzR  Òîãäà ïîëîæèâ ,zx ,1y  èç
àêñèîìû (1) âûâîäèì '.zz  Èòàê, åñëè Nz , òî

.Az  Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3 (îá èçîìîðôíîñòè ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëü-
íûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Ïóñòü ),( QN  – íàòó-
ðàëüíûé ðÿä, à ìíîæåñòâà ', AA  è ïðåäèêàòû ', RR
íà ANN  è 'ANN  óäîâëåòâîðÿþò àêñè-
îìàì ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ,': AA òàêàÿ ÷òî äëÿ
ëþáûõ Nyx,  è Az )).(,,('),,( zyxRzyxR
Ñìûñë òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ àêñèîìàìè (1)-
(4) â àáñòðàêòíîì ñìûñëå îäíîçíà÷íî (ò.å. ñ òî÷íî-
ñòüþ äî îáîçíà÷åíèé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå Ф  íà
,'AA  îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ

âñåõ Az  è '' Az
)).',,('),,((,)',( zyxRzyxRNyxzzФ

Ïîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå Ф  îïðåäåëÿåò áèåêöèþ
,')( zz  îòîáðàæàþùóþ A  íà '.A  Âûáåðåì

ïðîèçâîëüíî .Az  Ïî àêñèîìå (3) ñóùåñòâóþò
Nyx, , òàêèå ÷òî .1),,( zyxR  Èç àêñèîìû (2)

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ,'' Az  äëÿ
êîòîðîãî .1)',,(' zyxR  Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøå-
íèÿ  Ф  èìååì .1)',( zzФ  Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷å-
íèåì z  ýëåìåíò 'z   îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ,''' Az
òàêîé ÷òî 1)'',( zzФ  è '.'' zz  Òîãäà, ïî îïðå-
äåëåíèþ îòíîøåíèÿ Ф , ñóùåñòâóþò ,',' Nyx
òàêèå ÷òî .1)'',','('),','( zyxRzyxR  Ïî àêñè-
îìå (4) èç 1),','(),,( zyxRzyxR  ñëåäóåò

.'' yxxy  Íî òîãäà ïî òîé æå àêñèîìå (4) ñóùåñòâó-
åò ,'''' Az  òàêîå ÷òî .1)''',,(')''',','( zyxRzyxR
Èòàê,

.1)'',','(')''',','('
)''',,(')',,('

zyxRzyxR
zyxRzyxR

Òîãäà, â ñèëó àêñèîìû (2), '''' zz  è ,''''' zz  à
çíà÷èò ,''' zz  ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
Åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà 'z  äîêàçàíà. Èòàê, äëÿ
ëþáîãî Az  ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé '' Az ,
òàêîé ÷òî .1)',( zzФ Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
äëÿ ëþáîãî '' Az  ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî

Az , òàêîãî ÷òî .1)',( zzФ  Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Ф  îïðåäåëÿåò áèåêöèþ '.: AA  Òåîðåìà 3
äîêàçàíà.

Ïåðåõîäèì ê àêñèîìàòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë. Çàïèñü yx /  ïàðû ÷èñåë yx, , îïðåäå-
ëÿþùåé ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

),,( yxr  íàçûâàåòñÿ äðîáüþ. Ðàöèîíàëüíûå ïîëî-
æèòåëüíûå ÷èñëà âûðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè
èì äðîáÿìè. Äðîáåé “áîëüøå”, ÷åì ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Îäíî è òî æå ïîëîæèòåëüíîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçíûìè
äðîáÿìè. Êàê óçíàòü, êàêèå äðîáè âûðàæàþò îäè-
íàêîâûå ÷èñëà, à êàêèå – ðàçíûå? Îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ äàåò ïðàâèëî îòîæäåñòâëåíèÿ äðîáåé, îñ-
íîâàííîå íà àêñèîìå ðàâåíñòâà äðîáåé: ðàâåíñòâî

2211 // yxyx  ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó .1221 yxyx
Ýòèì óñëîâèåì îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùåå ìíîæåñòâî âñåõ äðîáåé íà
ñìåæíûå êëàññû. Â êàæäîì êëàññå ñîäåðæàòñÿ âñå
äðîáè, îáîçíà÷àþùèå îäíî è òî æå ïîëîæèòåëüíîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ýòè êëàññû ìîæíî ïðèíÿòü â
ðîëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë.
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Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè
ïðàâèëàìè: åñëè 111 / zyx  è ,/ 222 zyx  òî

,/)( 21122121 yyyxyxzz          (5)

212121 / yyxxzz (6)

äëÿ ëþáûõ ;,,, 2121 Nyyxx ., 21 Azz  Âàæíî

ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàâåíñòâàìè (5) è (6) îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ íå ñàìèõ ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à äðîáåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýòèì ÷èñëàì. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â
êîððåêòíîñòè òàêèõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëèì íà AAA  ïðåäèêàò ñëîæåíèÿ S  è
ïðåäèêàò óìíîæåíèÿ P  ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë óñëîâèÿìè:

)));,,(
),,(),,(

,,,~),,((,,

211221

222111

22112121

zyxyxyxR
zyxRzyxR

NyxyxzzzSAzzz

 (1' )

))).,,(
),,(),,(

,,,(~),,((,,

2121

222111

22112121

zyyxxR
zyxRzyxR

NyxyxzzzPAzzz

(2' )

×òîáû îáîñíîâàòü êîððåêòíîñòü ââåäåíèÿ îïåðà-
öèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

ïðåäèêaòû S  è P îáëàäàþò ñâîéñòâîì ôóíêöèî-
íàëüíîñòè.

Òåîðåìà 4 (î ôóíêöèîíàëüíîñòè ïðåäèêàòîâ ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë). Ïðåäèêàòû S è P íà AAA  ôóíêöè-
îíàëüíû, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

);,,(!, 2121 zzzSAzAzz (3' )

).,,(!, 2121 zzzPAzAzz (4' )

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

., 21 Azz  è ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ Nyxyx 2211 ,,,
1),,(),,( 222111 zyxRzyxR .         (à)

Ïî àêñèîìå ôóíêöèîíàëüíîñòè (2) Az!
1),,( 211221 zyyyxyxR  (á). Ïîêàæåì, ÷òî z  íå

çàâèñèò îò âûáîðà ,,,, 2211 yxyx  à çàâèñèò òîëüêî
îò ., 21 zz  Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ Nyxyx ',',',' 2211

1),','(),','( 222111 zyxRzyxR  (â). Òîãäà èç
àêñèîìû ðàâåíñòâà äðîáåé (4) è (à) ñëåäóåò

,''' 1111 yxyx  ò.å.

.)''()''(
)''(')(

2112212112211

2112211211221

yyyxyxyyyxyyx
yyyxyyxyyyxyx

Èñïîëüçóÿ ñíîâà àêñèîìó (4), ïîëó÷àåì

.1),,(
),',''(

211221

211221

zyyyxyxR
zyyyxyxR

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî

.1),'',''''( 211221 zyyyxyxR

Ñ ó÷åòîì (à), (á), (â) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò,
÷òî ýëåìåíò Az îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (á)
îäíîçíà÷íî ïî çàäàííûì Azz 21,  è ÷òî

.1),,( 21 zzzS  Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíîñòü ïðåäèêàòà óìíîæåíèÿ P . Òåîðåìà 4
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5 (îá àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ Azzz 321 ,,

)()( 321321 zzzzzz  (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ Azzz 321 ,, è
Nyyyxxx 321321 ,,,,, èç óñëîâèé

),,(),,(),,( 333222111 zyxRzyxRzyxR
è îïðåäåëåíèÿ (1') ñëåäóåò

)).((),(
))((

))(,)(
),()((

),,(
),,(

321321

,12332321

321321

21331221

32322332

21211221

zzzyyy
yyxyxyyxR

zzzyyy
yyxyyxyxR

zzyyyxyxR
zzyyyxyxR

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ, à òàêæå àññîöè-
àòèâíîñòè, êîììóòàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè
óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìååì

).()(
,)()()()(

)(()()(

321321

12332321123132

32121331221

yyyyyy
yyxyxyyxyyxyyx

yyxyyxyyxyx

Èñïîëüçóÿ òåïåðü àêñèîìó ôóíêöèîíàëüíîñòè (2),
íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì óñëîâèå (à). Òåîðåìà 5
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6 (î êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ

., 122121 zzzzAzz
Äîêàçàò åëüñò âî . Äëÿ ëþáûõ Azz 21, è

Nyyxx 2121 ,,,  èç óñëîâèÿ  ),,,(),,( 222111 zyxRzyxR
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (1' ), ïîëó÷àåì

).,,(
),,(

12122112

21211221

zzyyyxyxR
zzyyyxyxR

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ,21121221 yxyxyxyx

,1221 yyyy  îòêóäà (ïî àêñèîìå ôóíêöèîíàëüíîñ-

,

,

^
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òè (2)) ñðàçó ïîëó÷àåì .1221 zzzz  Òåîðåìà 6
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7 (îá àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ Azzz 321 ,,

).()( 321321 zzzzzz
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Äëÿ âñåõ Azzz 321 ,,
è Nyyyxxx 321321 ,,,,, èç óñëîâèé

),,(),,(),,( 333222111 zyxRzyxRzyxR
è îïðåäåëåíèÿ (2') ñëåäóåò

)).(),(),((
))(,)(,)((

),,(),,(

321321321

321321321

323232211221

zzzyyyxxxR
zzzyyyxxxR

zzyyxxRzzyyxxR

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, èìååì

),(()( 321321 xxxxxx ).(()( 321321 yyyyyy
Èñïîëüçóÿ àêñèîìó ôóíêöèîíàëüíîñòè (2), ïîëó-
÷àåì ).(()( 321321 zzzzzz  Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 8 (î êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ Azz 21,

.1221 zzzz
Äîêàçàò åëüñò âî . Äëÿ ëþáûõ Azz 21, è

Nyyxx 2121 ,,, èç óñëîâèÿ

),,(),,( 222111 zyxRzyxR
è îïðåäåëåíèÿ (2') ñëåäóåò

).,,(),,( 121212212121 zzyyxxRzzyyxxR
Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, èìååì ,1221 xxxx .1221 yyyy  Îòñþäà
ñëåäóåò (ïî àêñèîìå ôóíêöèîíàëüíîñòè (2)), ÷òî

.1221 zzzz  Òåîðåìà 8 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9 (î äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ). Äëÿ âñåõ

Azzz 321 ,, 3231321 )( zzzzzzz  (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ Azzz 321 ,, è
Nyyyxxx 321321 ,,,,, èç óñëîâèé

),,(),,(),,( 333222111 zyxRzyxRzyxR
è îïðåäåëåíèé (1'), (2') ñëåäóåò

).),)((),)((
))((())(,)(

),)((),,(

323132313232

3231321321

3122121211221

zzzzyyyyyyxx
yyxxRzzzyyy

xyxxxRzzyyyxyxR

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè, êîììóòàòèâíîñòè è äèñ-
òðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
èìååì

.))(())((,))(
))(())((

33213231331221

31323231

yyyyyyyyyxyxyx
yyxxyyxx

Ïðèìåíÿÿ àêñèîìó ðàâåíñòâà äðîáåé (4), ïîëó÷àåì
(à). Òåîðåìà 9 äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì äàëåå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå
ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.Îòíîøåíèå
ïîðÿäêà  íà ìíîæåñòâå A  îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì:
äëÿ ëþáûõ Azz 21,

 ( Nyxyxyxzyxz 2211222111 ,,,,/,/ )

óñëîâèå 21 zz  ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ .1221 yxyx
Ôîðìàëüíî ââîäèì ïðåäèêàò ïîðÿäêà ),( yxH  íà

AA , ñîîòâåòñòâóþùèé îòíîøåíèþ ,yx  ñëå-
äóþùèì ïðÿìûì îïðåäåëåíèåì:

)).),,(),,(
,,,(~),((,

1221222111

21212121

yxyxzyxRzyxR
NyxyxzzHAzz ,

 (5' )

Òåîðåìà 10 (î ñðàâíèìîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ ëþáûõ Azz 21,  âûïîëíåíî
ðîâíî îäíî èç óñëîâèé ,21 zz ,1),( 21 zzH

.1),( 12 zzH
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

Azz 21, . Òîãäà ñóùåñòâóþò Nyyxx 2121 ,,, ,
òàêèå ÷òî .1),,(),,( 222111 zyxRzyxR  Ïî òåî-
ðåìå î ñðàâíèìîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ëèáî

,1221 yxyx  ëèáî ,1221 yxyx  ëèáî .1221 yxyx
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé ,1221 yxyx  (à).
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà .1),( 21 zzH  Ïóñòü

,',',',' 2121 Nyyxx  òàêèå ÷òî

.1)',','()',','( 222111 zyxRzyxR
Òîãäà 1111 '' yxyx  (á) è 2222 '' yxyx  (ïî àêñèîìå
ðàâåíñòâà äðîáåé). Èç ëåììû 1 è óñëîâèÿ (à)
ïîëó÷àåì ).'')(()'')(( 11121121 yxyxyxyx  Ïîëüçó-
ÿñü ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíî-
ñòè óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áóäåì èìåòü

).')('()')('( 11121121 yxyxyxyx  Ó÷èòûâàÿ (á) è ñíî-
âà èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì '.' 1221 yxyx
Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ïðèõîäèì ê óñëîâèþ

'.''' 1221 yxyx  Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî .1),( 21 zzH
Â ñëó÷àå 2112 yxyx  ïîäîáíîå ðàññìîòðåíèå ïðè-
âîäèò ê óñëîâèþ .1),( 12 zzH  Åñëè æå èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî ,1221 yxyx  òî, ïî àêñèîìå ðàâåí-
ñòâà äðîáåé (4), Az ),,(),,( 2211 zyxRzyxR  è
òîãäà, â ñèëó àêñèîìû ôóíêöèîíàëüíîñòè (2),
ïîëó÷àåì .21 zzz  Òåîðåìà 10 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11 (î ñîîòâåòñòâèè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ,
óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâàõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë). Äëÿ ëþáûõ Nzzz ,, 21  óñëîâèÿ zzz 21
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(à), zzz 21 (á), 21 zz  (â) ðàâíîñèëüíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, óñëîâèÿì 1),,( 21 zzzS  (à’),

1),,( 21 zzzP  (á’), 1),( 21 zzH  (â’), ãäå HPS ,,
– ïðåäèêàòû ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ïîðÿäêà íà
ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ñìûñë ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ìíîæå-
ñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ââîäèìûå òåïåðü ïðåäèêà-
òû ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ïîðÿäêà ñîâïàäàþò ñ
ââåäåííûìè ðàíåå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Nzzz ,, 21 .  Òîãäà
èìååì Azzz ,, 21 (ïî òåîðåìå 2) è

1),1,(),1,(),1,( 2211 zzRzzRzzR  (ã) (ñì. äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
(à’), òî, ñîãëàñíî (ã) è îïðåäåëåíèþ (1'), ïîëó÷àåì

.1),1,( 21 zzzR  Èñïîëüçóÿ àêñèîìó âêëþ÷åíèÿ
(1), âûâîäèì îòñþäà (à). Ïî òåîðåìå 4, ïðåäèêàò S
îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôóíêöèîíàëüíîñòè. Ïîýòîìó
óñëîâèÿ (à) è (à’) ðàâíîñèëüíû. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (á’). Òîãäà (ñîãëàñíî
(ã) è îïðåäåëåíèþ (2')) ïîëó÷àåì ,1),1,( 21 zzzR
îòêóäà âûòåêàåò (á). Èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàëüíîñòü
ïðåäèêàòà P , ïðèõîäèì ê âûâîäó î ðàâíîñèëüíî-
ñòè óñëîâèé (á) è (á’). Ïóñòü, íàêîíåö, âûïîëíåíî
óñëîâèå (â’). Òîãäà, â ñèëó (ã) è îïðåäåëeíèÿ (5'),
ïîëó÷àåì (â), à èç òåîðåìû î ñðàâíèìîñòè ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âûâîäèì ðàâíîñèëü-
íîñòü óñëîâèé (â) è (â’). Òåîðåìà 11 äîêàçàíà.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü
åäèíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíî-
æåíèÿ è äëÿ çàïèñè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà ìíîæå-
ñòâàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ Azz 21,  óñëîâèÿ 12 zz  è

zzzAz 21  ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Azz 21,  è 12 zz .
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ,,,, 2121 Nyyxx  ÷òî

1),,(),,( 222111 zyxRzyxR  è .2112 yxyx  Â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà äëÿ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, íàéäåòñÿ Nu  òàêîå, ÷òî

.1221 uyxyx  Ïî àêñèîìå ôóíêöèîíàëüíîñòè
(2) ).,,(! 21 zyyuRAz  Òîãäà èç óñëîâèé

1)),(,)((
)),(,)((

),,(
),,(),,(

12122212

121212

12112

12121111

zyyyuyyyxR
zyyyuyxR

zyyuyxR
zyyyxRzyxR

è 1),,( 222 zyxR  ñëåäóåò .21 zzz (Çäåñü áûëè
èñïîëüçîâàíû àêñèîìà ðàâåíñòâà äðîáåé (4), à
òàêæå ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè
è äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë). Ïóñòü òåïåðü äëÿ íåêîòîðûõ Azzz ,, 21

âûïîëíåíî óñëîâèå .21 zzz Òîãäà ñóùåñòâóþò

,,,, 22 Nyxyx  óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

.1),,(),,(),,( 1222222 zyyxyyxRzyxRzyxR
È ïîñêîëüêó

,)()()()( 222222222 yxyyyxyxyyxyyx
òî ïîëó÷àåì .12 zz  Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12 (î òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà
íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë).
Äëÿ âñåõ Azyx ,,  èç yx  è zy  ñëåäóåò .zx
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Azyx ,, è yx ,

zy . Òîãäà (ïî ëåììå 3) ñóùåñòâóþò ,, Avu
òàêèå ÷òî ,uxy .vyz  Îòñþäà âûòåêàåò

)()( vuxvuxz  (â ñèëó àññîöèàòèâíî-
ñòè ñëîæåíèÿ), ò.å. .zx  Òåîðåìà 12 äîêàçàíà.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë âûõîäèò çà ðàìêè òåîðèè èíòåë-
ëåêòà è ïîýòîìó çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

2. Ïðîèçâîëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî A  ïîëîæèòåëüíûõ ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî B
âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ïðåäèêàò ),,( zyxT  íà

BAA , íàçûâàåìûé ôîðìèðîâàòåëåì ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûé ñâÿçûâàåò ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî z  ñ çàäàþùèìè åãî ïîëîæèòåëüíûìè ðàöè-
îíàëüíûìè ÷èñëàìè x è y , ñëåäóþùèìè àêñèî-

ìàìè:

âêëþ÷åíèÿ:

);'')',,(('
,,

zzzyxTxzyBz
Azyx

  (7)

ôóíêöèîíàëüíîñòè:

);,,(!, zyxTBzAyx           (8)

ñþðúåêòèâíîñòè:

);,,(, zyxTAyxBz           (9)

ðàâåíñòâà ðàçíîñòåé:

).''~)),','(
),,(((',,',

yxyxzyxT
zyxTzzAyyxx

     (10)

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáûõ Azyx ,,  óñëîâèå yx
ðàâíîñèëüíî ,zyzx  à yx  ðàâíîñèëüíî

.zyzx
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Ayx,
âûïîëíåíî â òî÷íîñòè îäíî èç óñëîâèé yx
(à), yx  (á), xy  (â). Â ñëó÷àå (à), î÷åâèäíî,
èìååì äëÿ ëþáûõ Az .zyzx  Åñëè âû-

,
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ïîëíåíî óñëîâèå (á), òî ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò

Au , òàêîå ÷òî .uxy  Òîãäà
uzxzuxzy )()(  ïðè ëþáîì Az

è, ñíîâà èñïîëüçóÿ ëåììó 3, ïîëó÷àåì .zyzx
Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå (â) èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

Az .zxzy  Ïîñêîëüêó ïåðå÷èñëåíû âñå
âîçìîæíûå ñëó÷àè è îíè âçàèìíî èñêëþ÷àþò äðóã
äðóãà, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4 çàâåðøåíî.

Òåîðåìà 13 (î ñóùåñòâîâàíèè ìíîæåñòâà ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë è èõ ôîðìèðîâàòåëÿ). Ñóùåñòâóþò
ìíîæåñòâî B  è ïðåäèêàò T  íà BAA , óäîâ-
ëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå
AAM  ïðåäèêàò E  óñëîâèåì

Myxyx ),(),,( 2211 ,

).(~)),(),,(( 22212211 yxyxyxyxE

Ýòîò ïðåäèêàò, î÷åâèäíî, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
ðåôëåêñèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî
îí òðàíçèòèâåí. Ïóñòü

1)),(),,(()),(),,(( 33222211 yxyxEyxyxE
äëÿ íåêîòîðûõ .,,,,, 332211 Ayxyxyx  Òîãäà

,1221 yxyx 2332 yxyx  è ïîýòîìó

),()()()( 23123221 yxyxyxyx
).()()()( 22132231 yxyxyxyx

Èñïîëüçóÿ ëåììó 4, ïîëó÷àåì 1331 yxyx ,
ò.å. .1))(),(( 3311 yxyxE  Ïîýòîìó ïðåäèêàò Å
òðàíçèòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, E  – ýêâèâàëåíò-
íîñòü, è ìíîæåñòâî M  ðàçáèâàåòñÿ íà ñìåæíûå
êëàññû òàê, ÷òî )( 11 yx  è )( 22 yx  ïðèíàäëåæàò
îäíîìó êëàññó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

.1221 yxyx  Â êàæäîì êëàññå èìååòñÿ, ïðèòîì
åäèíñòâåííûé, ýëåìåíò ),1,(x  ãäå ,1x  ëèáî

),,1( y  ãäå .1x  Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïàðå
,),( 1111 yxyx  òî ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò ,Az

òàêîé ÷òî .11 zyx  Òîãäà

,)1(1)(1 111 yzzyx
ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå ,1))1,1(),,(( 11 zyxE  à
çíà÷èò ,1))1,(),,(( 11 xyxE  ãäå .11zx  Àíà-
ëîãè÷íî, åñëè â ïàðå ,),( 1111 xyyx  òî ñóùåñòâóåò

,Ay ,1y  òàêîé ÷òî .1)),1(),,(( 11 xyyxE
Åñëè æå 11 yx  òî, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî óñëîâèå

.1))1,1(),,(( 11 yxE  Â ñëó÷àå ,1)),1(),1,(( yxE
ãäå ,1x ,1y  ïîëó÷àåì .11yx  Òîãäà

,1yx  èíà÷å ëèáî ,1x  ëèáî ,1y  ëèáî
âåðíû îáà íåðàâåíñòâà, è â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
ñóùåñòâóåò ,Au  òàêîå ÷òî ,)11( uyx  à
çíà÷èò (ïî ëåììå 3) .11yx  Åñëè

1))1,'(),1,(( xxE  (èëè ),1))',1(),,1(( yyE  òî

'11 xx  (ñîîòâåòñòâåííî ),'11 yy  îòêó-
äà (ïî ëåììå 4) ïîëó÷àåì 'xx  (ñîîòâåòñòâåííî

).'yy  Ñôîðìèðóåì òåïåðü ìíîæåñòâî B , âûáè-
ðàÿ èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè òàêîãî
ïðåäñòàâèòåëÿ ),,( yx  ÷òî ëèáî 1x  è ,1y  ëèáî

1x  è .1y  Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B  âèäà ),1,(x
ãäå ,1x  áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ýëåìåíòàìè ,Az
òàêèìè ÷òî .1 zx  (åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ âûòåêàåò èç ëåììû 4). Ïðåäèêàò T  íà

BAA  îïðåäåëèì óñëîâèåì

Ayx, Bz ,

)','(','(~),,( yxzAyxzyxT
).'' yxyx

Ïðîâåðèì, ÷òî ìíîæåñòâî B  è ïðåäèêàò T  óäîâ-
ëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. 1)
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ Azyx ,, .xzy Äëÿ
ëþáîãî ,' Bz )','(' yxz  óñëîâèå 1)',,( zyxT
îçíà÷àåò, ÷òî ,'' yxyx  òîãäà

,'')( yxyzy
,)1'()')1(( yxyyz ,1'')1( xyz

ò.å. ,1))','(),1),1(( yxzE zz' (òàê êàê ýëå-
ìåíò Bz )1,1( îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ z ). 2) Äëÿ
ëþáûõ Ayx,  ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ,Bz

),','( yxz  òàêîé ÷òî .1)),,(( zyxE  Òîãäà
yxyx ''  è, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäèêàòà T ,

.1),,( zyxT  3) Äëÿ ëþáîãî Bz  ñóùåñòâóþò
,, Ayx  òàêèå ÷òî ).,( yxz  Òîãäà, â ñèëó î÷å-

âèäíîãî ðàâåíñòâà ,yxyx  èìååì
.1),,( zyxT  4) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Ayyxx ',,',

óñëîâèå yxyx ''  îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû ),( yx  è
)','( yx  ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó. Íî

ó êàæäîãî òàêîãî êëàññà åñòü ñâîé ïðåäñòàâèòåëü âî
ìíîæåñòâå B , ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ,Bz  ÷òî

.1),','(),,( zyxTzyxT  Òåîðåìà 13 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 14 (î âêëþ÷åíèè ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë â ðàöèîíàëüíûå). Âñå ïîëîæèòåëü-
íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðàöèî-
íàëüíûìè.

Òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ìíîæåñòâà ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. ÷òî .BA
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî Azy,
è ïóñòü ,xzy  ãäå .Ax  Ïî àêñèîìå (8)
ñóùåñòâóåò, ïðèòîì åäèíñòâåííûé, ýëåìåíò ,' Bz
òàêîé ÷òî ).',,( zyxT  Íî òîãäà, â ñèëó (7), ïîëó÷èì

,'zz  ò.å. .Bz  Òåîðåìà 14 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 15 (îá èçîìîðôíîñòè ìíîæåñòâ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë). Ïóñòü A  - ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à ìíîæåñòâà B, B’ è ïðåäèêàòû

',TT  íà BAA  è 'BAA  óäîâëåòâîðÿþò
àêñèîìàì (7)-(10). Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ

,': BB òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ Ayx,  è Bz
)).(,,('),,( zyxTzyxT

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àêñèîìû (8), äëÿ ëþáûõ
Ayx, ( Bz! )).',,(''!()),,( zyxTBzzyxT

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå Ф  íà :'BB
Bz '' Bz ,

))).',,('),,(,(~)',(( zyxTzyxTAyxzzФ

Ф  ïîðîæäàåò áèåêöèþ '.: BB  Â ñèëó (9), äëÿ
ëþáîãî Bz  ñóùåñòâóþò òàêèå ,, Ayx  ÷òî

).,,( zyxT  Ïî àêñèîìå (8) ''! Bz ).',,(' zyxT
Ïîýòîìó .1)',( zzФ  Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåìó
ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííûé '' Bz  (ïðè
ôèêñèðîâàííîì Bz ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

'" Bz  è .1)",( zzФ  Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ îòíîøåíèÿ

Ф , Ayx ',' )).",','(),','(( zyxTzyxT
Â ñèëó àêñèîìû (10), èç .1),','(),,(( zyxTzyxT
ñëåäóåò .'' yxyx Òîãäà, ïî òîé æå àêñèîìå,
ñóùåñòâóåò ,'''' Bz  òàêîé ÷òî

.1)''',','(')''',,('( zyxTzyxT
Èñïîëüçóÿ àêñèîìó (8), ïîëó÷àåì '.''''' zzz
Ïîýòîìó  Bz '' Bz ).',( zzФ Àíàëîãè÷íî,

'' Bz Bz ).',( zzФ
Ïîýòîìó îòíîøåíèå Ф  îïðåäåëÿåò áèåêöèþ

,': BB ïðè ýòîì ))(,,('),,( zyxTzyxT
äëÿ ëþáûõ Ayx, è .Bz Òåîðåìà 15 äîêàçàíà.

Ïåðåõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî A
ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà íåì. Ïóñòü, êðîìå òîãî,
ìíîæåñòâî B  è ïðåäèêàò T  íà BAA  óäîâëåò-
âîðÿþò óñëîâèÿì (7)-(10). Ïðåäèêàò S íà BBB
íàçûâàåòñÿ ïðåäèêàòîì ñëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
åñëè äëÿ ëþáûõ Bzzz ,, 21

)).,,(),,(
),,(,,,(~),,(

2121222

111212121

zyyxxTzyxT
zyxTAyyxxzzzS

(6' )

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6') áóäåì ïèñàòü
.21 zzz  Ïðåäèêàò P  íà BBB íàçûâàåòñÿ

ïðåäèêàòîì óìíîæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, åñëè
äëÿ ëþáûõ Bzzz ,, 21

)).,,(),,(
),,(,,,(~),,(

21212121222

111212121

zxyyxyyxxTzyxT
zyxTAyyxxzzzP

(7' )

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7') áóäåì ïèñàòü .21 zzz
Òåîðåìà 16 (î ôóíêöèîíàëüíîñòè ïðåäèêàòîâ ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Ïðåäèêàòû
S  è P  íà BBB  ôóíêöèîíàëüíû, ò.å. óäîâëåò-
âîðÿþò óñëîâèÿì:

);,,(!, 2121 zzzSBzBzz          (8')

).,,(!, 2121 zzzPBzBzz         (9')

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

Bzz 21, è ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ Ayyxx 2121 ,,,
1),,(),,( 222111 zyxTzyxT  (à). Ïî àêñèîìå

ôóíêöèîíàëüíîñòè (8)

Bz! ),,( 2121 zyyxxT (á).

Ïîêàæåì, ÷òî z íå çàâèñèò îò âûáîðà ,,,, 2121 yyxx
à çàâèñèò òîëüêî îò ., 21 zz  Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ

Ayyxx ',',',' 2121 ,

1),','(),','( 222111 zyxTzyxT (â).

Òîãäà èç àêñèîìû ðàâåíñòâà ðàçíîñòåé (10) è (à)
ñëåäóåò ,'' 1111 yxyx ,'' 2222 yxyx  ò.å.

)()''()''()( 21212121 yyxxyyxx  (â ñèëó
êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Ñíîâà èñ-
ïîëüçóÿ àêñèîìû (8) è (10), ïîëó÷àåì

.1),,()'',''( 21212121 zyyxxTyyxxT
Ñ ó÷åòîì (à), (á), (â), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò,
÷òî ïî çàäàííûì Bzz 21,  ýëåìåíò Bz , óäîâ-
ëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (á), îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íî, íåçàâèñèìî îò âûáîðà ,,,, 2121 yyxx  è ÷òî

.1),,( 21 zzzS  Ôóíêöèîíàëüíîñòü ïðåäèêàòà ñëî-
æåíèÿ S äîêàçàíà.

Äîêàçûâàåì ôóíêöèîíàëüíîñòü ïðåäèêàòà óìíî-
æåíèÿ P . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ Bzz 21,
ñóùåñòâóåò, ïðèòîì åäèíñòâåííûé, Bz , òàêîé
÷òî äëÿ ëþáûõ Ayyxx 2121 ,,,

),,(),,( 222111 zyxTzyxT
).),(),(( 21212121 zxyxxyyxxT

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1),','(),,(),,( 111222111 zyxTzyxTzyxT  (ã),

1),,( 21212121 zxyyxyyxxT (ä),

1)'),''),''( 21212121 zxyyxyyxxT (æ).

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà .' zz  Èç (ã) ñëåäóåò

.'' 1111 yxyx  Òîãäà ,)'()'( 211211 xyxxyx
.)'()'( 211211 yyxyyx  Ñêëàäûâàÿ ñîîòâåòñòâåí-

^

^
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íî ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ,
ïîëó÷àåì

)''()( 21212121 xyyxyyxx
= ).''()( 21212121 yyxxxyyx

Ó÷èòûâàÿ (ä), (æ), áóäåì èìåòü 'zz  (â ñèëó
àêñèîìû (10)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè

,1),,(
),,(),,(

21212121

222111

zxyyxyyxxT
zyxTzyxT

òî z  íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðû ,, 11 Ayx  à
çàâèñèò òîëüêî îò 1z  (ïðè ôèêñèðîâàííûõ

222 ,, yxz ). Àíàëîãè÷íî, z  íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïàðû ,, 22 Ayx  à òîëüêî îò .2z  Óòâåðæäåíèå,
ñôîðìóëèðîâàííîå â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà, âåðíî.
À èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû, ò.å. äëÿ ëþáûõ Bzz 21,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ,Bz  òàêîé ÷òî

.1),,( 21 zzzP  Ýòîò ýëåìåíò ,Bz  îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì ,1)),(),(( 21212121 zxyyxyyxxT  ãäå

Ayyxx 2121 ,,, - ëþáûå, óäîâëåòâîðÿþùèå ðà-
âåíñòâó .1),,(),,( 222111 zyxTzyxT  Òåîðåìà 16
äîêàçàíà.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (6') èëè (7') áóäåì ïèñàòü,
ñîîòâåòñòâåííî, 21 zzz  èëè .21zzz
Òåîðåìà 17 (îá àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ

Bzzz 321 ,, )()( 321321 zzzzzz (à).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ Bzzz 321 ,,  è
Ayyyxxx 321321 ,,,,,  èç óñëîâèÿ

),,(),,(),,( 333222111 zyxTzyxTzyxT
è îïðåäåëåíèÿ (6') âûòåêàåò

)).(),(),((
))(,)(,)((

),,(
),,(

321321321

321321321

323232

212121

zzzyyyxxxT
zzzyyyxxxT

zzyyxxT
zzyyxxT

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, èìååì

),()( 321321 xxxxxx

).()( 321321 yyyyyy

Òîãäà, èñïîëüçóÿ àêñèîìó ôóíêöèîíàëüíîñòè (8),
ïîëó÷àåì (à). Òåîðåìà 17 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 18 (î êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ðàöèî-

íàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ Bzz 21, .1221 zzzz

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ

Bzz 21, , Ayyxx 2121 ,,,

èç óñëîâèÿ ),,(),,( 222111 zyxTzyxT  è îïðåäåëå-

íèÿ (6') ïîëó÷àåì

).,,(
),,(

121212

212121

zzyyxxT
zzyyxxT

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è àêñèîìó
ôóíêöèîíàëüíîñòè (8), âûâîäèì .1221 zzzz
Òåîðåìà 18 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 19 (îá àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ Bzzz 321 ,,

)()( 321321 zzzzzz (à).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ Bzzz 321 ,,  è
Ayyyxxx 321321 ,,,,,  èç óñëîâèÿ

),,(),,(),,( 333222111 zyxTzyxTzyxT
è îïðåäåëåíèÿ (7') âûòåêàåò

)).(),()(
),()(())(

,)()(
,)()((

),,(
),,(

3213232132321

3232132321321

3212132121

3212132121

3232323232

2121212121

zzzyyxxyxyyxx
xyyxyyyxxxTzzz

xxyyxyyyxx
yxyyxxyyxxT

zzxyyxyyxxT
zzxyyxyyxxT

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè óìíî-
æåíèÿ è ñëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, ïîëó÷àåì

).()(
)()(

),()(
)()(

3232132321

3212132121

3232132321

3212132121

xyxxyxyyxx
xxyyxyyyxx
xyyxyxyxxx
yxyyxxyyxx

Ó÷èòûâàÿ àêñèîìó ôóíêöèîíàëüíîñòè (8), ïîëó÷à-
åì (à). Òåîðåìà 19 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 20 (î êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ Bzz 21, .1221 zzzz
Äîêàçàò åëüñò âî .  Äëÿ ëþáûõ Bzz 21,  è

Ayyxx 2121 ,,,  èç óñëîâèÿ

),,(),,( 222111 zyxTzyxT
è îïðåäåëåíèÿ (7') ïîëó÷àåì

).,,(
),,(

1212121212

2121212121

zzyyxxyyxxT
zzyyxxyyxxT

^
^
^

=

=
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Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è àêñèî-
ìó ôóíêöèîíàëüíîñòè (8), âûâîäèì îòñþäà

.1221 zzzz  Òåîðåìà 20 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 21 (î äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ). Äëÿ âñåõ

Bzzz 321 ,, 3231321 )( zzzzzzz  (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ Bzzz 321 ,, è
Ayyyxxx 321321 ,,,,, èç óñëîâèÿ

),,(),,(),,( 333222111 zyxTzyxTzyxT
è îïðåäåëåíèé (6'), (7') ñëåäóåò

).+),+(
+)+(),+(

+)+(())+(,)+(
+)+(,)+(+)+((

32313232

31313232

3131321321

321321321

zzzzxyyx
xyyxyyxx

yyxxТzzzxyy
yxxyyyxxxТ

Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü è
äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåì

).+(+)+(
)+(+)+(

),+(+)+(
)+(+)+(

32323131

321321

32323131

321321

xyyxxyyx
xyyyxx

yyxxyyxx
yyyxxx

Ïðèìåíÿÿ àêñèîìó ôóíêöèîíàëüíîñòè (8), âûâî-
äèì îòñþäà óñëîâèå (à). Òåîðåìà 21 äîêàçàíà.

Îïðåäåëÿåì ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî A  ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à ìíîæåñòâî B  è ïðåäèêàò T
íà BAA  óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì (7)-(10).
Ïðåäèêàò ïîðÿäêà ),( yxH  íà BB , ñîîòâåòñòâó-
þùèé îòíîøåíèþ ïîðÿäêà ,yx  ââîäèì ïðÿìûì
îïðåäåëåíèåì:

)).),,(),,(
,,,(~),((,

1221222111

21212121

yxxxzyxTzyxT
AyyxxzzHBzz

(11)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëå-
íèÿ ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 22 (î ñðàâíèìîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë).
Äëÿ ëþáûõ Bzz 21,  âûïîëíåíî â òî÷íîñòè îäíî èç
óñëîâèé ,21 zz ,1),( 21 zzH .1),( 12 zzH
Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

Bzz 21, . Òîãäà ñóùåñòâóþò Ayyxx 2121 ,,, ,
òàêèå ÷òî .1),,(),,( 222111 zyxTzyxT  Ïî òåî-
ðåìå î ñðàâíèìîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ëèáî 1221 yxyx (à), ëèáî

1221 yxyx  (á), ëèáî 2112 yxyx  (â).

Ïóñòü, íàïðèìåð, âûïîëíåíî óñëîâèå (á). Ïîêà-
æåì, ÷òî òîãäà 1),( 21 zzH  (î÷åâèäíî, ÷òî âîç-
ìîæíîñòè 21 zz è 1),( 12 zzH èñêëþ÷åíû).
Ïóñòü Ayyxx ',',',' 2121 – òàêèå, ÷òî

.1),','(),','( 222111 zyxTzyxT  Òîãäà ïî àêñèî-
ìå ðàâåíñòâà ðàçíîñòåé (10) 1111 '' yxyx (ã) è

.'' 2222 yxyx  Èç ëåììû 3 è óñëîâèé (á), (ã)
ïîëó÷àåì

).'()()'()( 11121121 yxyxyxyx
 Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè è àññîöè-
àòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, èìååì

).()'()()'( 11121121 yxyxyxyx
Ñíîâà èñïîëüçóÿ ëåììó 3, ïîëó÷àåì

'.' 1221 yxyx  Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ïðèõî-
äèì ê óñëîâèþ '.''' 1221 yxyx  Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

1),( 21 zzH . Â ñëó÷àå (â) ïîäîáíîå ðàññìîòðåíèå
ïðèâîäèò ê âûâîäó 1),( 12 zzH . Åñëè æå âûïîë-
íåíî óñëîâèå (à), òî, ïî àêñèîìå ðàâåíñòâà ðàçíî-
ñòåé (10), Bz 1),,(),,( 2211 zyxTzyxT  è
òîãäà, â ñèëó àêñèîìû ôóíêöèîíàëüíîñòè (8),
ïîëó÷àåì .21 zzz  Òåîðåìà 22 äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáûõ Ayx, .1),,( xyyxT
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî àêñèîìå ôóíêöèî-
íàëüíîñòè (8), äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Ayx, ñóùå-
ñòâóåò Bz òàêîé, ÷òî .1),,( zyyxT  Èç
àêñèîìû âêëþ÷åíèÿ (7) è êîììóòàòèâíîñòè ñëîæå-
íèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïîëó÷àåì

.zx  Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 23 (î ñîîòâåòñòâèè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ,
óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâàõ
ðàöèîíàëüíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë). Äëÿ ëþáûõ Azzz ,, 21  óñëîâèÿ zzz 21
(à), zzz 21 (á), 21 zz  (â) ðàâíîñèëüíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, óñëîâèÿì 1),,( 21 zzzS  (à’),

1),,( 21 zzzP  (á’), 1),( 21 zzH (â’), ãäå HPS ,,
– ïðåäèêàòû ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ïîðÿäêà íà
ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Azzz ,, 21 . Ïî òåîðåìå
7, èìååì ,,, 21 Bzzz  à èç ëåììû 5 ïîëó÷àåì

1),1,1(),1,1( 2211 zzTzzT  (ã). Åñëè âûïîë-
íåíî óñëîâèå (à’), òî, ñîãëàñíî (ã) è îïðåäåëåíèþ
(6'), áóäåì èìåòü ,1),11),1()1(( 21 zzzT

.1),11),11()(( 21 zzzT  Ïîëàãàÿ â ëåììå 5

,21 zzx 11y  è ïîëüçóÿñü àêñèîìîé ôóí-
êöèîíàëüíîñòè (8), èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ïîëó÷à-
åì (à). Ñ ó÷åòîì ôóíêöèîíàëüíîñòè ïðåäèêàòà S
âûâîäèì îòñþäà ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (à) è (à’).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (á’).
Òîãäà èç (ã) è îïðåäåëåíèÿ (7') ïîëó÷àåì

+

+

+

,
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,1)),1(11)1(,11)1)(1(( 2121 zzzzzT
.1)),11()()),11()((( 212121 zzzzzzzT

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 5 (ïîëàãàÿ â íåé ,21zzx
)11()( 21 zzy ) è àêñèîìîé ôóíêöèîíàëü-

íîñòè (8), ïîëó÷àåì (á). Ó÷èòûâàÿ ôóíêöèîíàëü-
íîñòü ïðåäèêàòà P , ïðèõîäèì ê âûâîäó î ðàâíî-
ñèëüíîñòè óñëîâèé (á) è (á’). Ïóñòü, íàêîíåö,
âûïîëíåíî óñëîâèå (â’). Òîãäà èç (ã) è îïðåäåëåíèÿ
(11) ïîëó÷àåì

),11()11(,1)1(1)1( 2121 zzzz
èëè (ñ ó÷åòîì ëåììû 4) 21 zz . Îòñþäà è èç
òåîðåìû î ñðàâíèìîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âûâî-
äèì ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (â) è (â’). Òåîðåìà 23
äîêàçàíà.

Îïðåäåëÿåì ÷èñëî íóëü. Íóëåì íàçûâàåòñÿ ëþáîé
ýëåìåíò ,0 B  òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî Ax

.1)0,,( xxT
Òåîðåìà 24 (î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
íóëÿ). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé Ax .
Òîãäà ïî àêñèîìå (8) ñóùåñòâóåò, ïðèòîì åäèí-
ñòâåííûé, ýëåìåíò ,0 B  òàêîé ÷òî ).0,,( xxT
Ïóñòü Ay  è .xy  Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ,Bz
òàêîé ÷òî ).,,( zyyT  Ïîêàæåì, ÷òî .0z  Äåé-
ñòâèòåëüíî, èç àêñèîìû (10) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

,Bu  òàêîãî ÷òî ,1),,(),,( uyyTuxxT  ïî-
ñêîëüêó .xyyx  Â ñèëó àêñèîìû (8), ýòîò
ýëåìåíò åäèíñòâåííûé, ò.å. .0zu  Òåîðåìà 24
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 25 (î ñâîéñòâàõ íóëÿ). Äëÿ ëþáîãî Bx
1) ,0 xx  2) .00x
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî Bx  è
ïóñòü ,1),,( xzyT  ãäå ., Azy 1) Èç

1),,()0,,( xzyTyyT  ñëåäóåò

1)0,,( xzyyyT (à).

Ïîñêîëüêó ,)()( zyyzyy  òî, â ñèëó
àêñèîìû (10), ñóùåñòâóåò ,1 Bx  òàêîé ÷òî

1),,(),,( 11 xzyTxzyyyT  (á). Èñïîëüçóÿ
àêñèîìó (8), ïîëó÷àåì ,1 xx  à èç (à) è (á) ñëåäóåò

.0 xx  2) Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë, èç 1)0,,(),,( yyTxzyT  ñëå-
äóåò .1)0,,( xzyyyzyyyT  Îòñþäà âûòåêàåò

.00x  Òåîðåìà 25 äîêàçàíà.

Îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ÷èñëà.
×èñëîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ÷èñëó Bx , íàçûâà-
åòñÿ ëþáîé ýëåìåíò Bx , òàêîé ÷òî .0)( xx

Òåîðåìà 26 (î ïðîòèâîïîëîæíîì ðàöèîíàëüíîì
÷èñëå).Äëÿ ëþáîãî Bx  ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî Bx .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî Bx , è
ïóñòü ,1),,( xzyT  ãäå ., Azy  Îáîçíà÷èì ÷åðåç

x òàêîé ýëåìåíò èç B , ÷òî .1),,( xyzT  Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå )),(,,( xxyzzyT  îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî .0)( xx  Åñëè ñóùåñòâóåò

,1 Bx òàêîé ÷òî ,01xx  òî
),(0)()( 1 xxxx ,))(( 1 xxxx

.1 xx  Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî Bx
ýëåìåíò x  îïðåäåëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Òåîðåìà 26 äîêàçàíà.

Ââåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå ñîïðîâîæäàëîñü
êîììåíòàðèÿìè, ïîñêîëüêó îíî îñóùåñòâëÿëîñü ïî
òîé æå ìåòîäèêå, ÷òî è ââåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì,
÷òî òåïåðü äëÿ äàëüíåéøåãî ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà
÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ íå îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, à
ñëîæåíèå. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ êàê
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ,),( yxyxt  ãäå x è y  -
ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ðàöèîíàëü-
íîå ÷èñëî yxz  ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ xzy  èëè, ÷òî òî æå, óðàâíåíèÿ

.1),,( zyxt  Ðàçíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë îòîæäåñòâëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó:

'' yxyx  ðàâíîñèëüíî .'' yxyx  Ñëîæå-
íèå è óìíîæåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿþò-
ñÿ ðàâåíñòâàìè:

);'()'()''()( yyxxyxyx
).''(')''()''()( yxxyyyxxyxyx

Ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðàâèëîì: '' yxyx ðàâíîñèëüíî

.'' yxyx  ×èñëî 0 ââîäèòñÿ ðàâåíñòâîì
,0 xx  îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà .Ax  Âñå

ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû.

Äàëåå ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáûõ Bzz 21,  óñëîâèÿ 12 zz  è
zzzAz 21  ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü Bzz 21, è 12 zz .
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ,,,, 2211 Ayxyx ÷òî

1),,(),,( 222111 xyxTxyxT  è .2112 yxyx
Ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò ,Ax  òàêîé ÷òî

,)( 1221 zyxyx èëè, â ñèëó êîììóòàòèâíî-
ñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ëåììû 4,

.))1(()1( 1221 yzxyx  Òîãäà èç àêñèîìû
ðàâåíñòâà ðàçíîñòåé ñëåäóåò

,1),,(),1),1(( 111122 zyxTzyzxT
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à ïîñêîëüêó ,1),1,1(),,( 222 zzTxyxT  òî

.21 zzz  Ïóñòü òåïåðü äëÿ íåêîòîðûõ Bzz 21, ,

Az  âûïîëíåíî óñëîâèå .21 zzz  Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò Ayxyx 2211 ,,, òàêèå, ÷òî

.1),1),1((),1,1(
),,(),,(

122

222111

zyzxTzzT
xyxTxyxT

Èñïîëüçóÿ àêñèîìó ðàâåíñòâà ðàçíîñòåé è ëåììó 3,
ïîëó÷àåì îòñþäà

,,)(
,))1(()1(

21121221

1221

yxyxzyxyx
yzxyx

ò.å. .12 zz  Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 27 (î òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà
íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Äëÿ âñåõ

Bzyx ,,  èç zyyx ,  ñëåäóåò .zx
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïóñòü Bzyx ,, è

., zyyx  Òîãäà, ïî ëåììå 6, ñóùåñòâóþò òàêèå
,, Avu  ÷òî ,uxy .vyz Îòñþäà è èç

òåîðåìû îá àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë ñëåäóåò ).()( vuxvuxz
Ñíîâà èñïîëüçóÿ ëåììó 6, ïîëó÷àåì .zx Òåîðåìà
27 äîêàçàíà.

Îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ïîðÿäêà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë îïðåäåëÿåì óñëîâèåì:

))).()((~)((, yxyxyxByx
Òåîðåìà 28 (îá óïîðÿäî÷åííîñòè ìíîæåñòâà ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë). Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ
îïðåäåëåííûì íà íåì îòíîøåíèåì íåñòðîãîãî ïîðÿä-
êà ÿâëÿåòñÿ öåïüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ïîðÿä-
êà ðåôëåêñèâíî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî Bx èìååì

,xx  à çíà÷èò .xx  Äîêàçûâàåì àíòèñèììåò-
ðè÷íîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ. Ïóñòü Byx,  è îäíî-
âðåìåííî ,, xyyx  ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ

)()( yxyx  è ).()( xyxy  Èç òåîðåìû
î ñðàâíèìîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî
òàêîå âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå .yx Ïîýòîìó
íåñòðîãèé ïîðÿäîê îáëàäàåò ñâîéñòâîì àíòèñèì-
ìåòðè÷íîñòè. Ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè íåñòðîãîãî
ïîðÿäêà âûâîäèòñÿ èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ Bzyx ,, óñëîâèå

)()( zyyx  èëè )()( zyyx  âëå÷åò
,zx  à óñëîâèå )()( zyyx  âëå÷åò .zx

Íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ x, y B âñåãäà ëèáî ,yx  ëèáî
,yx  ëèáî xy  (ïî òåîðåìå î ñðàâíèìîñòè

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë), ïîýòîìó óñëîâèå
)()( yxyx  âûïîëíåíî. Òåîðåìà 28 äîêàçàíà.

Ëåììà 7. Äëÿ âñåõ Bz zz1 .)1( zzu
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî Az ñóùåñòâóþò

,, Nyx  òàêèå ÷òî .1),,( zyxR  Òîãäà, â ñèëó
óñëîâèÿ 1)1,1,1(R  è îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ,
ïîëó÷àåì ,1)1,1,1( zyxR .1)1,,( zyxR  Ïî àêñè-
îìå (2), îòñþäà èìååì .1 zz  Ïóñòü òåïåðü Bz ,

Ayx, è .1),,( zyxT  Òîãäà, â ñèëó óñëîâèÿ
1)1,1,11(T  è îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ, ïîëó÷à-

åì .1)1,1)11(,1)11(( zxyyxT  Èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî

xxyx )11()1)11((
,)1)11(()11( yyxy

àêñèîìû ôóíêöèîíàëüíîñòè (8) è ðàâåíñòâà ðàçíî-
ñòåé (10), ïîëó÷àåì .1zz  Äîêàçûâàåì âòîðóþ
÷àñòü ëåììû. Äëÿ ëþáîãî Bz èìååì

.00)1(1()1( zzzz  Ïî òåîðåìå î ïðî-
òèâîïîëîæíîì ðàöèîíàëüíîì ÷èñëå, ïîëó÷àåì îò-
ñþäà .)1( zz  Ëåììà 7 äîêàçàíà.

Ëåììà 8. Äëÿ âñåõ Bz  óñëîâèÿ 0z  (à), Az
(á) è 0)( z  (â) ðàâíîñèëüíû. Òàêæå ðàâíîñèëü-
íû óñëîâèÿ 0z  (ã) è 0)( z  (ä).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 6, óñëîâèå (à)
ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Az' ,'0 zz '.zz
Ïîýòîìó (à) è (á) ðàâíîñèëüíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïî ëåììå 6, óñëîâèå (â) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò Az" , òàêîé ÷òî

,0")( zz ò.å. zzz )("  è âåðíî (à). Äî-
êàçûâàåì ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (ã) è (ä). Äëÿ
ëþáîãî Bz èìååì ,0)( zz  ò.å. 0z  òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Az (â ñèëó ëåììû 6), ò.å.
êîãäà .0z Ëåììà 8 äîêàçàíà.

Îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå îáðàòíîãî ÷èñëà. ×èñëîì,
îáðàòíûì ÷èñëó Bz , ,0z  íàçûâàåòñÿ ëþáîé
ýëåìåíò ,1 Bz  òàêîé ÷òî .11zz
Òåîðåìà 29 (îá îáðàòíîì ðàöèîíàëüíîì ÷èñëå). Äëÿ
ëþáîãî Bz , 0z ñóùåñòâóåò, ïðèòîì åäèí-
ñòâåííîå, îáðàòíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé

.Az  Ïî àêñèîìå (3), ñóùåñòâóþò ,, Nyx  òàêèå
÷òî .1),,( zyxR  Â ñèëó àêñèîìû (2) íàéäåòñÿ
òàêîé ,1 Az ÷òî .1),,( 1zxyR  Òîãäà èç óñëîâèé

,1),,(),,( 11 zzxyxyRzzyxxyR xyxy 1)(  è
àêñèîìû âêëþ÷åíèÿ (1) áóäåì èìåòü .11zz  Ïðåä-
ïîëîæèì, ñóùåñòâóåò òàêîé ,2 Az  ÷òî .12zz
Òîãäà èç ðàâåíñòâà 21 zzzz  ïîëó÷àåì

),()( 2111 zzzzzz ,)()( 2111 zzzzzz ,11 21 zz
.21 zz  Ïîýòîìó 1

1 zz  è ýòî îáðàòíîå ÷èñëî
îïðåäåëåíî äëÿ êàæäîãî Az  åäèíñòâåííûì îá-
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ðàçîì. Ïóñòü òåïåðü Bz è .0z  Òîãäà, ïî ëåììå
8, Az)( è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ,)( 1 Az
òàêîé ÷òî .1))(( 1zz  Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâ-
íîñòü è àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ è ëåììó 7,
ïîëó÷àåì ,1))()1(( 1zz ,1)))(1(( 1zz

,1))(( 1 zz ,1))(( 1zz  ò.å. ÷èñëî 1)( z
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ÷èñëó z . Äîêàçàòåëüñòâî åäèí-
ñòâåííîñòè îáðàòíîãî ÷èñëà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê
äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ. Òåîðåìà 29 äîêàçàíà.

Ëåììà 9. Äëÿ ëþáûõ Ayxyx 2211 ,,,  óñëîâèå
)()( 1212 yyxx  (à) âëå÷åò .1122 yxyx

Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ

Ayxyx 2211 ,,, âåðíî (à). Òîãäà, ïî ëåììå 3,
ñóùåñòâóþò ,, Avu  òàêèå ÷òî

,, 2121 vyyuxx
è çíà÷èò ).)(( 222211 uvuyvxyxyx  Ñíîâà
èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåì .1122 yxyx  Ëåììà
9 äîêàçàíà.

Ëåììà 10. Äëÿ ëþáûõ Byxyx 2211 ,,,  óñëîâèå
)()( 1212 yyxx  (á) âëå÷åò .1122 yxyx

Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ

Byxyx 2211 ,,, âåðíî (á). Òîãäà, ïî ëåììå 6,
ñóùåñòâóþò ,, Avu  òàêèå ÷òî

,, 2121 vyyuxx
ò.å. ).()( 2211 vuyxyx  Ñíîâà èñïîëüçóÿ
ëåììó 6, ïîëó÷àåì .1122 yxyx  Ëåììà 10
äîêàçàíà.

Ëåììà 11. Äëÿ ëþáûõ Byx,  óñëîâèÿ yx  è
xy  ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Byx,  è yx , òî
íåâîçìîæíî .yx  Òàêæå íåâåðíî ,yx ïî-
òîìó ÷òî èíà÷å èìååì )()( yyxx  (ïî
ëåììå 10), 00  – ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó óñëîâèå

yx âëå÷åò ,xy  à â ñèëó ðàâåíñòâ
,)( xx yy)( âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæ-

äåíèå. Ëåììà 11 äîêàçàíà.

3. Îáñóæäåíèå

Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïî èäåíòèôèêàöèè
ïîíÿòèÿ ÷èñëà èìåþò ìíîãî îáùåãî ñ èçâåñòíûìè
ïîëîæåíèÿìè èç ó÷åíèÿ îá îñíîâàíèÿõ àðèôìåòè-
êè, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàçëè-
÷èå ìåæäó íèìè. Â íàøåé ïîñòàíîâêå ðå÷ü èäåò
òîëüêî îá èäåíòèôèêàöèè (ò.å. î ìàòåìàòè÷åñêîì
îïèñàíèè) ïîíÿòèÿ ÷èñëà, âîïðîñ îá îáîñíîâàíèè
ýòîãî ïîíÿòèÿ íå ñòàâèòñÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
èäåíòèôèêàöèè îáúåêòîâ âñå ñðåäñòâà ôîðìàëüíî-
ãî îïèñàíèÿ õîðîøè, ëèøü áû îíè áûëè íàäåæíû;
íåò íåîáõîäèìîñòè èõ îãðàíè÷èâàòü, êàê ýòî äåëà-
åòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ïðè îáîñíîâàíèè

ïîíÿòèé àðèôìåòèêè. Ñíÿòèå çàïðåòà íà ñðåäñòâà
ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü èäåíòè-
ôèöèðîâàòü èìåííî òó àðèôìåòèêó, êîòîðàÿ ôàê-
òè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêå,
à íå òîò åå âàðèàíò, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå
ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè.

Íàèáîëåå áëèçêóþ ê ôîðìóëèðóåìîé çäåñü ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è ìû íàõîäèì â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå
Ëàíäàó [3], îïóáëèêîâàííîé âïåðâûå â 1930 ãîäó.
Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè
ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû íå ïåðåñìàòðèâàëèñü è íå
óëó÷øàëèñü. Ãëàâíûé íåäîñòàòîê äàííîé ðàáîòû,
îöåíèâàåìîé íàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è èäåíòè-
ôèêàöèè (à òàêàÿ çàäà÷à â íåé íå ñòàâèòñÿ, ïîñêîëü-
êó ðå÷ü òàì èäåò òîëüêî îá îáîñíîâàíèè àðèôìå-
òèêè), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåé âñå àêñèîìû
àðèôìåòèêè çàïèñàíû íà íåôîðìàëèçîâàííîì ëî-
ãè÷åñêîì ÿçûêå, ò.å. íà òîì ÿçûêå, êîòîðûé áûë
îáùåïðèíÿòûì ñðåäè ìàòåìàòèêîâ â òî âðåìÿ,
êîãäà ýòà ðàáîòà áûëà íàïèñàíà. Ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Äëÿ
ýòîé öåëè ìû èñïîëüçîâàëè ÿçûê àëãåáðû ïîäñòà-
íîâî÷íûõ îïåðàöèé [1]. Àêñèîìû (1)-(5), (15), (16),
(20) è (21) èç ïåðâîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû, ïî
ñóùåñòâó, ïîâòîðÿþò ôîðìóëèðîâêè Ëàíäàó, ðàç-
ëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â ÿçûêå îïèñàíèÿ. Àêñè-
îìû (1)-(4) èç âòîðîé ÷àñòè ýòîé ðàáîòû ó Ëàíäàó
âîâñå îòñóòñòâóþò. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî îí
ââîäèò ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïðÿ-
ìûì îïðåäåëåíèåì, êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ
äðîáåé (ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Îäíàêî ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ÿçûêà àëãåáðû ïîäñòàíîâî÷íûõ îïå-
ðàöèé íåîáõîäèìî ââîäèòü ïðåäèêàò ,R  ñâÿçûâà-
þùèé ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ðàöèîíàëüíûìè. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê àêñè-
îìàì (7)-(10), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî âñåõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ïðåäèêàò ,T  ñâÿçûâàþùèé
èõ ñ ïàðàìè ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
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