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Â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ñòðîèòñÿ àëãîðèòì
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ðåçîíàòîðà
êîàêñèàëüíîãî òèïà, íàãðóæåííîãî ïîëóïðîâîäíèêî-
âîé ñòðóêòóðîé ñ ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ
çîí ó å¸ ïîâåðõíîñòè è íåëèíåéíîãî õàðàêòåðà âçàèìî-
äåéñòâèÿ íîñèòåëåé ñâîáîäíîãî çàðÿäà ñ ÑÂ× ïîëåì.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1-3] ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à ðàñ÷åòà
ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò è äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà êî-
àêñèàëüíîãî òèïà, ñîäåðæàùåãî èçîòðîïíûé èëè
àíèçîòðîïíûé äèýëåêòðèê, â öåëÿõ äèàãíîñòèêè
åãî ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî ïîäîáíàÿ ïîñòàíîâêà íå
ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ýôôåêò íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè ñâîáîäíûõ íîñè-
òåëåé çàðÿäà åñòåñòâåííîãî èëè èñêóññòâåííîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ, ÷òî òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-
íî â äèàãíîñòè÷åñêèõ öåëÿõ. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ÑÂ× äèàãíîñòèêè ïîëóïðîâîä-
íèêîâûõ ìàòåðèàëîâ ñîïðÿæåíî ñ âûñîêîé ñòåïå-
íüþ ëîêàëèçàöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíöåíòðàöèè
ïîëÿ, ÷òî íåèçáåæíî âåäåò ê ïðîÿâëåíèþ íåëèíåé-
íûõ ýôôåêòîâ â ïîëóïðîâîäíèêîâîì îáðàçöå, êî-
òîðûå è íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ðàçðàáîòêå
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ ïîëóþ ýëåêòðîäè-
íàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ïðîäîëüíîå ñå÷åíèå èçîáðà-
æåíî íà ðèñóíêå) ñ êîëåáàíèÿìè êâàçè ÒÅÌ òèïà,
÷àñòè÷íî çàïîëíåííóþ ïîëóïðîâîäíèêîì, ïîïå-
ðå÷íûé ðàçìåð êîòîðîé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå äëèíû
âîëíû êîëåáàíèé, à àìïëèòóäà êîëåáàíèé íå îãðà-
íè÷åíà ïðèáëèæåíèåì ìàëîñòè ÑÂ× ñèãíàëà.

Ïðîäîëüíîå ñå÷åíèå îáðàçöà

Èñõîäíûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèÿõ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â êâà-
çèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè è óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ â ïîëóïðîâîäíèêå ï-òèïà â
ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè:
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ãäå v,,n  – íåèçâåñòíûå ïëîòíîñòü ñâîáîäíîãî
çàðÿäà, ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñêî-
ðîñòü çàðÿäà, ñîîòâåòñòâåííî; ôèçè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ïîëóïðîâîäíèêà: m,e,,n,N,,v 0gT  –
ñðåäíÿÿ òåïëîâàÿ ñêîðîñòü ñâîáîäíîãî çàðÿäà, ñðåä-
íÿÿ ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé çàðÿäà ñ èîíàìè ðåøåòêè,
êîíöåíòðàöèÿ äîíîðîâ, êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ
çàðÿäîâ, íåâîçìóùåííûõ ïîëåì, äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ïîëóïðîâîäíèêà, çàðÿä è ìàññà
ýëåêòðîíà, ñîîòâåòñòâåííî.

Èç-çà ïðåäïîëàãàåìîé íåëèíåéíîñòè âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ïîëóïðîâîäíèêîì
ôóíêöèè v,,n  ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè â
ðÿäû Ôóðüå ïî ãàðìîíèêàì îñíîâíîé ÷àñòîòû –
÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû [4]:
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Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ïîëîé ñèñòåìå, â îáùåì,
äîëæíî áûòü ïðåäñòàâëåíî ñóïåðïîçèöèåé ïîëåé
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, îäíàêî âáëèçè ðåçîíàíñ-
íîé ÷àñòîòû îñíîâíîãî êîëåáàíèÿ àìïëèòóäû âûñ-
øèõ ãàðìîíèê ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Êðîìå òîãî,
èñõîäÿ èç ìàëîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîàêñèàëü-
íîãî îòðåçêà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû, ñòðóê-
òóðó ïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è òîêà
ïðîâîäèìîñòè íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå w â ïëîñêî-
ñòè z=0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëîãè÷íî ðàñïðåäå-
ëåíèþ ïîëÿ ÒÅÌ âîëíû â êîðîòêîçàìêíóòîì
îòðåçêå â ñå÷åíèè gz :
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ãäå ,gk 00 ck 0  – âîëíîâîå ñîïðîòèâëå-
íèå ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà; 0E  – àìïëèòóäà
ïîëÿ; 00 z,r  – êîîðäèíàòíûå îðòû.
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Â öåëÿõ ôîðìóëèðîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ

ïåðâîé ãàðìîíèêè ïðåäñòàâèì 
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ëåêñíûå àìïëèòóäû; «*» – çíàê êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ ïîòåíöèàëà îñíîâíîé ãàðìîíèêè èìåþò âèä:
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à äëÿ ïîëíîãî òîêà, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ åãî íåïðå-
ðûâíîñòè â ñå÷åíèè 0z  – ñëåäóþùèé:
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä
ãàðìîíèê âíåñåì ïðåäñòàâëåíèÿ (2) â óðàâíåíèÿ (1),
êîòîðûå ïîñëå ââåäåíèÿ çàìåí:
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Èç ðàâåíñòâ (6)-(8) íåòðóäíî óñòàíîâèòü:
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Ñ ó÷åòîì (9) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6) è (7) ïðèâîäÿò-
ñÿ ê âèäó:
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ãäå 0F  ó÷èòûâàåò ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíîìó ïîòåí-
öèàëó.

Êðîìå òîãî, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ ìåòàëëè÷åñêèõ
ãðàíèöàõ:
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è îòñóòñòâèå íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè
ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ íà ãðàíèöàõ ïîëóïðîâîäíèêà:
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Êàê ñëåäóåò èç (8), ïîëó÷åíà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âçàèìîñâÿçàííû-
ìè àìïëèòóäàìè ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ
ïëîòíîñòè çàðÿäà è ïîòåíöèàëà. Îãðàíè÷èâàÿñü
ó÷åòîì òîãî èëè èíîãî êîëè÷åñòâà ãàðìîíèê â ýòîé
ñèñòåìå, ìîæíî ïîëó÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè-
áëèæåíèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Îñòàâëÿÿ
ëèøü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ãàðìî-
íèêàìè è îòáðàñûâàÿ â (8) ìàëûå ÷ëåíû âûñøèõ
ãàðìîíèê, èìååì:
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Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ 1N  è 1
îòëè÷àåòñÿ îò (13) ïåðåìåíîé çíàêà  íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûé, ò.å. ïåðåõîäîì ê êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íîìó óðàâíåíèþ.

Âõîäÿùàÿ â (13) ôóíêöèÿ 0N , â ñîîòâåòñòâèè ñ (8),
èìååò ïðîñòîé àíàëèòè÷åñêèé âèä:
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à ôóíêöèÿ 0Ф  óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:
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Óñëîâèå 0nv 00  â ñîîòâåòñòâèè ñ (8) è (14)
óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(13) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (9)-(12) òðåáóåòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (15)-(16). Ïîëó-
÷åííûå, â ðåçóëüòàòå, ïåðâûå ïðèáëèæåíèÿ
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âòîðîé ãàðìîíèêè: 2N , 2Ф  â ïåðâîì ïðèáëèæå-
íèè ïóòåì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé:
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, àíàëîãè÷íûìè (11) è (12).

Â ïîñëåäóþùåì ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûå ðåøå-
íèÿ 2N , 2Ф  ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â óðàâíåíèè
(8) îòíîñèòåëüíî 1N , 1Ф  äëÿ óòî÷íåíèÿ îïðåäåëåí-
íîãî ðàíåå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòû . Ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-
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íèé, â òîì ÷èñëå è äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû
òðåòüåé ãàðìîíèêè, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí è äàëåå.

3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè
ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà â ïîëóïðîâîäíèêå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (15), (16), ãäå ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàåò íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàâíî-
âåñíîé ïëîòíîñòè ñâîáîäíîãî çàðÿäà èç-çà íàëè÷èÿ
ïîâåðõíîñòíîãî ïîòåíöèàëà â ïëîñêîñòè 0z ,
îãðàíè÷èìñÿ ðàçëîæåíèåì 0N  (14) â âèäå
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà «íóëåâîå» ïðèáëèæåíèå äëÿ
ðàâåíñòâà (18):
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è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, âûòåêàþùèì èç (16):

.M,...,2,1m,0)h(

],
)p(I

)
R

p(I

R
1[

)p(Jp
V2

)0(

)0(
m

m1

m1

m1m

0)0(
m

  (22.1)

Ïðè ýòîì
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Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíîìó óðàâíåíèþ (18),
åãî ðåøåíèå ïî-ïðåæíåìó èùåì â âèäå (20), ïîä-
ñòàíîâêà êîòîðîãî â (18) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî )(zm :
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Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ )h(),0( mm  áóäóò ïðå-
æíèìè, à èìåííî (22.1), (22.2).

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (22.1), (22.2), (23.1),
(23.2) èñïîëüçóåì ìåòîä ïðîãîíêè, ÷òî ðàâíîñèëü-

íî ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ (23) [5]. Äëÿ ýòîãî
çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå:
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Òîãäà )z(m  äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç ëèíåéíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè îòáðàñûâàíèè êâàäðàòè÷-
íîãî ÷ëåíà:
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Ïðè ýòîì, â ñèëó ðàâåíñòâà (22.1), (22.2)
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Ââåäÿ çàìåíó mmMmm x,x  è ïðåäñòàâ-
ëÿÿ âîçíèêøóþ çàäà÷ó â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, ïðè-
õîäèì ê ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå M2  äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

.M,...,2,1m,0)h(x)0(x

,fxxx

,xx

mm

m
M

1s
mmsm

2
mmM

mMm

  (26)

Ïðåäñòàâèì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26)
))z(x),...,z(x),z(x()z(X M221  â âèäå:

)z(gc...)z(gc)z(gc)z(X)z(X M2M222110 ,(27)

ãäå )z(X0  – âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ êîìïîíåíòàìè
)z(x n,0 , M2,...,2,1n , ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ðå-

øåíèåì íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (26) ïðè
íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ 0)0(x k,0 , à )z(g k
– âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ êîìïîíåíòàìè )z(g n,k ,

M2,...,2,1k , îáðàçóþùèìè ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû

mc  âîñïîëüçóåìñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (26) ïðè-
ìåíèòåëüíî ê (27), îòêóäà ñëåäóåò äëÿ M2,...,2,1k :

.0)h(xпри0)h(xc)h(g

;0)0(xпри0c

mm,0
M2

1Ms
ss,m

mm

(28)

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, îïðåäåëÿåì êîíñòàíòû 1Mc ,

2Mc ,..., M2c  è, ñëåäîâàòåëüíî, íàõîäèì ôóíêöèè
)(zm . Íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé øàã èòåðàöè-

îííîãî ïðîöåññà. Îáîçíà÷èâ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
÷åðåç )()1( zm  è ïîëîæèâ )z()z()z( )1(

m
)0(

m
)1(

m  â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ,  ìîæíî ïåðåéòè êî
âòîðîìó øàãó, èñõîäÿ èç (24)-(25), çàìåíèâ )z()0(

m
íà )z()1(

m  è ò.ä. Îïðåäåëåííûå ñ òîé èëè èíîé
òî÷íîñòüþ ôóíêöèè )z,r(N0 , )z,r(Ф0  â äàëüíåé-
øåì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé 1N  è 1Ф .



12 ÐÈ, 2005, ¹ 1

4. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðåçîíàòîðå

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ â (9)-(13) çàäà÷à ïîçâîëÿåò â
ðåçóëüòàòå åå ðåøåíèÿ îïðåäåëèòü â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû êâàçèñòàòè÷åñêèõ
òèïîâ êîëåáàíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà è ïîòåíöèàëà. Ñîñðåäîòî-
÷èì âíèìàíèå íà ìåòîäå åå ðåøåíèÿ. Ïðåäñòàâèì
ïåðâîå óðàâíåíèå (13) â âèäå:

0CN
z

B
r

AN 1
11

1 ,      (29)

ãäå 
r

N
А 0 , 

z
N

B 0 , 2
T

2
0

2
e

v
iNC  –

èçâåñòíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå:
M

1m
m,1m01 )z()r(J)z,r(        (30)

è )z()lr(J)z()r(J)z,r(N 00
M

1m
m,2m01 , (31)

çäåñü mmm p),Rp(  – êîðíè ôóíêöèè Áåññåëÿ

íóëåâîãî ïîðÿäêà; l  – ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî,

íå ðàâíîå lpm  (íàïðèìåð R1l ).

Òàêîé âûáîð èñêîìûõ ðåøåíèé îáåñïå÷èâàåò âû-
ïîëíåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (11) íà öèëèíäðè÷åñ-
êîé ïîâåðõíîñòè Rr  è âîçìîæíîñòü óäîâëåòâî-
ðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (12). Ïîäñòàíîâêà ïðåä-
ñòàâëåíèé (30) è (31) â (13) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-ðàçëîæåíèé

ïî ñèñòåìå ôóíêöèé )r(J m0 :

,0)l(b)q(

c

,M,...,2,1m,0b

0
2

0m
M

1k
k,2mkk,1mkk,1mk

0mm,2
2
mm,2

0mm,2
2
em,1

2
mm,1

(32)

ãäå

.rdr)lr(J)r(J)z,r(C)N1(c

;rdr)r(J)r(J)z,r(C)N1(q

;rdr)r(J)r(J)z,r(B)N1(

;rdr)r(J)r(J)z,r(A)N(

;
)p(J
)lR(J

)lR(p

p2b

R

0
0m0

2
m,0mk

R

0
k0m0

2
m,0mk

R

0
k0m0

2
m,0mk

R

0
k1m0

2
m,0mmk

m1
0

22
m

m
2
e

m

Ïîäñòàâëÿÿ (30) è (31) âî âòîðîå ðàâåíñòâî (12) è

ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1)z,R(N0 , ïîëó÷àåì:

,)(~)z(
M

1k
k,2k,1k0        (33)

ãäå )lR(lJ)p(J~
1k1kk . Ïîäñòàâèâ )z(0  â

ïåðâîå ðàâåíñòâî (32), ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó

1)z,R(N0 :

.0)(~b
M

1k
k,2k,1kmm,2

2
em,1

2
mm,1 (34)

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ (33) è (34),  èñêëþ÷èâ èç âòîðîãî
ðàâåíñòâà â (32) m,100 и, , ïîëó÷èì:

,M,...,2,1m,R
b
1~

mm,2
m

M

1k
k,2k  (35)

ãäå

).A~(~b~

;
b
q~~b~q~;

b
~;

b
c

l~

;b~A~;
b

~~)A~(~

;)q~~~(
b

R

2
ekk

m

mk
kmkmk

m

mk
mk

m

m2
m

M

1s
ss

m

mk
km

2
mmmk

M

1k
k,2mkk,1mkk,1mkm,2

m

2
m

m

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (35) ìîæåò áûòü
ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî k,2  â âèäå:

,R
1b~

Rb~

b mM

1k
kk

M

1k
kkk

mm,2
      (36)

÷òî äàåò âîçìîæíîñòü âìåñòî âòîðîãî ðàâåíñòâà â
(32) ïîëó÷èòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

,0)cba(
M

1k
k,2mkk,1mkk,1mkm,2

2
mm,2 (37)

ãäå

.~q~b~c~,
A~1

c~
q~bc

;~b~b~,
A~1

b
~

~bb

;~b~a~,
A~1

a~~ba

k
2
k

M

1n
nknn

0
k

0
k

mkmmk

M

1n
knnn

0
k

0
k

mkmmk

M

1n
knnn

0
k

0
k

mkmmk

Äàëåå ïðåäñòîèò ðåøèòü ñèñòåìó M2  ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (35) è (37) îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé m,1 , m,2 ,

M,...,2,1m . Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé m,1
ñëåäóþò èç (9) è âòîðîãî óñëîâèÿ (11):

M,...,2,1m,0)h(;sinFd)0( т,100mт,1 ,(38)



13ÐÈ, 2005, ¹ 1

ãäå md  íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé:

M,...,2,1n],1)l(J/)
R

l(J[
l

1d
pl

)p(Jp
n0

0
n02

n

M

1m
m2

m
2
n

m1m
,(39)

à nl  – êîðíè ôóíêöèé Áåññåëÿ 1-ãî ïîðÿäêà.

Ðåàëèçàöèÿ ïåðâîãî óñëîâèÿ (12) äëÿ 0z  ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî 
Rr,

,r0,0
0,rN

e 0V0 ,

äà¸ò:

.0)0()lr(J)0()r(J)0,r(N

)0()r(J

00
M

1m
m,1m00

M

1m
m,2m0

(40)

Íàõîäÿ èç (33) )0(0  è ïîäñòàâëÿÿ åãî â (40) äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-ðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìå
ôóíêöèé )}r(J{ m0 , ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

,0)]0(~A)0()D~A[()0(
M

1k
k,2kmk,1mkkmm,2 (41)

ãäå

,)(J)(J)(J)(J
)p(JR
)e1(2D

,bA

2
m

2
k

m1k0mk1m0k

k
2
1

2

V

mk

2
emm

0

ïðè÷åì  ïðè km  äëÿ mkD  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

)](J)(J[
R)p(J

e1eD m
2
0m

2
12

2

m
2
1

V
V

mm
0

0
.

Àíàëîãè÷íî èç òîãî æå óñëîâèÿ (12) äëÿ hz  ñ
ó÷åòîì ðàâåíñòâà 1)h,r(N0  ñëåäóåò:

.0)]h(~A)h()~A[()h(
M

1k
k,2kmk,1kmkmm,2 (42)

Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìóëèðîâàíû M4  êðàåâûå óñ-
ëîâèÿ (38), (41), (42), äîñòàòî÷íûå äëÿ îäíîçíà÷íî-
ãî íàõîæäåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé )z(m,1 , )z(m,2
íà îòðåçêå ]h,0[z . Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ mm,1 y ,

,у тМт,1 ,у тМ2т,2 ,у тМ3т,2
( ,М,...,1т ), ïðåäñòàâèì (34), (37) â ñòàíäàðòíîé
ôîðìå îäíîðîäíîé ñèñòåìû 4M ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

0)ycybya(

yy

;0yy

;0)yy(~byyy

;0yy

M

1k
kM2mkkMmkkmk

mM2
2
mmM3

mM3mM2

M

1k
kM2kkmmM2

2
em

2
mmM

mMm

è ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ (38), (41), (42):

,0)]h(y~A)h(y)~A[(

)h(y

;0)]0(y~A)0(y)D~A[(

)0(y
M,...,2,1m,0)h(y,f)0(y

M

1k
kM3kmkMkmkm

mM3

M

1k
kM3kmkMmkkm

mM3

mmm

(44)

ãäå 00mm sinFdf , km  – ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïðåäñòàâëÿÿ îáùåå ðåøåíèå )y,...,y,y()z(Y M421
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû
ðåøåíèé (43):

),z(gc...)z(gc)z(gc)z(Y M4M42211  (45)

ãäå )z(g k  – âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ êîìïîíåíòàìè
)z(g m,k , ïðè÷åì m,km,k )0(g , ïîëó÷àåì ñîîò-

íîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò kc :

.0)]h(g~A)h(g)~A[(

)h(gc

0]c~Ac)D~A[(c

,0c)h(g

,M,...,2,1m,fc

M

1n
nM3,knmnM,kmnnm

M4

1k
mM3,kk

M

1k
kM3kmkMmkkmmM3

M4

1k
km,k

mm

Î÷åâèäíî, ÷òî êîíñòàíòû kc , óäîâëåòâîðÿþùèå
ÑËÀÓ (46),  èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü 00 sinF ,
ò.å. ñîäåðæàò íàðÿäó ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé 0F
è íåîïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó . Â äàëüíåéøåì, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, âìåñòî kc  áóäåì ïèñàòü kc

00 sinF , íàïðèìåð:

M

1m
m0mM00

0z

1 ).r(JcsinF
z

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ  ðåàëèçóåì óñëîâèå çàìêíóòîñòè
ïîëíîãî òîêà (10), â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

,0
p

)p(J
cR

k
)gk(ctg M

1m m

m1
mM

2

0

0
    (47)

â êîòîðîì íåèçâåñòíîå  ïðèñóòñòâóåò êàê ÿâíî,
âõîäÿ â 0k , òàê è íåÿâíî ÷åðåç ïîñðåäñòâî êîýôôè-
öèåíòîâ )(c mM , ïîñêîëüêó èñõîäíîå óðàâíåíèå
(29) äëÿ 1Ф  ñîäåðæèò ôóíêöèþ )(С . Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî âõîäÿùèé â ôîðìóëû àëãîðèòìà (45)
ïîâåðõíîñòíûé ïîòåíöèàë ïîëóïðîâîäíèêà 0V  ÷åðåç
ïîñðåäñòâî âåëè÷èíû D  òàêæå, î÷åâèäíî, îêàçûâàåò
âëèÿíèå íà ÷àñòîòíûé ñïåêòð è ïîòåðè ðåçîíàòîðà.

,

(46)

(43)

,
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà îïðåäåëåí-
íûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé àìïëèòóäû 0F
ôóíêöèé 1Ф  è 1N  â óðàâíåíèÿ (17) äàåò âîçìîæ-
íîñòü ïîäîáíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü àìïëèòóäó 2-
é ãàðìîíèêè ïîëÿ 02F , ïðîíèêøåãî çà ïðåäåëû
ïîëóïðîâîäíèêà ( 0z ), è àìïëèòóäó ýòîé æå
ãàðìîíèêè 2F  â ïîëóïðîâîäíèêå ( 0z ) âî âçàèìî-
ñâÿçè ñ êâàäðàòîì àìïëèòóäû 2

0F  ïåðâîé ðåçîíàí-
ñíîé ãàðìîíèêè. Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ñîîòíîøå-
íèÿ âîçíèêàþò èç óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ (9), (10):

.2cos
k2
1Frdr

r
Re

];R,[rдля2sinF
r
r

),,0[rдля0

r
Re

0
0

02
0z

R

0

2

0002
0

0

0z

2

(48)

Ðåàëèçàöèÿ ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé â ïðîöåäó-
ðå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ 2Ф  è 2N , àíàëîãè÷íîé
èçëîæåííîé, ïðèâåäåò ê óñòàíîâëåíèþ ìàòåìàòè-
÷åñêîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíîé 02F  è 2

0F ,
îïèñûâàþùåé ðåçóëüòàò íåëèíåéíîãî âîçäåéñòâèÿ
ÑÂ× ñèãíàëà ñ àìïëèòóäîé 0F  è ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòîé  íà ïîëóïðîâîäíèê. Î÷åâèäíî, ÷òî ïî-
äîáíîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà
áîëåå âûñîêèå ãàðìîíèêè èñõîäíîãî ÑÂ× ñèãíàëà.
Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ äëÿ âûñîêèõ ãàðìîíèê ìîãóò
áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íå-
íèÿ ñîáñòâåííûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ñèñòåìû íà
îñíîâàíèè (8), ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè (13).

5. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè
èçëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðåçîíàíñíûõ
÷àñòîòàõ ðåçîíàòîðà êîàêñèàëüíîãî òèïà, íàãðó-
æåííîãî ïîëóïðîâîäíèêîâîé ñòðóêòóðîé ñ ó÷åòîì
èñêðèâëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí ó å¸ ïîâåðõíîñòè
è íåëèíåéíîãî õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ íîñèòå-
ëåé ñâîáîäíîãî çàðÿäà ñ ÑÂ× ïîëåì. Ýòîò àëãîðèòì
äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü àíàëèç íåëèíåéíîãî
âîçäåéñòâèÿ ÑÂ× ñèãíàëà íà ïîëóïðîâîäíèê ñ
ó÷åòîì íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñ-
íîé ïëîòíîñòè ñâîáîäíîãî çàðÿäà ïóòåì ïîëó÷åíèÿ
ñîáñòâåííûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ñèñòåìû.
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Îïèñûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîëíîâîäå, çàïîëíåííîì ñëîè-
ñòîé ñðåäîé ñ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèåé. Â ðåçóëü-
òàòå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-
÷å äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âîçíèêàåò óðàâíåíèå â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå òèïà Êîøè-Êîâàëåâñêîé.
Ïîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è. Ïðè-
âîäèòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Öåëü ðàáîòû: èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â âîëíîâîäå ñ äèñïåðñíîé ñðåäîé. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò õîðî-
øî èçâåñòíûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà, à êëàññè÷åñ-
êèå ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ íàðóøàþòñÿ èç-çà
íàëè÷èÿ äèñïåðñèè. Îïèñàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ åãî êîìïîíåíò, êîòî-
ðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Òðóäíîñòè âûçûâàåò íà-
õîæäåíèå êîìïîíåíòû, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íå ðàçðåøåííîìó
îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
(óðàâíåíèþ íå òèïà Êîøè-Êîâàëåâñêîé). Â ñòàòüå
óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ: ïðåäñòàâèòü ñìåøàííóþ çàäà-
÷ó â âèäå àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè; óêàçàòü óñëî-
âèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè àáñòðàêòíîé çàäà-
÷è; ïðèìåíèòü àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ê íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷å íå òèïà Êîøè-Êîâàëåâñêîé; îïè-
ñàòü ÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è. Â ðàáîòàõ [1,2]
òàêæå èññëåäóåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âîëíî-
âîäå ñ äèñïåðñíîé ñðåäîé è îäíà èç êîìïîíåíò ïîëÿ
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íå òèïà Êîøè-Êîâàëåâñ-
êîé. Â ðàáîòå [1] ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííûì (îïåðàòîð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè îáðàòèì). Â [2], êàê è â äàííîé ñòàòüå,
óðàâíåíèå íå òèïà Êîøè-Êîâàëåâñêîé ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåííûì. Â ýòîé ñòàòüå, â îòëè÷èå îò ðàáîòû
[2], àáñòðàêòíîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷å, èçó÷àåòñÿ â âåùå-
ñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó ïðèìåíÿþòñÿ äðó-


