
28

БИОНИКА ИНТЕЛЛЕКТА. 2019. № 2 (93). С. 28–33	 хнурэ

УДК 519.62	 DOi 10.30837/ bi.2019.2(93).07

І. В. Гребеннік1, О. С. Чорна2

1доктор технічних наук, професор, зав. каф. Системотехніки Харківського  
Національного університету радіоелектроніки, Україна,  
igor.grebennik@nure.ua, ORCID iD: 0000-0003-3716-9638

2асистент каф. Системотехніки Харківського Національного університету радіоелектроніки,  
Україна, olha.chorna@nure.ua, ORCID iD: 0000-0001-6745-8137

ЦИКЛІЧНІ ПЕРЕСТАНОВКИ В МЕТОДАХ КОМБІНАТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ 
НА ОСНОВІ ЦИКЛІЧНИХ ТРАНСФЕРІВ

Дана стаття присвячена стратегії розв’язання задач комбінаторної оптимізації, основаній на циклічних 
трансферах та властивостях множини циклічних перестановок. Циклічні трансфери – це один із відомих методів 
пошуку в околі, що дозволяє отримувати наближене рішення задач комбінаторної оптимізації. Існує загальний 
метод для пошуку в околі за допомогою циклічних трансферів. Він заснований на пошуку циклічного трансфера 
у допоміжному графі. Але особливості задачі, що розв’язується, деколи не дозволяють побудувати допоміжний 
граф та скористатися вже існуючими методами пошуку. У такому випадку ми пропонуємо використовувати 
множину циклічних перестановок та її властивості для побудови циклічних трансферів. Для демонстрації 
застосування, описаної у статті стратегії розв’язку задач комбінаторної оптимізації, було розв’язано задачу 
маршрутизації транспорту. Обчислювальні експерименти та їх результати наведені у статті.

КОМБІНАТОРНА ОПТИМІЗАЦІЯ, ЦИКЛІЧНІ ПЕРЕСТАНОВКИ, ЦИКЛІЧНІ ТРАНСФЕРИ, ЗАДАЧА 
МАРШРУТИЗАЦІЇ, КЛАСТЕРИЗАЦІЯ

Данная статья посвящена стратегии решения задач комбинаторной оптимизации, основанной на цикли-
ческих трансферах и свойствах множества циклических перестановок. Циклические трансферы – это один из 
известных методов поиска в окрестности, позволяющий получать приближенное решение задач комбинаторной 
оптимизации. Известна общая схема поиска в окрестности с помощью циклических трансферов. Она осно-
вана на поиске циклического трансфера в вспомогательном графе. Но особенности решаемых задач иногда не 
позволяют построить вспомогательный граф и воспользоваться уже имеющимися методами поиска. В таком 
случае предлагается использовать множество циклических перестановок и его свойства для построения ци-
клических трансферов. Для демонстрации стратегии решения задач комбинаторной оптимизации, описанной 
в статье, было произведено решение задачи маршрутизации транспорта. Вычислительные эксперименты и их 
результаты приведены в статье.

КОМБИНАТОРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ, ЦИКЛИЧЕСКИЕ ПЕРЕСТАНОВКИ, ЦИКЛИЧЕСКИЕ 
ТРАНСФЕРЫ, ЗАДАЧА МАРШРУТИЗАЦИИ, КЛАСТЕРИЗАЦИЯ

Permutations sets are very often considered in theoretical and applied research in the field of combinatorics and 
combinatorial optimization. By now many properties of permutations have been investigated, in particular those associated 
with the cyclic structure of permutations. To solve optimization problems on combinatorial sets, a number of methods 
have been developed and successfully used. Among them, there are methods for finding exact, approximate, and heuristic 
solutions. Among the search methods for an approximate solution, search methods in the neighborhood are widely used. 
Among the combinatorial search methods in the neighborhood, it is necessary to distinguish a group of methods that uses 
cyclic transfers. A general search scheme using cyclic transfers is known. It is based on the search for a cyclic transfer 
in the auxiliary graph. But the features of the tasks being solved sometimes do not allow constructing an auxiliary graph 
and using the existing search methods. In such cases, an alternative approach is proposed. This is a general strategy for 
solving problems using cyclic transfers, which is a modification of the strategy of Thompson and Orlin. We propose the 
construction of cyclic transfers based not on the use of an auxiliary graph, but based on the set of cyclic permutations 
and its properties to obtain cyclic transfers. To demonstrate the strategy for solving combinatorial optimization problems 
described in the article, one of the vehicle routing problems was solved. Computational experiments were conducted to 
demonstrate the effectiveness of the proposed strategy. Their results are given in the article.

COMBINATORIAL OPTIMIZATION, CYCLIC PERMUTATIONS, CYCLIC TRANSFERS, PICK-UP AND 
DELIVERY PROBLEM, CLUSTERIZATION

Вступ

При аналізі багатьох наукових і прикладних задач, 
що мають дискретну структуру, як засіб математично-
го моделювання виступають комбінаторні множини. 
Найбільш поширеною серед них є множина переста-
новок і її різні підмножини. Додаткові обмеження на 
параметри в таких задачах дозволяють виділити на-
ступні відомі в літературі класи множин перестановок 
[1–6]: перестановки різних елементів, перестановки з 
повтореннями, перестановки з n  елементів, k  з яких 

різні, циклічні перестановки, перестановки кортежів, 
композиції перестановок, перестановки містять (що 
не містять) шаблон (pattern), поліперестановки та 
інші.

Для вирішення задач оптимізації на комбінатор-
них множинах розроблені та успішно застосовуються 
багато методів. Серед них є методи для знаходження 
точних, наближених та евристичних рішень [1–4]. 
Доцільність застосування різних методів завжди спи-
рається на особливості даної задачі, її обмеження та 
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вхідні данні. Основні методи знаходження наближе-
ного рішення можуть бути розділені на наступні гру-
пи: методи з використанням точних методів, жадібні 
алгоритми, методи випадкового пошуку та методи по-
шуку в околі. Методи рішення, які є модифікаціями 
точних методів, як правило, засновані на методі гілок 
та меж, методі послідовного аналізу варіантів або на 
методах відсікання[1].

Серед методів пошуку наближеного рішення ши-
рокого застосування набули методи пошуку в околі 
– це великий клас удосконалюючих алгоритмів, який 
базується на пошуку кращого рішення в деякій визна-
ченій області навколо стартового рішення задачі ком-
бінаторної оптимізації [7].

Серед комбінаторних методів пошуку в околі необ-
хідно виділити групу методів, що використовують ци-
клічні трансфери [8–13]. Теорія циклічних трансфе-
рів є основою загальної стратегії пошуку, подібної до 
локальних методів пошуку, як-то Simulated Annealing 
або Tabu Search. Методи на основі циклічних транс-
ферів можуть використовуватись як самостійні мето-
ди пошуку у широкому околі, так і як допоміжні кро-
ки інших алгоритмів. Існує ряд робіт, у яких описано 
застосування методів з використанням циклічних 
трансферів до широкого спектру задач комбінаторної 
оптимізації, включаючи узагальнену та квадратичну 
задачі про призначення [10; 11], проблеми маршрути-
зації транспортних засобів [9], задачу про мінімальне 
кістякове дерево [12], а також задачу формування роз-
кладу [13].

Необхідно зауважити, що застосування циклічних 
трансферів ефективне для вирішення задач комбіна-
торної оптимізації з певними загальними особливос-
тями. Ці задачі зазвичай характеризуються немож-
ливістю знайти точний розв’язок задачі у наявних 
обчислювальних можливостях, та застосуванням 
кластеризації вхідних даних у методах розв’язання. 
Застосування циклічних трансферів у рамках вирі-
шення задач комбінаторної оптимізації є окремою 
NP-важкою задачею. Метою даної роботи є розробка 
стратегії розв’язання задач комбінаторної оптиміза-
ції, яка використовує циклічні трансфери, побудовані 
на основі циклічних перестановок.

1. Теорія циклічних трансферів

Дамо огляд основних, необхідних нам результатів, 
з теорії циклічних трансферів, згідно робіт Thompson, 
Orlin та Thompson, Psaraftis [8; 9]. При вирішенні за-
дач комбінаторної оптимізації за допомогою цикліч-
них трансферів розв’язання відбувається у дві стадії. 
Перша стадія – це стартове розбиття комбінаторної 
множини на кластери, що не перетинаються, одним із 
відомих методів кластеризації та формування старто-
вого рішення задачі на даному розбитті одним із відо-
мих методів. Це рішення може бути наближеним, або 

евристичним. Стартове розбиття, наприклад, може 
залежати від обмежень задачі, як то, кількість тран-
спортних засобів у задачах маршрутизації, кількість 
груп, потоків або курсів у задачах формування роз-
кладу. Ефективність стартового рішення оцінюється 
за допомогою цільової функції задачі комбінаторної 
оптимізації. В рамках теорії циклічних трансферів в 
якості показника ефективності розглядається вартість 
рішення, яка мінімізуеться.

Друга стадія – застосування циклічних трансферів 
з метою покращення стартового рішення. Циклічний 
трансфер – це циклічна перестановка деяких обраних 
елементів між кластерами. Вибір елементів класте-
рів, які будуть елементами циклічної перестановки, 
та формування циклічного трансферу – нетривіальна 
задача, для вирішення якої можуть застосовуватися 
різні методи. Різниця між ефективністю стартового 
рішення та рішення, отриманого після застосуван-
ня циклічного трансфера, називається вартістю ци-
клічного трансфера. Якщо нове рішення має мен-
шу вартість, то трансфер, за допомогою якого воно 
було отримано, називають циклічним трансфером 
від’ємної вартості. Застосування знайденого цикліч-
ного трансферу від’ємної вартості до стартового рі-
шення відповідає переміщенню елементів між клас-
терами, завдяки чому утворюється більш ефективне 
рішення.

Thompson і Orlin розробили загальний метод для 
пошуку в околі за допомогою циклічних трансферів. 
Він заснований на заміні пошуку циклічного транс-
фера від’ємної вартості на пошук допустимого циклу 
від’ємної вартості у допоміжному графі. Поняття до-
поміжного графа було введено в Thompson і Orlin [8] і 
далі розглянуто Thompson і Psaraftis [9]. Допоміжний 
граф формується з елементів вхідних даних, які утво-
рюють вершини графа. Ребра допоміжного графу 
з’єднують тільки вершини, у яких відповідні еле-
менти, належать різним кластерам у початковому 
розбитті. А вартість кожного ребра ( , )i j , це те, на-
скільки зміниться вартість всього рішення якщо із 
відповідного кластера видалити елемент i  та додати 
до кластера елемент j . Важливим у всіх випадках є 
те, що використання допустимого циклу з допоміж-
ного графа відповідає переходу до сусіднього рішення 
від поточного рішення. Вартість циклічного трансфе-
ру, основаного на допустимому циклі, точно дорівнює 
вартості відповідного циклу у графі. Для циклів, які 
не є допустимими, відповідність вартості циклу у гра-
фі вартості циклічного трансферу не гарантується або 
відповідне переміщення елементів може бути немож-
ливим.

У багатьох випадках неможливо точно оцінити 
вартість ребер у допоміжному графі, і, як наслідок, не-
можливо точно оцінити вартість циклів у графі та від-
повідних їм циклічних трансферів. Допоміжний граф, 
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який був запропонований Thompson і Orlin, можливо 
побудувати тільки тоді, коли є можливість точно оці-
нити наскільки зміниться вартість цільової функції 
деякого рішення вихідної задачі при таких двох діях, 
застосованих до цього рішення. Перша дія – це ви-
лучення з будь-якого кластеру будь-якого елементу, 
друга дія – це додавання до будь-якого кластеру будь-
якого елементу. Без точної оцінки вартості цих дій, 
неможливо розрахувати вартість ребер у допоміжному 
графі. Без вартості ребер неможлива побудова допо-
міжного графу та пошук циклу від’ємної вартості на 
ньому. Без допустимого циклу від’ємної вартості у до-
поміжному графі, якщо дотримуватись методу, описа-
ного Thompson і Orlin, неможливо знайти циклічний 
трансфер від’ємної вартості.

2. Ідея альтернативного формування циклічних 
трансферів

У випадках, описаних вище, коли знаходження 
циклічного трансферу від’ємної вартості на основі 
допоміжного графа неможливе, пропонується аль-
тернативній підхід. Це загальна стратегія розв’язання 
задач з використанням циклічних трансферів, яка є 
модифікацією стратегії Thompson і Orlin [8]. В ній по-
будова циклічних трансферів заснована не на вико-
ристанні допоміжного графа, а на застосуванні мно-
жини циклічних перестановок та її властивостей для 
отримання циклічних трансферів від’ємної вартості. 
Циклічні трансфери від’ємної вартості, побудовані на 
базі циклічних перестановок, дають можливість зна-
ходження кращого рішення у широкому околі старто-
вого рішення.

В рамках реалізації цієї стратегії, з обраних класте-
рів вибирають по одному елементу, запропонованому 
для переміщення в інші кластери. Відбір елементів з 
кластерів відбувається на підставі попереднього ана-
лізу даних, наприклад, за допомогою евристичних 
правил, що залежать від предметної галузі. Відібрані 
елементи є породжуючими для множини циклічних 
перестановок. У цій множині кожна циклічна пере-
становка відповідає одному циклічному трансферу. 
Побудована таким чином множина циклічних пере-
становок описує всі можливі циклічні трансфери ви-
браних елементів. Отримані таким чином циклічні 
трансфери застосовуються до стартових кластерів. 
Після застосування кожної циклічної перестановки 
ми отримуємо нове рішення вихідної задачі в околі 
стартового рішення. Вихідна задача вирішується на 
нових кластерах та оцінюється, чи змінилась вартість 
рішення порівняно зі стартовим та у який бік, збіль-
шення чи зменшення. Таким чином буде отримана 
низка нових рішень вихідної задачі у широкому околі 
стартового рішення. Кількість цих рішень відповідає 
потужності множини циклічних перестановок. З усіх 
отриманих нових рішень обираємо найкраще та роби-
мо крок методу циклічних трансферів. Тобто обране 
нове рішення стає стартовим для наступного кроку.

3. Постановка задачі та загальна стратегія  
розв’язання

Виходячи з мети даної роботи, сформуємо страте-
гію розв’язання задач комбінаторної оптимізації, для 
яких доречна кластеризація вхідних даних, за допомо-
гою циклічних трансферів, у випадках, коли немож-
ливо побудувати допоміжний граф, для поліпшення 
стартового рішення. Замість допоміжного графа про-
понується використання циклічних перестановок та 
їх властивостей, для опису і формалізації переміщен-
ня елементів між кластерами. Множину циклічних 
перестановок, та відповідні циклічні трансфери, про-
понується формувати за допомогою результатів дослі-
джень комбінаторної множини циклічних перестано-
вок, описаних у роботах [14; 15].

Розглянемо задачу комбінаторної оптимізації:
	 F x

x D E
( ) min→

∈ ⊂
,	 (1)

де E  – комбінаторна множина у деякому комбінатор-
ному просторі Y , x x x x Ek= ∈( , ,..., )1 2 , F E R: → 1 , а 
множина D  формується за допомогою системи обме-
жень на змінні x E∈ . Для розв’язання задачі (1) засто-
суємо стратегію, яка використовує циклічні трансфери. 
Множину E  можна представити у вигляді кластерів, 
що не перетинаються E E i=



, E Ei ∈ , i n=1 2, ,..., , за 
деякою ознакою. Для будь-якого розбиття на класте-
ри множини E , виходячи з певних міркувань, можна 
сформувати множину A a a an= { , ,..., }1 2  , таку що a Ei

i∈
, i J nn∈ = { , ,..., }1 2 . Ця множина  буде множиною 
породжуючих елементів для множини циклічних пере-
становок P An

C ( ) , p Pi n
C∈  , p a a ai i i in

= ( , ,..., )
1 2

, { , ,..., }i i in1 2  
– упорядкування індексів Jn .

На першому етапі розв’язання задачі формуєть-
ся стартове розбиття E E E Em

0
1
0

2
0 0= [ , ,..., ] , на класте-

ри, що не перетинаються, за деякою ознакою. Нехай 
отримано допустиме стартове рішення задачі x0  за 
умови стартового розбиття E 0  деяким методом ком-
бінаторної оптимізації, ефективність стартового рі-
шення дорівнює F x E( )0 0 .

Другим етапом відбувається формування мно-
жини A a a an

0
1 2= { , ,..., }  породжуючих елементів для 

множини циклічних перестановок P An
C ( ) , такої що 

a Ei i∈ 0 , i Jn∈ . Вибір елементів множини A0  залежіть 
від особливостей задачі, що розв’язується. Деякі ев-
ристичні прийоми для обрання елементів множини 
A0  пропонуються та обговорюються нижче. Кожен 

елемент множини p P Ai
C∈ ( )0  – це один циклічний 

трансфер, що описує, які елементи будуть переміщені 
між якими кластерами у стартовому розбитті. Після 
застосування циклічної перестановки p Pi n

C∈  до по-
чаткового розбиття E 0 , отримуємо розбиття E pj

j( ) , 
та відповідну задачу комбінаторної оптимізації:

	 F x E pj
j

x D E
( ( )) min→

∈ ⊂
.	 (2)

Розв’язуємо задачу (2) за умови розбиття E pj
j( )  

обраним методом комбінаторної оптимізації. Процес 
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зміни початкового розбиття множини E  на класте-
ри за допомогою циклічних трансферів та вирішення 
задачі на альтернативних розбиттях може бути по-
вторювано багаторазово. Розглянемо задачу пошуку 
циклічної перестановки з множини P AC ( )0   , такої 
що відповідний циклічний трансфер дає можливість 
отримати найкраще рішення вихідної задачі, з усіх 
розбиттів E pj

j( ) , j Jn∈ .
Для цього сформулюємо наступну задачу комбіна-

торної оптимізації на множині циклічних перестано-
вок:

	 F x E pj

p P AC
( ( )) min

( )
→

∈
.	 (3)

Розв’язання задачі (3) залежить від особливостей 
та властивостей задачі (1), області її застосування, та 
від властивостей множини циклічних перестановок, 
які булі дослідженні у роботах [14; 15]. Для випадку, 
коли функція F x E pj( ( ))  лінійна, у роботах [16; 17] 
описано та реалізовано методи пошуку точного, на-
ближеного та евристичного розв’язку задачі (3). Для 
розв’язання задачі (3) з лінійною функцією цілі про-
понується використовувати метод гілок та меж та його 
модифікації, випадковий пошук, та його модифіка-
цію на основі властивостей циклічних перестановок.

Запропонована модифікація стратегії Thompson і 
Orlin є досить загальною, особливості її імплементації 
для конкретної задачі комбінаторної оптимізації зале-
жать від властивостей задачі, що розв’язується. В кла-
сі задач комбінаторної оптимізації на кластерних да-
них, розглянемо клас задач маршрутизації транспорту 
для демонстрації ефективності стратегії поліпшення 
рішення задач за допомогою циклічних трансферів.

4. Задачі маршрутизації транспорту

Розглянемо клас задач маршрутизації транспорту 
(vehicle routing problems, VRP). Це широкий клас за-
дач оптимізації, який грає ключову роль в транспорт-
ній логістиці. Задачам маршрутизації транспорту при-
свячено багато книг, статей та монографій, зокрема, 
[11; 18–22].

В таких задачах для заданого парку транспортних 
засобів, що знаходяться в одному або декількох депо, 
треба побудувати маршрути та доставити вантажі до 
споживачів з урахуванням різних обмежень: на ван-
тажопідйомність транспорту, на часові вікна (time 
windows), в які клієнти можуть обслуговуватися, тощо.

В реальних задачах виникає багато додаткових об-
межень, яким відповідають різні підкласи задач VRP 
[23-26], серед яких сapacitated VRP (CVRP), VRP 
with Time Windows (VRPTW), Multiple Depot VRP 
(MDVRP), Split Delivery VRP (SDVRP), Periodic VRP 
(PVRP), Stochastic VRP (SVRP), VRP with Satellite 
Facilities (VRPSF), та багато інших.

Описані класи задач Vehicle Routing Problem стосу-
ються різних практичних ситуацій, але зосереджують-
ся на спільній проблемі – ефективному використанні 

парку транспортних засобів, що повинні розвозити 
вантажі.

Одним з класів задач маршрутизації транспорту є 
задачі вивозу і доставки (Vehicle Routing Problems with 
Pickups and Deliveries, VRPDP, або Pickup and Delivery 
Problem, PDP) [20; 27], де транспортні засоби обслу-
говують замовлення клієнтів (transportation requests), 
в кожному з яких треба забрати вантаж (або декілька 
вантажів) в пункті завантаження (pickup) та перевезти 
його у відповідний пункт доставки (delivery). Задача 
PDP виникає в багатьох контекстах, таких як міські 
кур’єрські послуги, системи транспортування від две-
рей до дверей та послуги таксі.

Важливим для реальних задач класом обмежень 
є обмеження на завантаження транспортного засобу 
(loading contraints). В найпростіших моделях врахову-
ється вантажопідйомність кожного транспортного за-
собу і маса кожного вантажу.

В реальних задачах також дуже важливо забезпечу-
вати відсутність блокування вантажу в пункті достав-
ки: вантаж має стояти так, щоб його можна було легко 
дістати, і не повинен бути заблокований іншими ван-
тажами. Щоб врахувати такі вимоги, можна накласти 
обмеження на порядок завантаження і розвантажен-
ня, описавши вантажне відділення транспортного за-
собу як стек або як буфер.

Розміри можуть бути задані двома вимірами (2D 
loading constraints), коли задається довжина і ширина 
вантажів та вантажних відсіків транспортних засобів, 
а їх висота вважається однаковою, або трьома виміра-
ми (3D loading constraints). При цьому тримірні обме-
ження завантаження (3D loading constraints) можуть 
бути описані за допомогою математичного апарату 
Ф-функцій, для формального описання умови взаєм-
ного перетину n-мірних об’єктів [27–29].

У роботі [29] наведено рішення задачі Pickup and 
Delivery Problem в постановці, що одночасно враховує 
послідовність завантаження тримірних контейнерів 
та порядок відвідування пунктів вивозу і доставки, 
виключаючи можливість блокування одних контей-
нерів іншими при розвантаженні та забезпечуючи 
стійкість завантаження. Запропонована дворівнева 
стратегія розв’язання досліджуваної задачі. Верхній 
рівень – вирішення задачі кластерізації пунктів виво-
зу і доставки на задану кількість кластерів k за допо-
могою методу k-середніх [30]. Це дозволяє поставити 
у відповідність кожному автомобілю множину пунк-
тів, які він має відвідати. Нижній рівень – побудова 
маршруту найменшої вартості для кожного автомобі-
ля за допомогою евристики променевого пошуку на 
етапі розширення рекурсивного дерева. Розроблене 
програмне забезпечення для отримання точного та 
евристичного розв’язків досліджуваної задачі.

Особливістю реалізації описаної дворівневої 
стратегії у роботі [27] є вибір в якості методу класте-
ризації простого, але не завжди ефективного методу 

ЦИКЛІЧНІ ПЕРЕСТАНОВКИ В МЕТОДАХ КОМБІНАТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ НА ОСНОВІ ЦИКЛІЧНИХ ТРАНСФЕРІВ
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k-середніх, який має деякі недоліки, наприклад, не-
визначеність вибору початкових центрів кластерів 
та як наслідок не завжди оптимально сформовані 
кластери. Тому джерелом покращення цієї стратегії 
є використання інших методів та алгоритмів класте-
ризації, або покращення кластеризації, отриманої за 
допомогою методу k-середніх.

5. Підвищення ефективності розв’язку задачі PDP  
за допомогою циклічних трансферів

Застосуемо для досліджуваної задачі PDP запро-
поновану стратегію розв’язання задач комбінаторної 
оптимізації за допомогою циклічних трансферів. Для 
цього, після кластеризації множини пунктів pickup 
and delivery за допомогою методу k-середніх, пропо-
нується вибирати з кожного кластера по одній парі 
пунктів pickup and delivery які будуть формувати по-
роджуючу множину циклічних перестановок.

Сформована таким чином множина циклічних пе-
рестановок P An

C ( )  буде джерелом циклічних транс-
ферів, які застосовуються до стартового розбиття. 
Таким чином зі стартового розбиття E 0  буде отри-
мано ( )!n−1  альтернативних розбиттів, або «сусідів». 
Для цих ( )!n−1  альтернативних розбиттів розв’язуємо 
задачу (3), та обираємо найкраще розбиття E p* *( ) . 
Задачу PDP розв’язуємо на розбитті E p* *( )  та оціню-
ємо вартість розв’язку.

Для вибору пар вершин pickup and delivery з кож-
ного кластера, було випробувано дві евристики. 
Першою була евристика з урахуванням відстані між 
вершинами pickup and delivery та центром кластера, 
до якого вони належать. Тобто елементом породжую-
чої множини ставала та пара pickup and delivery в клас-
тері, для якої сума відстаней від центру кластера до 
точки pickup та від центру кластера до точки delivery 
була найбільша. Але ця евристика не надала суттєво-
го зменшення вартості функції цілі після застосуван-
ня циклічних трансферів. Другою була випробувана 
евристика з урахуванням відстані між вершинами 
pickup and delivery з різних кластерів. Тобто парою для 
циклічного трансфера буде та пара вершин у класте-
рі відстань від якої до будь-якої вершини pickup and 
delivery з іншого кластеру буде мінімальна. Завдяки 
цій евристиці вдалось отримати кращі результати. 
Нижче наведені результати обчислювальних експери-
ментів з використанням другої евристики.

6. Результати проведених експериментів

Описана вище стратегія вирішення задачі марш-
рутизації була реалізована програмно. Для проведен-
ня експериментів з покращення рішення задачі PDP 
за допомогою циклічних трансферів, у програмний 
комплекс з роботи [29] додано можливість зміни 
стартового розбиття задачі PDP. Також програмно 
реалізовані наступні кроки: вибір елементів, які бу-
дуть переміщені між кластерами, формування з них 

породжуючої множини для множини циклічних пере-
становок, застосування циклічних трансферів, відпо-
відних елементам множини циклічних перестановок, 
вирішення задачі PDP на альтернативних розбиттях, 
пошук найкращого значення функції цілі з отри-
маних. Для отримання породжуючої множини ци-
клічних перестановок з елементів кластерів було ви-
пробувано дві евристики. Проведені обчислювальні 
експерименти, які підтвердили доцільність викорис-
тання однієї з цих евристик для вирішення поставле-
ної задачі.

Проведені експерименти для 3, 4 та 5 кластерів. 
Кількість пар pickup and delivery змінювалась від 15 до 
50. Для невеликої кількості вершин та для 3 та 4 клас-
терів ширина пошукового променю була 5%. Коли, у 
зв’язку зі збільшенням розмірності задачі, витрати часу 
на її вирішення зросли до неприйнятних показників, 
ширину пошукового променю було зменшено до 1%.

Нижче наведені результаті проведених обчислю-
вальних експериментів. Позначення у таблиці: N – 
розмірність задачі, тобто кількість пар pickup-delivery, 
SR (success rate) – відсоток задач, для яких вдалось 
зменшити значення функції цілі, в результаті одно-
разового застосування циклічних трансферів, AVG 
(Cost) – середнє отримане значення функції цілі, для 
усіх вирішених здач даної розмірності, після застосу-
вання циклічного трансферу, AVG(Benefit) – серед-
нє значення, наскільки вдалось зменшити значення 
функції цілі, Benefit % – AVG(Benefit) у відсотковому 
співвідношенні до AVG(Cost), RWB – ширина пошу-
кового променю.

Таблиця 1
Результати для 3 кластерів

N SR AVG(Cost) AVG(Benefit) Benefit %

15 45% 5 084,549 306,270 6%

20 40% 6095,300 529,092 8,6%

30 55% 8057,091 583,622 7,2%

40 60% 8885,765 434,511 4,8%

Таблиця 2
Результати для 4 кластерів

N SR RWB AVG(Cost) AVG(Benefit) Benefit %

20 35% 5% 6 582,775 514,715 7,8%

30 45% 5% 8 396,427 657,150 7,8%

40 55% 1% 9 637,011 687,679 7,1%

50 70% 1% 11 218,095 809,446 7,2%

Таблиця 3
Результати для 5 кластерів

N SR RWB AVG(Cost) AVG(Benefit) Benefit %

40 60% 1% 10 540,754 887,174 8,4%

50 70% 1% 11 905,301 1 067,554 9%

В задачах розмірності від 15 до 50 вдалось отримати 
зменшення вартості доставки вантажів від 5 до 9%. Для 
задач розмірності більше 30 використання ширини 
пошукового променю, більше 1% виявилось неефек-
тивним с точки зору обчислювальних можливостей. 
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Необхідно відзначити, що з ростом розмірності задачі 
та кількості кластерів, вигода, тобто зменшення вар-
тості функції цілі, та відсоток задач, для яких вдалось 
зменшити значення функції цілі зростають. Таким 
чином дана стратегія поліпшення рішення задач ком-
бінаторної оптимізації є перспективною, та потребує 
подальшого розвитку.

Висновки

У цій роботі розроблена модифікація стратегії за-
стосування циклічних трансферів з метою покра-
щення розв’язку задач комбінаторної оптимізації на 
кластерних даних для випадків, коли неможливо по-
будувати допоміжний граф. В задачах зазначеного 
класу запропоновано використовувати множину ци-
клічних перестановок та властивості цієї множини для 
формування циклічних трансферів та знаходження 
найкращого циклічного трансферу від’ємної вартості.

Запропонована альтернативна стратегія форму-
вання циклічних трансферів від’ємної вартості що 
спирається на властивості множини циклічних пе-
рестановок. Описані евристичні правила для вибору 
елементів, які будуть переміщені між кластерами.

Запропонована стратегія реалізована на прикладі 
задач маршрутизації PDP. До існуючого розв’язку за-
дачі маршрутизації PDP з роботи [29] додана можли-
вість покращити вартість функції цілі за допомогою 
циклічних трансферів сформованих на основі мно-
жини циклічних перестановок. Пошук найкращого 
значення функції цілі задачі PDP на альтернативних 
розбиттях, було реалізовано програмно.

Були проведені обчислювальні експерименти, які 
показали ефективність запропонованої стратегії. Було 
отримане зменшення вартості доставки вантажів. 
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