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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕ-

МЕШИВАНИЯ МЕТОДОМ R-ФУНКЦИЙ 

ГИБКИНА Н.В., РОГОВОЙ Н.С., СИДОРОВ М.В., 

СТАДНИКОВА А.В. 

(Системы и процессы управления) 
Рассматривается применение метода R-функций к реше-

нию задачи перемешивания вязкой несжимаемой жидкости 

в плоской односвязной области. Решение задачи перемеши-

вания разбивается на две части: определение поля скоро-

стей течения жидкости и исследование траекторий движе-

ния отдельных частиц жидкости. Предложенный метод про-

тестирован на модельной задаче.  

Введение 
Актуальность исследования. Математическое мо-

делирование и анализ течений вязких жидкостей ши-

роко применяется во многих прикладных задачах, в 

частности в задачах перемешивания. С одной стороны 

эта проблема связана с многочисленными примене-

ниями в химической, фармацевтической и пищевой 

промышленности [2, 9, 16]. С другой стороны, про-

блема о перемешивании жидкостей представляет 

фундаментальную научную проблему, которая тесно 

связана с современными концепциями хаотической и 

регулярной динамики [1, 15]. Известно [3, 7], что ла-

минарные течения при некоторых условиях могут 

приводить к интенсивному перемешиванию. Такие 

режимы, получившие название хаотических, являются 

предметом интенсивного изучения как с теоретиче-

ской, так и с экспериментальной точек зрения. Боль-

шинство методов, используемых при моделировании 

таких процессов, не обладают свойством универсаль-

ности и их сложно применять для «непримитивных» 

областей. В работах Дж. М. Оттино, Х. Арефа, 

В.В. Мелешко, Т.А. Дунаевой, Т.С. Краснопольской и 

др. [3, 5, 7, 9] решалась задача перемешивания для та-

ких простых областей, как круг, полукруг, круговой 

сектор и т.д., однако для изучения процесса переме-

шивания в более сложных областей, предложенный 

ими математический аппарат, не работает. Точно 

учесть геометрию области можно, используя конст-

руктивный аппарат теории R-функций, предложенный 

акад. НАН Украины В.Л. Рвачевым [10]. Поэтому 

разработка новых методов численного анализа задачи 

перемешивания, основанных на применении метода 

R-функций, является актуальной научной проблемой. 

Цели и задачи исследования. Целью данной работы 

является математическое моделирование и численный 

анализ процесса перемешивания вязкой несжимаемой 

жидкости методом R-функций. Решение задачи пере-

мешивания состоит из двух этапов: 

1) определение поля скоростей течения жидкости 

(формализм Эйлера): 

2) исследование траекторий движения отдельных 

частиц жидкости (формализм Лагранжа). 

Для решения первой части задачи перемешивания 

необходимо разработать приближенно-аналитический 

метод, основанный на методе R-функций (построить 

структуру решения соответствующей краевой задачи, 

разработать алгоритм аппроксимации неопределен-

ной компоненты структуры методом Ритца). Для ре-

шения второй части задачи перемешивания необхо-

димо составить и решить (используя численные мето-

ды решения задачи Коши) систему уравнений движе-

ния лагранжевой частицы. Далее, полученные траек-

тории движения нужно исследовать на наличие и ха-

рактер хаотического поведения с помощью методов 

нелинейной динамики (найти и проанализировать 

стационарные точки, построить фазовые портреты, 

исследовать эволюции линейного и плоского элемен-

тов). 

Настоящая работа продолжает исследования, на-

чатые в [4]. 

1. Постановка задачи 
Рассмотрим плоское квазистационарное течение 

вязкой несжимаемой жидкости в конечной односвяз-

ной области   с кусочно-гладкой границей  . 

Пусть граница   области   состоит из участков 

1 , 2 , 3 , 4 , причем 2 , 4  находятся 

в состоянии покоя, а 1 , 3  попеременно движут-

ся в противоположные стороны со скоростями 

top (t)v  и bot (t)v  соответственно (рис. 1). 
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 Рис. 1. Расчетная область 

Решение первой части задачи перемешивания за-

ключается в получении поля скоростей x y(v ,v )  в об-

ласти течения  . Будем считать, что рассматривае-

мое течение относится к ползущим и нелинейными 

слагаемыми в уравнениях Навье-Стокса можно пре-

небречь, т.е. можно ограничиться рассмотрением т.н. 

приближения Стокса [6]. 

Плоское квазистационарное стоксово течение бу-

дем описывать с помощью функции тока (x, y, t) , 

вводимой соотношениями [6] 

 xv
y





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x


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
. 

Для функции тока (x, y, t)  можно поставить сле-

дующую краевую задачу: 
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где n  – внешняя нормаль к  , 2  – бигармониче-

ский оператор, 
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Согласно [14], функции topg (t)  и botg (t)  имеют 

вид 

 top top 1g (t) ( (t), )  v   ,   bot bot 3g (t) ( (t), )  v   , 

где 1  и 3  – единичные касательные векторы к 1  

и 3  соответственно, причем их направление вы-

брано так, чтобы кратчайший поворот от внешней 

нормали к касательному вектору совершался против 

часовой стрелки. 

Решение задачи (1), (2) можно представить в виде 

 top 1 bot 2(x, y, t) g (t) (x, y) g (t) (x, y)     , (3) 

где 1(x, y)  – решение задачи  

 2
1 0    в  , (4) 

 1 0
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 (5) 

а 2 (x, y)  – решение задачи  

 2
2 0    в  , (6) 
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Решение второй части задачи перемешивания за-

ключается в решении уравнений движения лагранже-

вой частицы 
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и в построении и анализе траекторий движения (точка 

означает дифференцирование по времени). 

2. Метод численного анализа 
Для решения задач (4), (5) и (6), (7) воспользуемся 

методами R-функций [10] и Ритца [8]. 

Известно [14], что структура решения задачи Сто-

кса 

 2 F     в   , 

 f (s)


   , g(s)





n
 , s , 

имеет вид 

 2
1f (D f g)      , (10) 

где f ECf  , g ECg   – продолжения функций f , g  

в  , оператор 1D  определяется равенством 

 1D
x x y y

   
 

   
, 

  – неопределенная компонента структуры, а функ-

ция (x, y)  обладает свойствами 

а) 0   на  ; 

б) 0   в  ; 

в) 1


 
n

 на  , n  – внешняя к   нормаль. 

Функция (x, y)  с указанными свойствами может 

быть построена с помощью R-функций для достаточ-

но широкого класса областей [10]. 

Пусть функции i (x, y) , i 1, 2, 3, 4    , таковы, что: 

1) i 0   на i ; 

2) i 0   в i( \ )   ; 

3) i 1


 
n

 на i , n  – внешняя к i  нормаль. 

Тогда функция 

 1 0 2 0 3 0 4         , (11) 

где 0  – знак R-конъюкции: 

 2 2
0u v u v u v     , 

обладает свойствами а) – в). 

Используя формулу «склейки» [10], для задач (4), 

(5) и (6), (7) получим 

 1f 0 ,  2f 0 , 

 2 0 3 0 4

2 0 31 0 4
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

    
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,  1 0 2 0 4

1 0 23 0 4
2g 



    
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. 

Значит, по формуле (10) получим следующие 

структуры решения краевых задач (4), (5) и (6), (7): 

 2
i i ig     , i 1, 2  , (12) 

где функция   имеет вид (11), 1 , 2  – неопреде-

ленные компоненты структур. 

Для аппроксимации неопределенных компонент в 

(12) воспользуемся методом Ритца [8]. 

В задачах (4), (5) и (6), (7) сделаем замены 

 i i ih u   , (13) 

где i ih g  , 2
i iu     – новые неизвестные функ-

ции, i 1, 2  . После подстановки (13) в (4), (5) и (6), 

(7) для функций iu , i 1, 2  , получим задачи с одно-

родными краевыми условиями: 

 2 2
i iu h    в  , (14) 

 iu 0


 , iu
0






n
. (15) 

С краевыми задачами (14), (15) свяжем оператор 

A  этих краевых задач, действующий по правилу 

 2A    
на области определения 

 4 1
A

u
D u u C ( ) C ( ), u 0


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  
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  . 

Можно доказать [8], что такой оператор будет по-

ложительно определенным. Замкнув множество AD  в 

норме, порожденной скалярным произведением 

 [u, v] u vdxdy


   , 

получим энергетическое пространство AH . Тогда по 

теореме о функционале энергии [8] обобщенное ре-



шение задач (14), (15) может быть найдено как  

 2
i i

u HA

u arg inf [( u) 2 u h ]dxdy
 

     , i 1, 2  . 

Согласно методу Ритца [8] приближенные реше-

ния этих вариационных задач будем искать в виде 

 
N N
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 

              , 

где i 1, 2  , k{ }  – полная в 2L ( )  система функций 

(степенные или тригонометрические полиномы, 

сплайны и т.п.), 2
k k    . 

По построению последовательность k{ }  является 

координатной: 

1) j AD    j ; 

2) N   1 N, ...,    линейно независимы; 

3) j{ }  полна в AH . 

Тогда для определения неизвестных чисел (i)
1c , …, 

(i)
Nc , i 1, 2  , необходимо решить систему Ритца 

 
N

(i)
k j i jk

k 1

[ , ]c ( h , )


        , j 1, ..., N   , i 1, 2  . 

Из теорем сходимости метода Ритца [8] следует, 

что при N    последовательности функций i, Nu  , 

i 1, 2  , сходятся к единственным обобщенным реше-

ниям краевых задач (14), (15) как в норме 2L ( ) , так 

и в норме AH . Это значит, что последовательности 

функций i, N i i, Nh u    , i 1, 2  , сходятся в норме 

2L ( )  к единственным обобщенным решениям задач 

(4), (5) и (6), (7). Условия применимости описанного 

численного метода формулируются в виде условий 

i 2h L ( )   , i 1, 2  . 

Тем самым, решение первой части задачи переме-

шивания получено. 

Решение второй части задачи перемешивания 

представляет собой решение задачи Коши 

 N (x, y, t)
x(t)

y





 , N (x, y, t)

y(t)
x


 


 , 

 0 0x(t ) x , 0 0y(t ) y , 

любым численным методом, например, методом Рун-

ге-Кутты-Мерсона. Здесь (согласно (3)) 

 N top 1, N bot 2, N(x, y, t) g (t) (x, y) g (t) (x, y)      . 

3. Результаты компьютерного моделирования 
Вычислительный эксперимент проводился для 

прямоугольной полости (0, a) (0, b)    , заполнен-

ной вязкой несжимаемой жидкостью. Боковые стенки 

полости находятся в состоянии покоя, а верхняя и 

нижняя движутся попеременно со скоростями top (t)v  

и bot (t)v  (рис. 2). Для модельной задачи можно взять 

 0
1 1

x(a x) y(b y)
a b

   
          

, 

 1 b y,     2 x  ,  3 y  ,  4 a x   , 

при этом свойства а) – в) и 1) – 3) будут выполнены. 

 

 

b  
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top (t)v  
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 Рис. 2. Расчетная область 

 вычислительного эксперимента 

Изучался квазистационарный режим с перекрыти-

ем, когда одна стенка начинает свое движение до то-

го, как его закончила другая.  

Были исследованы области с различными геомет-

рическими параметрами: для них были построены ли-

нии уровня и поля скоростей, приведенные на рис. 3 – 

6 (выбран момент времени перекрытия). 

 

  
 Рис. 3. Линии уровня функции тока ( a b 1  ) 

 

 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 
 Рис. 4. Поле скоростей жидкости ( a b 1  ) 

Решение второй части задачи перемешивания про-

изводилось в рамках подхода Лагранжа (задача (8), 

(9)) и проводилось в несколько этапов: нахождение и 

исследование типа стационарных точек, построение 



фазовых траекторий, исследование эволюции линей-

ного и плоского элементов, помещённых в рассмат-

риваемую область. 

 

  
 Рис. 4. Линии уровня функции тока ( a 1 , b 3 ) 
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 Рис. 6. Поле скоростей жидкости ( a 1 , b 3 ) 

 

Уравнения движения частицы интегрировались 

численно. 

Расположение стационарных точек для различных 

параметров области приведено на рис. 7 - 8 (  – сед-

ло;  – центр). 
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 Рис. 7. Стационарные точки ( a b 1  ) 

 

Также были исследованы эволюции (в течение 10 

периодов) линейного элемента – отрезка, образован-

ного четырьмя фиксированными точками, которые 

соединены между собой. Отрезок помещался в окре-

стность точки типа «центр» и типа «седло» при a 1 , 

b 3 . Результаты приведены на рис. 9, 10. Анализи-

руя результаты, видно, что при попадании отрезка в 

окрестность точки типа «центр» через 10 периодов он 

переместился незначительно от окрестности этой точ-

ки. В то же время отрезок, помещённый в окрестность 

точки типа «седло», значительно изменил своё поло-

жение. Это свидетельствует о наличии хаоса в окре-

стности гиперболической точки. 
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 Рис. 8. Стационарные точки ( a 1 , b 3 ) 

 

На рис. 9 приведены фазовые траектории маркеров 

на сетке с шагом 0,2. Из рис. 9 видно, что в окрестно-

сти точек типа «центр» фазовые траектории представ-

ляют собой эллипсы, а вблизи точек типа «седло» на-

блюдается хаотическое поведение траектории марке-

ра. 
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Рис. 8. Фазовые траектории маркеров  

 

Аналогичные выводы можно сделать, проследив 

эволюцию плоского элемента (прямоугольника, за-

данного девятью точками). Результаты приведены на 

рис. 11, 12. 

Результаты работы были доложены на трёх меж-

дународных конференциях: 

– Пятнадцатая Всеукраинская (Десятая междуна-

родная) студенческая научная конференция по при-



кладной математике и информатике (Львов, 5 – 6 ап-

реля 2012 г.) [11]; 

– Международная молодёжная научная конферен-

ция «XXXVIII Гагаринские чтения» (Москва, 10 – 14 

апреля 2012 г.) [13]; 

– XVI-й международный Молодёжный форум 

«Радиоэлектроника и молодёжь в XXI веке» (Харьков, 

17 – 19 апреля 2012 г.) [12]. 

Выводы 
Таким образом, в работе предложен метод числен-

ного анализа задачи перемешивания. При этом, бла-

годаря использованию метода R-функций, прибли-

женное выражение для функции тока получается в 

аналитическом виде, что выделяет наш метод среди 

остальных методов решения краевых задач. Ещё од-

ним преимуществом предложенного метода является 

то, что решение может быть получено для достаточно 

сложной области, что делает его универсальным. Ре-

шение второй части задачи перемешивания позволяет 

моделировать процесс перемешивания, анализировать 

его эффективность, основываясь на изучении поведе-

ния отдельных частиц. Этим и определяется научная 

новизна и практическая значимость работы. 

 

  
 Рис.9. Эволюция линейного элемента  

 в окрестности стационарной точки типа «центр» 

 

  
 Рис. 10. Эволюция линейного элемента 

 в окрестности стационарной точки типа «седло» 

 

  
 Рис. 11. Эволюция плоского элемента 

 в окрестности стационарной точки типа «центр» 

 

  
 Рис. 12. Эволюция плоского элемента 

 в окрестности стационарной точки типа «седло» 
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