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О ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ СТАТИСТИЧЕСКОГО СИНТЕЗА АНТЕНН

Задачи синтеза антенн наряду с задачами восстановления относятся к обратным задачам матема­
тической физики, для которых большое значение имеет вопрос о чувствительности и устойчивости 
получаемого решения. Применительно к обратным задачам теории антенн проблема чувствительно­
сти и устойчивости, видимо впервые обстоятельно обсуждалась в работе [1]. В пей отмечено, что в 
задачах синтеза основным является вопрос о чувствительности решения, устойчивость же его при 
этом имеет второстепенное значение. В задачах восстановления ситуация иная.

Понятие чувствительности диаграммы направленности (ДН) к флуг : ,кям амплитудно-фазового 
распределения (АФР) источников было использовано в [2] для характ г с, : *жи уровня фона рассеянной 
мощности в предположении, что флуктуации амплитуды, фазы ток возбуждения и положения эле­
ментов решетки, приводящие к его возникновению, статистически взаимно независимы. В качестве ко­
эффициента чувствительности ДН в [2] предложено использовать значение относительной дисперсии 
ДН по полю, то есть отношение дисперсии ДН по полю к квадрату модуля среднего значения ДН по 
полю в направлении главного максимума. С точностью до множителя эта величина равна отношению 
рассеянной за счет флуктуаций мощности к значению ДН по мощности при отсутствии последних в 
направлении максимального излучения. Для оценки степени влияния фазовых флуктуаций на ДН ли­
нейных антенн по сути аналогичная величина была введена также в [3]. При большой величине КЧ по­
явление даже малых флуктуаций АФР (флуктуаций с малой дисперсией) приводит к недопустимо 
большому отклонению средней ДН по мощности от регулярной. Поскольку значение введенного КЧ 
определяется характером АФР, то это обусловило довольно широкое использование ограничений на 
данный параметр в задачах детерминированного синтеза антенн с целью получения решений слабо или 
в контролируемой степени чувствительных к влиянию флуктуаций АФР. Введение таких ограничений 
особенно важно при синтезе ДН, не принадлежащих к классу физически реализуемых диаграмм, ибо 
позволяет регулировать чувствительность получаемого решения к неточности реализации оптимально­
го АФР, то есть позволяет получить детерминированную, оптимальную в некотором смысле диаграм­
му, мало чувствительную к флуктуациям АФР, неизбежно появляющимся при реализации его. Однако 
указанный способ введения КЧ с практической точки зрения не является вполне удовлетворительным, 
так как с его помощью контролируется характер только регулярной части АФР, При этом из поля зре­
ния выпадают статистические свойства флуктуаций, влияние которых на ДН существенно зависит от 
этих свойств. Вследствие этого требования к чувствительности могут быть либо завышенными, либо 
заниженными. В первом случае мы получим ДН, слабо чувствительную к воздействию флуктуаций, но 
изначально слишком далёкую от требуемой. Во втором -  более близкую к заданной, но очень чувстви­
тельную к появлению флуктуаций АФР. Если при решении задач детерминированного синтеза с этим 
недостатком можно в какой-то степени примириться, то при статистическом подходе к синтезу пригод­
ность введенного КЧ для характеристики чувствительности получаемого решения становится далеко не 
очевидной. Это обуславливается тем, что в этом случае уже не может идти речь о чувствительности 
решения к появлению флуктуаций, ибо они уже есть -  учтены при формулировке задачи. Поэтому речь 
должна идти о чувствительности к «чужим» флуктуациям, то есть о чувствительности решения к от­
клонению статистических параметров флуктуаций, появляющихся при реализации оптимального АФР, 
от заданных на этапе постановки задачи -  закона распределения, вида коэффициента корреляции, зна­
чений радиуса корреляции и дисперсии. В простейшем случае, речь может идти о значениях радиуса 
корреляции и дисперсии. Следовательно, нужно либо вводить параметр, оценивающий чувствитель­
ность, иным способом, либо, по крайней мере, определять условия, при которых правомерно использо­
вание КЧ, введенного в [2].

Рассмотрим линейную антенну (линейную систему непрерывно распределенных идентичных и 
одинаково ориентированных источников) длиной I . Амплитудно-фазовое распределение будем ха­
рактеризовать функцией г(х), которая нормирована к амплитуде и фазе центрального источника.

Поскольку элементарные источники имеют слабую направленность, то диаграмма направленно­
сти линейной антенны с точностью до постоянного множителя описывается известным выражением

1 1 .
/ ( « )  =  А* =  —  \К х } е ,и х  с1х, ( 1 )

1
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где А -  линейный интегральный оператор, х  -  (2zJL)  -  безразмерная продольная координата, 

u - ( n L  / X I sin = a sin 9 -обобщенный угол, 0 -  угол, отсчитываемый от оси антенны, X -  длина 
волны в свободном пространстве.

Будем считать, что ДН и АФР являются элементами гильбертовых пространств и

£•(-1,1) соответственно, со скалярными произведениями

а __  |  1 _
{ f \ ( u ) J 2{u) ) L 2 = \g { u ) f l ( u ) f 2 {u)du, i2 (x ) ) L 2 = —  \ ix(x)i2 {x)dx,

f  - a  ' l 7 l - l
где черта означает комплексное сопряжение, g(u) -  неотрицательная во всей области интегрирования 
весовая функция.

При наличии флуктуаций /(х) является случайной функцией, которую при нормировке к ампли­
туде и фазе центрального источника в отсутствие флуктуаций [3] можно записать как

i(x)  = i() (x )eB^ +J(?(x> «  г о (x)q(x)  (2)
со средним значением

(i(x)) = i0(x)p(x),  (3)

где р{х) = ^ х)+^ (х^ .

Здесь ?о (х) -  АФР в отсутствие флуктуаций, В(х) и ф(х) -  случайные функхщи, описывающие флук­

туации уровня амплитуды и фазы источников соответственно, (• ■ •) -  знак математического ожида-

Уклонение случайной ДН от некоторой заданной F(u) определим с помощью математического 
ожидания (МО) квадрата нормы их разности в L~f

{б2) = ( И " ) - / < “) |^ У  №

которое после ряда преобразований приводится к следующему виду

(е2) = \ F - A(;)|gj + ((i),S<,'))i? = \ \ F - ( / ) f L2 + (</)JS(i))I? • (5)

Здесь S линейный интегральный оператор
1 I

Si = —  j i{x)R{x,X\ )ЛГ(х,Х| )d x \ , (6)
2 n - l

где R(x, X j ) = /  [q(x)l p(x)  — lj[<7 (xj )/ p  (.X j ) -1  ) ,  /:(x,x1)=  \g(u)e Jil{:’ *ùdu

Задача синтеза в статистической постановке [4], [5] обычно формулируется следующим обра­
зом. Определить регулярное АФР (х ) , которое при флуктуациях с заданными статистическими па­
раметрами обеспечит минимум МО квадратичного отклонения синтезируемой ДН от заданной. Ана­

литически эта задача сводится к минимизации функционала ( є 2 ), определенного соотношением (5),

по среднему АФР (/). Регулярное АФР г'о(х) затем легко определяется с помощью (3):

к М  = (г'(х ))0 >р(х) ~ (А*А + з ) ”1 А *р( и) / р ( х ) ,  (7)

где (/(х)^„- оптимальное среднее АФР, на котором достигается минимум функционала (5).'О
При этом минимальное матожидание КО
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:2>mm
\F fLl - j  і7,a(a*A + S j  1 A*F (8)

где А -  оператор, сопряженный с оператором А .
В общем случае значения статистических параметров флуктуаций при реализации найденного 

оптимального АФР будут отличаться от значений, заданных в качестве исходных данных задачи син­
теза. Величины, задаваемые при постановке задачи, а также найденные в результате ее решения, бу­
дем отмечать индексом “в”. Значения этих величин при реализации -  индексом “г”. Тогда среднее 
значение квадратичного отклонения (КО) диаграммы, получаемой при практическом воспроизведе­
нии оптимального АФР, от заданной согласно (4) имеет вид

+ Idir),Hrfe>),2 -2R e(A *>. (9)

где усреднение проводится по флуктуациям АФР, появляющимся при реализации, іг = і$ ц г .

В качестве регулярного АФР /д (х) в (9) взята его оптимальная величина, найденная при решении за-
дачи статистического синтеза

го ' А о р .’ ) — н  ~1a * f
Ps

( 10)

со средним значением при реализации, равным

Р*
Оператор Н  в (9) и (10) имеет следующий вид

н  r , = (a *a  + s .л ( 11)1Г,Я -  V 14 ' и Г,
где индекс г относится к случаю, когда оператор 8 определяется через параметры флуктуаций реали­
зации, а индекс б -  когда в оператор Б входят параметры флуктуаций, задаваемые при постановке 
задачи синтеза.

Пусть флуктуации реализуемого АФР и найденного при синтезе имеют одинаковые закон рас­
пределения и вид коэффициента корреляции, а дисперсия а г и радиус корреляции сг отличаются от 
заданных при постановке задачи синтеза а Л и с <.:

а г -  а ,  + А а  , с, + А с .

Будем полагать, что отклонение а ,, и сг от а Л. и с3 малы : А а  « 1  и А с «  1.. В этом случае, огра  ̂
ничившись членами первого порядка малости по А а  и Ас , имеем

+ А а-£ а ( а ЗРс5)+  Ас-Лс (а я^ ) ,
min

где

к  а  (а  s ) ~ 1(h )  о ’Q  a s  {*s) о ) » к  с (а  s >c s )  ~  ({ls ) g &  cs {h } о ) ’

Q« & } 0 = Л -  f
4 71“  _1 c’ot>-

a

0

. = a , (h  )Qd x  , Q cs = - A r  f к ( х ,х х )-
4 Tr і oc,.

( 12)

(13)

4 n 2 _i
а . =as \ ls }0d x -

Величины к а , к с определяют значение разности между средним КО реализуемой ДН, получае-

,2\мым реально, и ожидаемым минимальным значением ( е ) при отклонении значений дисперсии
• /  min

а  г и радиуса корреляции Сг от задаваемых при постановке задачи синтеза. Они характеризуют чув-
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ствительность {8“ I к изменению а  и с и их естественно рассматривать как коэффициенты чувст­

вительности по дисперсии и радиусу корреляции соответственно.
Коэффициенты к а  и к с имеют ясный смысл. Это производные по а  и с от рассеянной мощ­

ности излучения в секторе [-  а,а], обусловленной флуктуациями. Из соотношений (10) и (13) следу­
ет, что величина коэффициентов чувствительности определяется параметрами флуктуаций АФР -  
а  х,с$, которые являются исходными данными задачи синтеза и видом требуемой ДН.

Для более детального анализа введенных величин рассмотрим важный с практической точки 
зрения случай, когда в антенне присутствуют только фазовые флуктуации. Будем полагать, что имеет 
место нормальный закон распределения, коэффициент корреляции примем в гауссовой форме. Реше­
т е  удобно представить в спектральном виде. Оптимальное среднее АФР будем искать в виде разло­

жения по системе собственных функций п }^=д самосопряженного оператора А А

N
Ю о =  I У п У А ^ О х ) .

п-0
Здесь и далее верхний предел суммирования N  -  целое число, которое при необходимости всегда 
можно —> 00 .

При малых а  ( а  « 1 ) ,  а также малых или больших радиусах корреляции с , как показано в [6], 

для ^  может быть получено следующее выражение:

\ ... I .  _ч
\ ls ) о X  F T T ~ \h  ( \ < т ( ~.у\*п уа ' а х ’ ’п=0 \/ \а )]?“П \а ) + a s J пп Vа ’ cs /I

(14)

где Хи(а) -  собственные значения оператора А А , которые есть положительные вещественные 

числа, перенумерованные так, что 1 > 7.^ > >Ц >••■/. и > 0 ,

Зпп(а *с ) = (у  П(« .ах\ 8 оV П(«»а х ' % 2  ,

I 1
S о\|/ ,г (а, ах') -  [ К(х, х')ехр< 

2п
(х -  х ’У 

С2
[цi n (a ,a x ’)d x '.

Зависимости величины J nn(a ,c)  от е  и п достаточно подробно изучены в [6]. Для антенны с 

а = 3и графики 3 пп (а, с) показаны на рис. 1.

Подставив (14) в (13), для ка и кс получим
2

N {F,\\in (ct,u) ) L 2

О [л.„(я) + o-sJ nn{a,cs )] 
2

^ п п  (• *' CS )  >

N
к с (ce s , cs , ci) — a  s

(F ,W „ (a ,u ) ) L 2
f

w-0 [Хи (й) + qlsJ nn (a, cs )] ('/C
Jnn ia > c | c-c ,

(15)

(16)

Видно, что коэффициенты чувствительности зависят как от вида заданной ДН, так и от статисти­
ческих параметров флуктуаций. Кроме того, чувствительность решения задачи синтеза в детермини­
рованной постановке (а.х = 0  ) будет хуже -  коэффициент чувствительности больше, чем при стати­
стической.
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Действительно, при детерминированном син­
тезе имеем для ка

N
ка (л )=  I

п =О /
/* „(« )■  (17)

Из сравнения (15) и (17) с учетом того, что 
Х п {а)  —> 0 с ростом п ,  следует высказанное ут­
верждение.

На основании (1 ' л (16) при с « 1  и с »  1 
можно получить -нше оценки для коэффициен­
тов ка  и кс .

В [6] показано, что при с «  1 имеет место не­
равенство J пп(а ,с)<  а с / Vтг. Следовательно, для
коэффициентов чувствительности при малых ра­
диусах корреляции справедливы следующие оцен­
ки:

к а  ~  ~ t = c sтс
а

к с і  - і— ocs 
V7T W /ОЫ

(18)

Рис. 1

Из (18) с учетом того, что )с | меньше, чем квадрат нормы АФР при детерминированном

синтезе следует, что решение задачи в статистической постановке при малых радиусах корреляции 
менее чувствительно, чем получаемое в результате детерминированного сингеза.

В случае больших радиусов корреляции (с »  1) согласно [6]

■!,т(а>с) = М а ) 1  + 0 ^ 1  с 2 ) , и ■

Тогда для ка и кс получим

к а  = к W  - к с ~  7 г '  “ 'VT-V к°а  (а )(1 + as ) (1 + a s )'
(19)

где к а (а) -  коэффициент чувствительности решения детерминированной задачи синтеза.
Видно, что при больших радиусах корреляции во-первых, чувствительность по с намного слабее,
чем по дисперсии, и, во-вторых, чувствительность по дисперсии при с —> оо и малых а.х близка к
чувствительности решения, получаемого при детерминированном синтезе и, следовательно, выше, 
чем при малых с .

Представляет интерес случай, когда заданная ДН относится к классу физически реализуемых 
диаграмм. Такую диаграмму всегда можно представить в виде следующего разложения:

Н и )=  1 4 \ \ п { а , и ) ,
п~ О

1
где 

венству

~ Т~~Т~ХР>х\!п(а 1 и))I2 и вследствие физической реализуемости ДН удовлетворяют нера- 
Ап {а) У

54 ISSN 048—8972. Радиотехника. 2001. Вып. 122.



Отметим, что для физически нереализуемых ДН эти коэффициенты должны удовлетворять условию

I
п=О

Хп (fl) < со . (21)

Коэффициенты чувствительности при этом равны

ЧАУ

ka {(xs ,c s ,а )  = 2]
Ко)

J пп {о, сs ) ,

д
c=cfп=0 [1 + а,, J m (а,с8)!Хп(а)}1 дс

J lm(a ,c ) /X n (a) Т , \  ,
Учитывая, что величина------------- — —— - ..... .. при J nn\a ,c ) lк n\ c l ) - \ l  а. для малых с имеет

[1 ' пп {а’ С)/ ' •» (а )3
максимум, равный 1 / 4 а , для коэффихщента чувствительности по дисперсии имеем

ка * 4 а-  £  4 0)|2и « ) . кс < С х £  4 0> К ( а ) .  
п=О

Ô
< 00 .

-Jmax
Из неравенств (20) и (21) сразу следует, что для физически реализуемых ДН коэффициенты чувстви­
тельности всегда меньше, чем для нереализуемых диаграмм направленности, поскольку собственные 
значения Хп (а) всегда < 1 и быстро убывают с ростом индекса п .

Таким образом, чувствительность решения задачи статистического синтеза антенн по заданной 
ДН может быть определена как разность между средним значением квадратичного уклонения вос­
производимой реально ДН от заданной и минимально возможным его значением, которая обуслов­
лена отклонением статистических параметров флуктуаций реализуемого оптимального АФР от зна­
чений, заданных в качестве исходных данных задачи. Оценка этой чувствительности может быть 
проведена с помощью двух коэффициентов -  коэффициента чувствительности по дисперсии и коэф­
фициента чувствительности по радиусу корреляции флуктуаций АФР, значения которых могут суще­
ственно различаться по величине в зависимости от задаваемых на этапе формулировки задачи значе­
ний соответствующих статистических параметров.
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