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6. Òî÷êè ìíîæåñòâà NEW  è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêîâ ïîëèïåðåñòàíîâîê

1 2 n(G(i , i ,..., i ),H) 1 2 n n(i , i ,...,i ) L .

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ñî-
îòíîøåíèÿ (8) è èç òîãî, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà

n
Nk 1 2 nE (G(i , i ,..., i ), H)  ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì âåð-

øèí ìíîãîãðàííèêà ïîëèïåðåñòàíîâîê

1 2 n(G(i , i ,..., i ),H) .

7. Äëÿ ìíîæåñòâà NEW  ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-
íèÿ:

N 1 2 n 1 2 n nEW conv ( (G(i , i ,...,i ),H), (i , i ,..., i ) L ) ,

N 1 2 n 1 2 n nEW ( (G(i , i ,..., i ), H), (i , i ,..., i ) L )

N 2S ,

ãäå N 2S  – ñôåðà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(3)-(4).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåïîñðåäñòâåí-
íî âûòåêàåò èç âûðàæåíèé (3), (4) è (8).

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ êîìïîçèöèîí-
íûõ îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Â ðàáîòå ââåäåíû êëàññû êîìïîçèöèîííûõ îáðàçîâ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûå ñ ïîìî-
ùüþ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ, îïèñàííûõ â [6].
Îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñôîðìèðîâàí-
íûõ êëàññîâ k - îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷àòü ðåçóëüòàòû, ìåíåå ãðîìîçäêèå è áîëåå óäîáíûå
äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ çàäà÷,
÷åì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé
êîìáèíàòîðíîé ñõåìîé. Èññëåäîâàí êëàññ k - îáðà-
çîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ – êîìïîçèöèè ïåðå-
ñòàíîâîê. Íà îñíîâå îòîáðàæåíèÿ â åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî ñôîðìóëèðîâàíû ñâîéñòâà êîìïîçè-
öèè ïåðåñòàíîâîê, êàñàþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèé ïî
ïëîñêîñòÿì, ñèììåòðèè, ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå îáúå-
äèíåíèÿ ìíîæåñòâ ñ èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè.

Íàó÷íàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ  ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò
â ïîñòðîåíèè êëàññèôèêàöèè k - îáðàçîâ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ è ôîðìèðîâàíèè îñíîâû äëÿ
ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìíîãèõ çàäà÷,
èìåþùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè è ðåøåíèè äèñêðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè
ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïîñòàíîâêîé è ðåøåíèåì íà
îñíîâå îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ êëàññîâ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè íà êîìïîçèöèîííûõ îáðàçàõ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ.
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Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîëèãîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
ãðàíèö çâåçä÷àòûõ îáëàñòåé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ,
îïðåäåëÿåìîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì èëè
ìåòðèêîé ×åáûøåâà. Äàþòñÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè
ìåòîäà.

1. Ââåäåíèå

Àêòóàëüíóþ ïðîáëåìó â îáëàñòè îáðàáîòêè äàííûõ
[husdal.com/index.htm] è ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíà-
âàíèÿ è êëàññèôèêàöèè â äèàïàçîíå îò ìåäèöèíû

äî íàóê î çåìëå [1, 2, 3] ïðåäñòàâëÿåò âåêòîðèçàöèÿ
ãðàíèö îáúåêòîâ ïî èõ öèôðîâûì ñíèìêàì. Åå
âîçíèêíîâåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå
ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé, çàíèìàþùèõ äî 12 ÌÁ,
ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü êàê ñàìîãî àíàëèçà, òàê è
õðàíåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ åãî ðåçóëüòàòîâ. Ïîýòî-
ìó ïîñëå ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé çåìíîé ïîâåð-
õíîñòè, îáëà÷íîñòè, ñîëíå÷íûõ ïÿòåí, ðàäóæêè è
èíûõ îáúåêòîâ îáðàçû àíàëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ
ïðåäñòàâëÿþò â âèäå çàìêíóòûõ êîíòóðîâ èëè
ëèíèé [1]. Îäíàêî èõ ïîïèêñåëüíîå îïèñàíèå
òàêæå îáëàäàåò ÷ðåçìåðíîé èçáûòî÷íîñòüþ, â ñâÿçè
ñ ÷åì âîçíèêàåò çàäà÷à èõ àïïðîêñèìàöèè ëîìàíû-
ìè [4] è ðåæå, èç-çà ñëîæíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ,
– ãëàäêèìè êðèâûìè. Âûäâèãàåìîå ïðè ýòîì
òðåáîâàíèå îïåðàòèâíîé àâòîìàòèçàöèè îáóñëîâëå-
íî îãðàíè÷åííîé âîçìîæíîñòüþ ïðèâëå÷åíèÿ ñïå-
öèàëèñòîâ äëÿ îïåðàòèâíîãî àíàëèçà áîëüøèõ îáúå-
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ìîâ äàííûõ è íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷åíèÿ ðåøå-
íèÿ, êàê ïðàâèëî, â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè.

Ïðè àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ïîäõî-
äû, êîòîðûå, â îñíîâíîì, íîñÿò ýâðèñòè÷åñêèé
õàðàêòåð è ñâÿçàíû ñ ðàçáèåíèåì èñõîäíîãî êîíòó-
ðà íà ôðàãìåíòû, èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ ðàöèîíàëü-
íûõ ñîîáðàæåíèé, ê êîòîðûì ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷-
íûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè. Ïîýòîìó ðåøåíèå
ïðîáëåìû âåêòîðèçàöèè òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ñïå-
öèàëüíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè
[ics.uci.edu/~eppstein/geom.html], ïðåæäå âñåãî –
ìåòîäîâ ïîëèãîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, îðèåíòè-
ðîâàííûõ íà ó÷åò ðàçíîîáðàçíûõ îãðàíè÷åíèé,
îïðåäåëÿþùèõ îñîáåííîñòè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Âàæíåéøèìè â ýòîì îòíîøåíèè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è
àïïðîêñèìàöèè ëèíèé è ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì
Âîðîíîãî (Òèññåíà). Âìåñòå ñ òåì, äàæå òèï ëèíèé
ìîæåò ñóùåñòâåííî âàðüèðîâàòüñÿ îò çàäà÷è ê
çàäà÷å – îò ëîìàíûõ è ëèíèé, ñîñòàâëåííûõ èç äóã
îêðóæíîñòåé è îòðåçêîâ [cosy.sbg.ac.at/~held/held],
äî êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ [5, 6]. Â ýòîì îòíîøåíèè
ïîëèãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èçîáðàæåíèé îáúåê-
òîâ òåì áîëåå àêòóàëüíî, ÷òî â ãåîèíôîðìàöèîííûõ
ñèñòåìàõ èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ýòà ìîäåëü äàííûõ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ öåëåé èîãðàíè÷åíèé ìîæíî âûäå-
ëèòü äâà êëàññà çàäà÷ âåêòîðèçàöèè – àïïðîêñèìà-
öèè êîíòóðîâ è íåçàìêíóòûõ ëèíèé. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ðÿä âàæíûõ îãðàíè÷åíèé ôîðìóëèðóåòñÿ â
îòíîøåíèè ïîëîæåíèÿ òî÷åê îòíîñèòåëüíî âíóò-
ðåííîñòè êîíòóðà, ãäå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà
òî÷åê çàâèñÿò îò èõ óäàëåííîñòè îò öåíòðà îáúåêòà
[7]. Îãðàíè÷åíèÿ îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿ-
íèå íà ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ, çàäàâàÿ óñëîâèÿ íà
ðàçìåùåíèå óçëîâ àïïðîêñèìàíòîâ: òîëüêî ñ îäíîé
ñòîðîíû îò èñõîäíîé ëèíèè (íàïðèìåð, â çàäà÷àõ
íàáëþäåíèÿ [8]), íà èñõîäíîé ëèíèè (â êàðòîãðà-
ôèè, äëÿ çàìåíû ôðàãìåíòà îòðåçêîì ïðè äîïóñêå
íà åãî îòêëîíåíèå îò êðàò÷àéøåé [9]), îðòîãîíàëüíî
ê íåêîòîðûì ñå÷åíèÿì [esd.ornl.gov/~hnw] è äð.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè, êàê
ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåòñÿ îòêëîíåíèå â ñðåäíåì [9,
10] (â ñìûñëå ñêî, -ïîëîñû è äð.), à òàêæå
ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ[3, 10], ÷òî íå âñåãäà
àäåêâàòíî îòðàæàåò îñîáåííîñòè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Ïîýòîìó âûáîð ìåòðèêè è îöåíêó òî÷íîñòè ðåçóëü-
òàòà öåëåñîîáðàçíî ïðîèçâîäèòü ïî ýòàïàì: òàê,
åñëè äëÿ ôèëüòðàöèè øóìà ïðåäïî÷òèòåëüíà àïï-
ðîêñèìàöèÿ â ñðåäíåì, òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ëîêàëü-
íûõ îñîáåííîñòåé òðàññ – èñïîëüçîâàíèå ìåòðèêè
×åáûøåâà. Èñïîëüçîâàíèå æå àïïðîêñèìàíòîâ,
ïîëó÷àåìûõ â -ïîëîñå, ïî ñóòè, íå ïðåäñòàâëÿåò
íè îäíó èç íèõ. Ýòó ñèòóàöèþ íàãëÿäíî èëëþñòðè-
ðóåò àêòóàëüíàÿ çàäà÷à àíàëèçà âûñòóïîâ “èãîëü÷à-
òîé” ôîðìû, ðàññìàòðèâàåìûõ â êàðòîãðàôèè, èðè-
äîäèàãíîñòèêå è äð. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèåâ
òèïà ñêî îíè ñðåçàþòñÿ, à ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàí-
òà â -ïîëîñå âåäåò ê íåîïðàâäàííîìó ðîñòó òðó-
äîåìêîñòè è ïîëó÷åíèþ ðåøåíèÿ ñ áîëüøåé òî÷íî-
ñòüþ òàì, ãäå ýòî íå òðåáóåòñÿ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
àäåêâàòíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîëèãîíà ñ àíàëè-
çîì îòêëîíåíèÿ â ìåòðèêå ×åáûøåâà. Îäíàêî èç-

çà ñëîæíîñòè çàäà÷ ïîëèãîíàëüíîé ÷åáûøåâñêîé
àïïðîêñèìàöèè äëÿ ãðàíèö íåâûïóêëûõ îáëàñòåé
ðàçâèòèå ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ
çàäà÷ ýòîãî êëàññà íå ïîëó÷èëî ýôôåêòèâíîãî
ðàçâèòèÿ.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäà
ïîëèãîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû çâåçä÷à-
òîé îáëàñòè, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî â ðåàëüíîì
ìàñøòàáå âðåìåíè ïîçâîëÿåò ðåøàòü øèðîêèé êëàññ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñîêðàùåíèÿ èçáûòî÷íîñòè îïè-
ñàíèÿ ãðàíèö íåâûïóêëûõ îáúåêòîâ, äîñòàòî÷íî
îáùåé ìîäåëüþ êîòîðûõ è ÿâëÿþòñÿ îáëàñòè òàêîãî
òèïà. Ïðè ýòîì ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà âåðøèí ïîëè-
ãîíàëüíîãî àïïðîêñèìàíòà äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ
ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, êîòîðàÿ ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ
ðàçëè÷íûìè êðèòåðèÿìè, ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè-
÷åíèÿõ íà ðàñïîëîæåíèå åãî âåðøèí. Â èëëþñòðà-
òèâíûõ öåëÿõ è äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ýòîãî
ìåòîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçíèêàþùàÿ â èðèäîäèàã-
íîñòèêå [7] çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè àâòîíîìíîãî
êîëüöà (ÀÊ) – çâåçäîîáðàçíîé çàìêíóòîé ëèíèè
ðàçäåëà çðà÷êîâîãî è öèëèàðíîãî ïîÿñîâ, êîòîðàÿ
îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé îáùíîñòüþ â îòíîøåíèè
ðàçìåðíîñòè, îãðàíè÷åíèé íà ïîëîæåíèå óçëîâ
èíòåðïîëÿöèè è òðåáîâàíèé ïî òî÷íîñòè.

2. Ïîñòàíîâêà îñíîâíîé çàäà÷è è åå
äåêîìïîçèöèÿ íà ñèñòåìó áàçîâûõ çàäà÷

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå âîçíè-
êàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà,
ïîÿñíÿÿ èõ ÷èñëåííî íà ïðèìåðå àïïðîêñèìàöèè
ÀÊ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî çàäàíà ïîãðåøíîñòü  ïðåäñòàâëåíèÿ
èñõîäíûõ äàííûõ – âåðøèí ig  ëîìàíîé m,1ii}g{
ñ êîîðäèíàòàìè )y,x( ii , à òàêæå äîïóñê *  (ïðå-
äåëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü âåêòîðèçàöèè), â
ïðåäåëàõ êîòîðîãî îòêëîíåíèÿ àïïðîêñèìàíòà íå
âëèÿþò íà ðåçóëüòàò (íàïðèìåð, â öåëÿõ âèçóàëüíîé
èëè ÷èñëåííîé îöåíêè îáúåêòîâ). Â ýòîì îòíîøå-
íèè äîïóñê *  ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ãëàçà èëè èç èíûõ
ñîîáðàæåíèé.

Ïîñêîëüêó èçîáðàæåíèå ðàäóæêè, â êîíå÷íîì ñ÷å-
òå, àíàëèçèðóåòñÿ ýêñïåðòîì âèçóàëüíî, ñ óâåëè÷å-
íèåì â 20 – 30 ðàç, åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ïðè ýòîì íå âîçíèêàëî èñêàæåíèé, îáóñëîâëåííûõ
àïïðîêñèìàöèåé. Ïðè ñðåäíåì óâåëè÷åíèè â 25 ðàç
ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ ðàäóæêè íà âåñü
ýêðàí 17-äþéìîâîãî ìîíèòîðà ïðè ñðåäíåì ðàçðå-
øåíèè 8641152  ïèêñåëåé, èëè åå ôðàãìåíòîâ –
ïðè ìàêñèìàëüíîì ðàçðåøåíèè 18001800  ïèêñå-
ëåé, ñîîòâåòñòâóþùåì óâåëè÷åíèþ èñõîäíîãî èçîá-
ðàæåíèÿ â 50KF  ðàç.

Òàêàÿ òî÷íîñòü òðåáóåò ïîðÿäêà 318001800
áàéò â ôîðìàòå RGB, ò.å. ïîðÿäêà 9 ÌÁ. Â òî
æå âðåìÿ ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ãëàçà íå ïðå-

âûøàåò 1  äóãè, ÷òî ïðè ñðåäíåì ðàññòîÿíèè 50l
ñì äî èçîáðàæåíèÿ òàêîãî æå ðàçìåðà ñîîòâåòñòâóåò
âåëè÷èíå ïîðÿäêà 0.15 ìì, èëè 0.5 ïèêñåëÿ. Èíà÷å
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ãîâîðÿ, äëÿ ðàçðåøåíèÿ FK  åñòåñòâåííàÿ ïîãðåø-
íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïèê-
ñåëÿ) ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòè ãëàçà ÷åëîâåêà ïðè ðàññìîòðåíèè èçîá-
ðàæåíèÿ ðàäóæêè â ôîðìàòå  ñ ðàññòîÿíèÿ l .

Â òî æå âðåìÿ, ïîñêîëüêó ãðàíèöû îáúåêòîâ íà
ðàäóæêå ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ñåãìåíòàöèè, ïî-
ãðåøíîñòü ïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ
ãðàíèöó, ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ïèêñåëåé, ÷òî ïðè
íàèáîëüøåì ðàçðåøåíèè ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû íå
ìåíüøå 1IN  ìì. Ïîýòîìó âåëè÷èíó IN*
ìîæíî íàçâàòü ïðåäåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ äëÿ àï-
ïðîêñèìàíòà ãðàíèöû (ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ l , FK  è ), ïîñêîëüêó â ðàìêàõ ýòîé
âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ, îáóñëîâëåííûå àïïðîêñè-
ìàöèåé, íå âîñïðèíèìàþòñÿ âèçóàëüíî è, â îáùåì,
àäåêâàòíû òî÷íîñòè ñåãìåíòàöèè.

Âìåñòå ñ òåì, íå âñå âåðøèíû èç m,1ii}g{
îäèíàêîâî çíà÷èìû. Íåêîòîðûå èç íèõ, ïðåæäå
âñåãî òå, ÷òî îïðåäåëÿþò ýêñòðåìóìû ïî âûïóêëî-
ñòè (âîãíóòîñòè), ìîãóò áûòü ïðèíÿòû çà ïîëþñà
èíòåðïîëÿöèè, ïîñêîëüêó èõ ñìåùåíèå íåæåëà-
òåëüíî, òàê êàê  ìîæåò ñóùåñòâåííî èñêàçèòü
ôîðìó àïïðîêñèìàíòà. Ïîëîæåíèå æå ïðîìåæóòî÷-
íûõ âåðøèí íå ñòîëü êðèòè÷íî.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó êàê
çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè ïî íåñêîëüêèì ïîëþñàì,
ìåæäó êîòîðûìè ðåøàþòñÿ îäíîòèïíûå çàäà÷è
àïïðîêñèìàöèè. Ýòà äåêîìïîçèöèÿ ïîçâîëÿåò ñó-
ùåñòâåííî ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ
çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè áåç óùåðáà äëÿ òî÷íîñòè
ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, à çíà÷èò – è çíà÷èòåëüíî
ïîâûñèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà.

Òàê, ïîñêîëüêó çóáöû àâòîíîìíîãî êîëüöà ñ÷èòà-
þòñÿ èðèäîçíàêàìè, à ìåñòî è óðîâåíü èõ âûáóõà-
íèÿ â ñòîðîíó öèëèàðíîãî ïîÿñà îïðåäåëÿþò òèï è
ñòåïåíü ïðåäðàñïîëîæåííîñòè ê çàáîëåâàíèþ [7],
èñêàæåíèå ïîëîæåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê íà-
ðóæíûõ è âíóòðåííèõ çóáöîâ íåæåëàòåëüíî, à
ïîëîæåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ – ãîðàçäî ìåíåå êðè-
òè÷íî. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ôàêòîðà ïîçâîëÿåò, â
óñëîâèÿõ ôèêñèðîâàíèÿ ïîëþñîâ, ñóùåñòâåííî
ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ïî òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè â
öåëÿõ ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìàíòîâ.

Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé àêòóàëüíî ââåäåíèå ìåðû
(èëè êðèòåðèÿ) òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. Òàê, â
ñëó÷àå, êîãäà îòäåëüíûå “çíà÷èìûå” îòêëîíåíèÿ
íåñóùåñòâåííû (â ñèëó ïîãðåøíîñòåé ñåãìåíòàöèè
èëè ìàëîé ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè), ÷òî èìååò
ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû
çðà÷êà, èìååò ñìûñë ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíèé êâàä-
ðàò îòêëîíåíèÿ. Íî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîäîáíûå
îòêëîíåíèÿ íåñóò çíà÷èìóþ èíôîðìàöèþ, êàê â
ñëó÷àå çóáöîâ àâòîíîìíîãî êîëüöà, íå âêëþ÷åííûõ
â ñîñòàâ ïîëþñîâ, ïîëîæåíèå êîòîðûõ çíà÷èìî äëÿ
äèàãíîñòèêè, èìååò ñìûñë ìèíèìèçèðîâàòü ìåðó
îòêëîíåíèÿ ïî ×åáûøåâó.

Òàê, ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê m,1ii }g{ , îïðåäåëÿþùàÿ ôðàãìåíò ãðàíè-

öû íåêîòîðîãî îáúåêòà, êîòîðûé â  ñèñòåìå êîîð-
äèíàò }y,x,O{  ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåí òàê, ÷òî x -
êîîðäèíàòû òî÷åê ig  ëåæàò íà èíòåðâàëå )a,a( ,
ïðè÷åì ag x1 , agmx . Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôðàã-
ìåíò äîïóñêàåò òàêîå êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
(âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå), òî

ñèñòåìà }y,x,O{  íàõîäèòñÿ ïðîñòûì ñäâèãîì è
ïîâîðîòîì èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ àïïðîêñèìèðóþùèì ïîëèãîíîì

kh  ïîðÿäêà k  íàçîâåì ëîìàíóþ k10k H...HHh  ñ
êîíöàìè â òî÷êàõ )0,a(H),0,a(H0 , êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåò îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ )x(hy k . Òîãäà
ïðèíÿòûå ê ðàññìîòðåíèþ ìåðû òî÷íîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå è ÷åáûøåâñêîå
óêëîíåíèÿ – ïðèìóò âèä

i

2
kikE )h,g(

m
1)h,( ,            (1)

)h,g(max)h,( ki
i

kC ,              (2)

)h,g( ki )t,g(min i
kht ,

ãäå )h,g( ki  – åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ig
äî ëîìàíîé kh .

Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïðå-

äåëÿåòñÿ òåì, ÷òî âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèÿ )h,g( ki
òðåáóåò âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííûõ çàòðàò è, â
îòëè÷èå îò ôóíêöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, ðàñ-
ñòîÿíèå )h,g( ki , â îáùåì, íå ðàâíî ðàçíîñòè

îðäèíàò )g(hg ixkiy , à îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé

êðàò÷àéøåãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó ig  ñ
ëîìàíîé kh .

Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà íàõîæ-
äåíèÿ óêëîíåíèé )h,g( ki  òî÷åê îò ïîëèãîíà,
èñïîëüçóåìûõ êàê ïðè ÷åáûøåâñêîé, òàê è ïðè
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè, ïðåäñòàâëÿåò
áàçîâóþ çàäà÷ó 1. Îíà ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2, ñîñòîÿùåé â íàõîæäåíèè
àïïðîêñèìàíòà kh , ò.å. åãî ïîðÿäêà k  è ïðîìåæó-
òî÷íûõ óçëîâ 1k1 H...,,H  äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê m,1ii}g{ . Â ñâîþ î÷åðåäü, èñõîäíûå
äàííûå äëÿ çàäà÷è 2 ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
çàäà÷è 3, ñîñòîÿùåé â âûáîðå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè,
ò.å. òåõ âåðøèí èñõîäíîãî êîíòóðà , ïîëó÷åííîãî
ïðè ñåãìåíòàöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ â êà÷åñòâå
êîíå÷íûõ âåðøèí ôðàãìåíòîâ òèïà .

Â ýòèõ óñëîâèÿõ îñíîâíàÿ çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè
ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïðàâèëà âûáîðà ïîëþñîâ,
ñîîòâåòñòâåííî îñîáåííîñòÿì ïðèêëàäíîé çàäà÷è, è
ðåøåíèþ çàäà÷è 3. Îäíàêî, åñëè ïîëþñîâ íåäîñòà-
òî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
âñåõ ôðàãìåíòîâ ãðàíèöû , âîçíèêàåò çàäà÷à 4 î
âûáîðå ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëþñîâ è çàäà÷à 5 îïòè-
ìèçàöèè ïîëîæåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ.
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3. Îïðåäåëåíèå óêëîíåíèé òî÷åê îò ïîëèãîíà

Ïóñòü äàíà òî÷êà ig  è îòðåçîê 1jjHH  íåêîòî-
ðîãî kh -ïîëèãîíà, îïðåäåëÿþùèé ïðÿìóþ jl .
Ðàññìîòðèì òðè âåêòîðà 1jjHHτ , ijgHv  è

i1j gHw . Òîãäà, åñëè ïðîåêöèÿ òî÷êè ig  íà
ïðÿìóþ jl  ëåæèò íà îòðåçêå 1jjHH , òî

τvτ /)HH,g( 1jji , èëè

)HHg( 1jji ,
c

vv xyyx 2
y

2
xc ;   (3)

èíà÷å

)H,g(),H,g(min)HHg( 1jiji1jji .     (4)

Óãëû ìåæäó ïàðàìè âåêòîðîâ vτ,  è wτ,  â ñëó÷àå
(4) ëèáî îáà áîëüøå 2/ , ëèáî ìåíüøå 2/ , à â
ñëó÷àå (3) – îäèí áîëüøå, à äðóãîé – ìåíüøå 2/ .
Ïîýòîìó â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé

),( vτ )ww)(vv(),( yyxxyyxxwτ  (5)

îòðèöàòåëüíî, à â ñëó÷àå (4) – ïîëîæèòåëüíî. Ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà τ
ïðîèçâîäèòñÿ îäèí ðàç äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé
ãðóïïû òî÷åê òèïà ig , òðóäîåìêîñòü ðàñ÷åòà
ñîñòàâèò

)оп(11æ .                   (6)

Ïðè 0  ðàñ÷åò óêëîíåíèÿ (3), c ó÷åòîì ïðåäâû-
÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ èç (5), ñîâìåñòíî ñ (6) ñîñòàâ-
ëÿåò )оп(19118l . Ïðè 0  ðàñ÷åò äâóõ
ðàññòîÿíèé (4) c ó÷åòîì (5) è (6) òðåáóåò òàêæå
ïîðÿäêà )оп(191144e . Òàêèì îáðàçîì, â
îáùåì ñëó÷àå òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿ-

íèÿ )HHg( 1jji  ðàâíà

)оп(19g  .                     (7)

Çàìå÷àíèÿ. Åñëè 1k  è ïîëèãîí 1h = 10HH  çàäàí
â êàíîíè÷åñêîì âèäå – îòðåçêîì íà îñè Ox , òî
âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèé m,1i1i )}h,g({  òðèâèàëüíî:

iy1i g)h,g( . Ïðÿìîé ïîèñê ðàññòîÿíèé (3), (4)

èìååò â 1.5 ðàçà áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü ââèäó
íåîáõîäèìîñòè íàõîæäåíèÿ ñàìîé òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé jl  ñ íîðìàëüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ig ,
è ïðîâåðêè åå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó 1jjHH .

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ k  îòðåçêîâ ïîëèãîíà kh ,
òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé )HH,g( 1jji
äëÿ âñåõ òî÷åê ig  ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà

)оп(mk ggh .               (8)

Âìåñòå ñ òåì, ïðè äîñòàòî÷íî òî÷íîé àïïðîêñèìà-
öèè ãðàíèöû òî÷êàìè èç  èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

km , ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü òðó-
äîåìêîñòü íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé )HH,g( 1jji  çà
ñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê èç  íà ïîäìíîæåñòâà

j , ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêàì 1jjHH . Ïîñòðîèì

ïîäîáíóþ ïðîöåäóðó, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ãäå, äëÿ êðàòíîñòè,
ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëèãîíà 2h .

Ïóñòü 210 H,H,H  – âåðøèíû ðàññìàòðèâàåìîãî

ïîëèãîíà (ðèñ.1), ãäå 1210 HH,HH  – ïåðïåíäèêóëÿ-

ðû ê ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêàì, à BH1  – áèññåê-

òðèñà óãëà 210 HHH . Ïóñòü x2x0ix H,Hg ; òîãäà èç
î÷åâèäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò,
÷òî äëÿ òî÷åê 3g , ëåæàùèõ â îáëàñòè óãëà

210 HHH , âûïîëíÿåòñÿ )H,g(),g( 1 . Ïîýòîìó
òî÷êè èç 3  ìîæíî îòíåñòè èëè ê 1 , èëè ê 2 .

Ðèñ.1. Äèñêðèìèíàöèÿ òî÷åê ìåòîäîì áèññåêòðèñû

Òàêæå ÿñíî, ÷òî òî÷êè, ëåæàùèå â îáëàñòè )( 21 ,
îïðåäåëÿåìîé óãëîì )HHH(HHH 210010 , ñëåäóåò
îòíåñòè ê 1  (ñîîòâåòñòâåííî, ê 2 ). Ïîêàæåì, ÷òî
òî÷êè, ëåæàùèå â îáëàñòÿõ 1  è 2 ,îïðåäåëÿå-
ìûå óãëàìè BHH 10  è BHH 12 , ñëåäóåò îòíåñòè ê 1
è ê 2 , ñîîòâåòñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

2g , è 1gA  è 2gA  – ïåðïåíäèêóëÿðû íà 10HH
è 21HH , à C  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ BH1  è

1gA . Îïóñòèì èç C  ïåðïåíäèêóëÿð CF  íà 21HH .
Òîãäà äëèíû îòðåçêîâ 1CA  è CF  ðàâíû è èç
ðàññìîòðåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà CFg  ñëåäóåò,
÷òî äëèíà îòðåçêà 1gA  áîëüøå äëèíû îòðåçêà gF ,
ÿâëÿþùåãîñÿ ãèïîòåíóçîé òðåóãîëüíèêà 2gFA , à
çíà÷èò è êàòåòà 2gA . Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî âñå
òî÷êè, êîòîðûå â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ëåæàò
ëåâåå áèññåêòðèñû 1BH , ìîæíî îòíåñòè ê ìíîæå-
ñòâó 1 , à ïðàâåå – ê 2 . Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýòîé
äèñêðèìèíàöèè ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü 101 HHτ , 212 HHτ  – íàïðàâëÿþùèå âåê-

òîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ, à 21 c,c  – èõ
íîðìèðóþùèå ìíîæèòåëè (ýòî òå æå ïàðàìåòðû,
÷òî èñïîëüçóþòñÿ â (3) äëÿ âåêòîðà τ ). Òîãäà
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð )y,x( ccτ  áèññåêòðèñû
çàäàåòñÿ ðàçíîñòüþ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ

2211 c/c/ τττ  ñ êîìïîíåíòàìè

)/cτ/cτ,/cτ/cτ(),( 22y11y22x11xyxτ

è óðàâíåíèå ïðÿìîé 1BH  èìååò âèä

0)Hy()Hx()y,x(l y1xx1yB .     (9)
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Îáîçíà÷èì )H(lsign 0B0 . Òîãäà äèñêðèìèíà-
öèþ òî÷åê ig  ìîæíî ïðîèçâåñòè ïî ïðàâèëó

.случаепротивномв,g
,0)g(lsignесли,g

2i

i01i
    (10)

Òðóäîåìêîñòü îïðåäåëåíèÿ çíàêà )y,x(lsign B  ìîæ-
íî óìåíüøèòü, åñëè âìåñòî âû÷èñëåíèÿ (9) ñðàâíè-

âàòü çíà÷åíèÿ )Hx( x1  è yxy1 /)Hy( , ÷òî, ñ

ó÷åòîì ïðåäâû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âåêòîðîâ

21,, τττ , òðåáóåò ïîðÿäêà )оп(3B .

Â ñëó÷àå ïîëèãîíà kh  áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
âûäåëÿåì 1 , çàòåì – 2 , èñïîëüçóÿ áèññåêòðèñó
â òî÷êå 2H , à çàòåì 3 , è îñòàâøèåñÿ òî÷êè
îòíîñèì ê 4 . Ïîýòîìó îöåíêà (8) äëÿ ìåòîäà
áèññåêòðèñ ïðèíèìàåò âèä

)km(k Bg  (îï).          (11)

Â èòîãå, ðàññìàòðèâàÿ îòíîøåíèå îöåíîê gh  è 
ïî (8) è (21), ïîëó÷àåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà
áèññåêòðèñ ïîçâîëÿåò ïðèìåðíî â k  ðàç óìåíüøèòü
òðóäîåìêîñòü ðàñ÷åòà èñêîìûõ ðàññòîÿíèé

m,1iki )}h,g({  è îöåíèòü åå âåëè÷èíîé ïîðÿäêà

m20~  (îï).             (12)

4. Íàõîæäåíèå âåðøèí àïïðîêñèìàíòà

Â öåëÿõ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî, íî äîñòàòî÷íî òî÷íî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí àïï-
ðîêñèìèðóþùåãî kh -ïîëèãîíà çàäàííîãî ïîðÿäêà

4,3,2,1k  ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
òî÷åê )y,x(g iii , )m,...,2,1i( , ðàñïîëîæåííûõ â
êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, íà îñíîâå ÌÍÊ
íàéäåì óðàâíåíèå ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè k -ãî
ïîðÿäêà íà èíòåðâàëå ]a,a[A , à çàòåì âûáåðåì
òî÷êè åãî ýêñòðåìóìîâ íà A  â êà÷åñòâå ïðîìåæó-
òî÷íûõ óçëîâ )1k,...,1j(,H j  äëÿ èñêîìîãî ïîëè-
ãîíà kh . Äëÿ êðàòêîñòè  äàëåå â ñóììàõ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ èçìåíåíèÿ èíäåêñà i  îò 1  äî m .

Â ñëó÷àå ïîëèãîíà 1h ðàññìàòðèâàåì îòðåçîê 10HH .
Â ñëó÷àå ïîëèãîíà 2h ðàññìàòðèâàåì êâàäðàòè÷íóþ
ïàðàáîëó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè )0,a(),0,a( . Â
ýòîì ñëó÷àå åå óðàâíåíèå èìååò âèä

)ax(k)x(fy 22
2 .           (13)

Ïàðàìåòð k  áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ

k
222

ii min)]ax(ky[
m
1D ,

÷òî äàåò îöåíêó

222
i

22
ii

)ax(

)ax(y
k

ñ òðóäîåìêîñòüþ ïîðÿäêà m52h .

Ïîñêîëüêó ýêñòðåìóì â (13) äîñòèãàåòñÿ ïðè 0x ,
äëÿ 1H ïîëó÷àåì îöåíêó âèäà )ka,0(H 2

1 .

Â ñëó÷àå ïîëèãîíà 3h  ðàññìîòðèì êóáè÷åñêóþ
ïàðàáîëó ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè b,k , êîòî-
ðàÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ ïðèíèìàåò âèä

)bx)(ax(k)x(fy 22
3  ,          (14)

èëè      2223
3 kbaxkakbxkx)x(f .        (15)

Èñïîëüçîâàíèå êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû (14) ïîçâî-
ëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü àñèììåòðè÷íûå îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè 0x  (ðèñ.2,à) è âîëíîîáðàçíûå
(ðèñ.2,á) ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê èç .

0H

1H

2H

ba *x a

 à

0H

1H

3

ba 1x a
2x

2H

 á

Ðèñ. 2. Âûáîð ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ àïïðîêñèìàíòà

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 2h -ïîëèãîí ñ óçëàìè

210 HHH , ãäå 1H  îòâå÷àåò ýêñòðåìóìó ôóíêöèè )x(y
íà èíòåðâàëå )a,a( ; âî âòîðîì – 3h -ïîëèãîí

3210 HHHH , ãäå âåðøèíû 1H  è 2H  ñîîòâåòñòâóþò
ýêñòðåìóìàì íà èíòåðâàëàõ )b,a(  è )a,b( .

Â îáùåì ïðåäñòàâëåíèè ïîëèíîì )x(f3  èìååò âèä

01
2

2
3

33 axaxaxa)x(f .       (16)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (15) ïîëó÷èì

bkaa,kaa,kba,ka 2
0

2
123 ,    (17)

îòêóäà 2
0

22
1

3
a

a
a,

a
a

a

è ïîëèíîì (16) ïðèîáðåòàåò âèä

]a)xa(xa)xa[(
a
1)x(f 0

22
1

22
23 .

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îöåíèòü êîýôôèöèåíòû 0a  è
1a . Èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ÌÍÊ, èç óñëîâèÿ

1a,0a
2

ii min))x(fy(
m
1D

ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

.baaaa
,baaaa

2221210

1121110
             (18)
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ãäå

.x)xa(
a
1a,aa

;x)xa(
a
1a,)xa(

a
1a

;x)xa(yb),xa(yb

2
i

22
i

2
2221221

i
22

i
2

212
22

i
2

211

i
2
i

2
i2

2
i

2
i1

Ðåøàÿ ñèñòåìó (18) ïî ïðàâèëó Êðàìåðà è ïîäñòàâ-
ëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ 10 a,a  â (17), ïîëó÷èì

,
)aaa(a

abab
k

,
abab
ababb

2
122211

2
112121

112121

122221

ñ òðóäîåìêîñòüþ ïîðÿäêà )оп(m123 .

Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè (14) îïðåäåëèì, ïðèðàâíè-
âàÿ ê íóëþ åå ïðîèçâîäíóþ 0abx2x3 22 .
Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

3
a3bbx,

3
a3bbx

22

2

22

1 .

Â ñëó÷àå ab  (ñì. ðèñ.2,à) ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàíò
òèïà 2h  ñ îäíèì ýêñòðåìóìîì íà èíòåðâàëå )a,a(
â òî÷êå ax* ; èìåííî

.0bпри,
3

a3bb

,0bпри,
3

a3bb

x
22

22

*

Òîãäà êîîðäèíàòû 1H  èìåþò âèä ))x(f,x( *3* .

Â ñëó÷àå ab  (ðèñ. 2,á) ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàíò
òèïà 3h  ñ ýêñòðåìóìàìè â òî÷êàõ 21 x,x , îïðåäå-
ëÿþùèõ âåðøèíû ))x(f,x(H 1311 è ))x(f,x(H 2322 .

Â ñëó÷àå ïîëèãîíà 4h  ðàññìàòðèâàåì ïîëèíîì

01
2

2
3

3
4

44 axaxaxaxa)x(f ,    (19)

êîòîðûé, ïî óñëîâèþ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

)cbxx)(ax(k)x(f 222
4 ,       (20)

.ckaa

,kbaa

,kakca

,kba
,ka

2
0

2
1

2
2

3

4

                (21)

Ïîñêîëüêó 2
1

32
2

4
0

4
a
aa,

a
a

a
aa , òî äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (19) äîñòàòî÷íî

íàéòè ÌÍÊ-îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ 10 a,a  è 2a
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëåäóþùåì ïðåäñòàâëåíèè:

04

4

12

3

2
2

2

4

4 a)1
a
x(a)x

a
x(a)x

a
x()x(f .

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî

)3,2,1i(a i , ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà

;xyaa)x(a)x(a)x
a
1(

,xyaa)x(a)x(a)x
a
1(

,yaa)x(a)x(a)
a
1(

i
2
ii

2
2

2
i

4
i1

2
i

3
i0

2
ii

2
i2

iii
2

2
2
i

3
i1

2
i

2
i0

2
iii2

iii
2

2
2
ii

2
i1

2
iii0

2
i

2
i2

ãäå 2
i

2
i

22
ii xa,ax .

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì 210 a,a,a , à ïî íèì, íà
îñíîâå (21), ïîëó÷èì

.
aaa

aa
c

,
aaa

aa
b

,)aaa(
a
1k

2
2

0

2
0

2
2

0

2
1

2
2

04

             (22)

Òðóäîåìêîñòü äàííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ
óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè ïðè óñëîâèè çàïîìèíàíèÿ
ïîâòîðÿþùèõñÿ çíà÷åíèé ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó
ïîðÿäêà m204 .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 40 aa  íåîáõîäèìî

âû÷èñëèòü ñóììû âèäà k
ix , l

iixy , ;8,...,1k(

)4,...,0l , ÷òî òàêæå òðåáóåò ïîðÿäêà m20  îïåðà-
öèé. Íî ïðè ýòîì åùå ñëåäóåò âû÷èñëèòü øåñòü
îïðåäåëèòåëåé ïÿòîãî ïîðÿäêà, ÷òî òðåáóåò ïîðÿäêà

)оп(2160~ ; ïðè èíòåðïîëÿöèè îäíèì çâåíîì

4h -ïîëèãîíà, â ñðåäíåì  îò 5 äî 10 âåðøèí ëîìàíîé
, âåëè÷èíà m  ñîñòàâëÿåò îò 20 äî 40. Â ýòîì ñëó÷àå

âåëè÷èíà  ýêâèâàëåíòíà çíà÷åíèþ îò 108 m  äî 54

m ; âçÿâ ñðåäíåå m80 , ïîëó÷èì, ÷òî ïðåäëî-

æåííûé ïîäõîä èìååò â 5 ðàç )m20/m)8020((
ìåíüøóþ òðóäîåìêîñòü àïïðîêñèìàöèè ïîëèãî-
íîì 4 ñòåïåíè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ ñ êîðíÿìè ïðîèçâîä-

íîé )x(f4  ïîëèíîìà (20):

0]
4

bax
2
acbx

4
3x[k4)x(f

22
23

4 .    (23)

Çàìåíîé ïåðåìåííîé

4
byx                         (24)

ïðèâîäèì óðàâíåíèå (23) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
0qpyy3 , ãäå

32
)]ac(4b[bq],b3)ac(8[

16
1p

22
22 .
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Ïóñòü 
23

2
q

3
pD,

3
p

qsignR . Òîãäà âîç-

ìîæíû äâå ñèòóàöèè ñ êîðíÿìè [11] .

1) Ïðè 0D,0p  èìååì òðè äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíÿ

3,2,1i;
R2
qarccos;)

3
1i2cos(R2y

3i ,

îòîáðàæåíèÿ (24) êîòîðûõ îáîçíà÷èì 321 x,x,x .

2) Ïðè 0D  èìååì îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü:

34
R2
qarcch;

3
Rch2y , ïðè 0p ,

34
R2
qarcsh;

3
Rsh2y , ïðè 0p .

Îòîáðàæåíèå (24) êîðíÿ 4y  îáîçíà÷èì *x .

Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëèíîì )x(f4  èìååò ýêñòðåìóì íà
èíòåðâàëå À. Ïîýòîìó âî âòîðîì ñëó÷àå ýêñòðåìóì
åäèíñòâåííûé è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå *x , à íàèëó÷-
øàÿ èíòåðïîëÿöèÿ – ïîëèãîí 2h  – îïðåäåëÿåòñÿ
òî÷êàìè )0,a(H0 , ))x(f,x(H *4*1 , )0,a(H2 .

Â ïåðâîì ñëó÷àå âîçìîæíû òðè èñõîäà: îäèí (ïóñòü
x ), äâà (ïóñòü xx ) è âñå òðè ( xxx )
êîðíÿ ëåæàò â À. Ñîîòâåòñòâåííî ýòèì ñèòóàöèÿì
ïîëèãîíàëüíûå àïïðîêñèìàíòû èìåþò âèä

)0,a(H),x(f,x(H),0,a(H:h 24102 ;

)0,a(H)),x(f,x(H)),x(f,x(H),0,a(H:h 3424103 ;

)),x(f,x(H),0,a(H:h 4104 ))x(f,x(H 42 ,

))x(f,x(H 43 , )0,a(H4 .

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìàíòà òðåáóåìîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ îöåíêè ôàêòè÷åñêîãî óêëîíåíèÿ â ñìûñ-
ëå (1) èëè (2) èñïîëüçóåì ïîäõîä, îïèñàííûé â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Åñëè òðåáóåòñÿ, ïðîèçâîäèì
óòî÷íåíèå åãî âåðøèí, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 6.

5. Ïîëÿðíàÿ ìîäåëü çâåçä÷àòîé îáëàñòè

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü
ñ ãðàíèöåé, ïðåäñòàâëåííîé íåïðåðûâíîé êðèâîé F
(ðèñ. 3). Òîãäà  íàçûâàåòñÿ çâåçä÷àòîé îáëàñòüþ,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

O,,,X,0 , ÷òî âñÿêîìó óãëó 2,O
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êà F  ãðà-
íèöû F . Òî÷êó Î íàçîâåì ïîëþñîì îáëàñòè .

pF

F

O
X

Ðèñ. 3. Çâåçä÷àòàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé F

Çâåçä÷àòîå ïðåäñòàâëåíèå îáëàñòè îáåñïå÷èâàåò
âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íîé ïàðàìåòðèçàöèè ãðàíèö
íåâûïóêëûõ ìíîæåñòâ äëÿ áîëüøèíñòâà îáúåêòîâ,
âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå (íàïðèìåð, ãðàíèö ÀÊ
è âñåõ òèïîâ èðèäîçíàêîâ), ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
ïðè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ïðè ýòîì íàõîæ-
äåíèå ïîëþñà äëÿ èðèäîçíàêîâ è ãðàíèö çîí
ðàäóæêè íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà: ñ äîñòàòî÷íîé
òî÷íîñòüþ åãî ìîæíî îïðåäåëèòü öåíòðîì òÿæåñòè
îáúåêòà.

Äëÿ îáøèðíîãî êëàññà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðàíèöû çâåçä÷àòîé îáëàñòè ãëàäêîé êðèâîé
(èëè ñïëàéíàìè) íåöåëåñîîáðàçíî ïî ïðè÷èíå âû-
ñîêîé òðóäîåìêîñòè èõ ïîñòðîåíèÿ è èñïîëüçîâà-
íèÿ, õîòÿ ïîñòðîåíèå ïîëèãîíàëüíîãî àïïðîêñè-
ìàíòà äëÿ ãðàíèöû F  òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëü-
íûì. Îáùàÿ çàäà÷à â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Èìååòñÿ ïîëèãîíàëüíîå ïðåäñòàâëå-

íèå m21 g,...,g,g  ãðàíèöû F , î êîòîðîì èçâåñ-

òíî, ÷òî óêëîíåíèå òî÷åê iig  â ñðåäíåì (èëè ïî

×åáûøåâó) íå ïðåâûøàåò . Èñêîìîå ïîëèãîíàëü-

íîå ïðèáëèæåíèå n21 ,...,,  äëÿ  äîëæíî
ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî âåðøèí n  ïðè îãðàíè÷åíèè
íà âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ (â ñðåäíåì (1) èëè ìàêñè-
ìàëüíîãî (2)) âåðøèí ëîìàíîé  îò ïîëèãîíà :

**k ,C,Ek;),( .       (25)

Ïðè ýòîì ÷àñòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû àïïðîêñèìàíò 

ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ***  ñîõðàíÿë ëîêàëüíûå
îñîáåííîñòè ãðàíèöû  – ýêñòðåìóìû íà ó÷àñòêàõ
âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè; â ýòîì îòíîøåíèè ýêñò-
ðåìàëüíûå (ïî ïîëÿðíîìó ðàäèóñó) âåðøèíû ëîìà-
íîé  öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü êàê óçëû
èíòåðïîëÿöèè äëÿ . Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè
ãðàíèöû F  â ðåçóëüòàòå ñåãìåíòàöèè ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó òî÷êàìè 1ii g,g  òàêæå áëèçêè ê .

Âàæíûì îáúåêòîì, ïðè àíàëèçå êîòîðîãî ýòà çàäà÷à
ïðîÿâëÿåòñÿ âî âñåé ïîëíîòå âîçìîæíûõ ñèòóàöèé,
ÿâëÿåòñÿ ÀÊ. Ïðè àïïðîêñèìàöèè åãî ãðàíèöû ,
ïîëó÷åííîé ïðè ñåãìåíòàöèè, òðåáóåòñÿ îòôèëüò-
ðîâàòü íå çíà÷èìûå ýêñòðåìóìû («øåðîõîâàòîñ-
òè»), ñîõðàíèâ íåèçìåííûìè äëÿ ïîñëåäóþùåãî
àíàëèçà íàèáîëåå çíà÷èìûå ìàêñèìóìû (ïèêè) è
ìèíèìóìû (êàíüîíû) îòêëîíåíèé îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ãëàçà.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî ïîëþñ Î îáúåêòà
 ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò }y,x,O{ , à },,Ox,O{  - ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åé ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà (ðèñ. 4,à). Òîãäà ðàçâåðòêîé

ãðàíèöû  íàçîâåì åå ïðåäñòàâëåíèå )(f  â

äåêàðòîâîé ñèñòåìå ),,O(  (ðèñ. 4,á). Ïîëàãàåì,
÷òî âåðøèíû ëîìàíîé  ïðîíóìåðîâàíû â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðè îáõîäå  îáëàñòü îñòà-
åòñÿ ñëåâà).
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Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ l  â ñèñòåìå  ïåðåõîäèò [11]
â êðèâóþ âèäà )cos(/p â ñèñòåìå , ãäå

)1,O(p , à  – óãîë ê íîðìàëè. Îáðàòíî, ïðÿìàÿ
ck  â ñèñòåìå  èìååò âèä ñïèðàëè â ñèñòåìå

.Ïðè ýòîì ñòðîãèå ìàêñèìóìû ôóíêöèè )(f
äîñòèãàþòñÿ â âåðøèíàõ ëîìàíîé , à ìèíèìóì
ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå ðåáðà,
ñîåäèíÿþùåãî íåêîòîðóþ ïàðó âåðøèí 1iigg  (íà-
ïðèìåð, âåðøèíû 6 è 7 íà ðèñ. 4,á). Ïîñêîëüêó
ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè ïî ïîðÿäêó âåëè÷è-
íû áëèçêî ê  è äîñòàòî÷íî ìàëî ïî îòíîøåíèþ
ê ðàäèóñó )g( i , ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè )(f  òàêæå äîñ-
òèãàåòñÿ â âåðøèíàõ ëîìàíîé .

 à                                 á

Ðèñ. 4. Ïîëèãîíàëüíàÿ ãðàíèöà çâåçä÷àòîé îáëàñòè è
åå ðàçâåðòêà. Âåðøèíû äàíû öèôðàìè îò 1 äî 7

Ïóñòü 2k),ki,...,1i,i(I,g Iii  - ôðàã-
ìåíò ãðàíèöû , à )g( i  è )g( i  - ïîëÿðíûå

êîîðäèíàòû âåðøèíû ig . Íàçîâåì ëîìàíóþ
âûïóêëîé (âîãíóòîé), åñëè óãîë ïîâîðîòà â âåðøè-
íàõ Jjj}g{ , 1ki,...,1i,1iJ  ïîëîæèòåëåí
(îòðèöàòåëåí). Âåðøèíó Jj,g j ,  íàçîâåì ýêñò-
ðåìàëüíîé (ïî âûïóêëîñòè) íà , åñëè

).g()g(или/и)g()g(

,Ii),g()g(

1jj1jj

ij
    (26)

Ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëèì ýêñòðåìàëüíîñòü ïî
âîãíóòîñòè:

).g()g(или/и)g()g(

,Ii),g()g(

1jj1jj

ij
   (27)

Ïðè âûïîëíåíèè îáîèõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ áóäåì
ãîâîðèòü î ìàêñèìóìå (ìèíèìóìå) â òî÷êå jg .

Ââåäåíèå óñëîâèÿ (26) îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñ-
òüþ âûäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíî «êðàéíèõ» òî÷åê â
óñëîâèÿõ âîçìîæíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðøèí èç
âäîëü äóãè îêðóæíîñòè. Êðîìå òîãî, ââèäó îòêëî-
íåíèé âåðøèí èç  îò F , ïîðîæäàþùèõ ìàëîçíà-
÷èìûå ïî ðàçìåðó ýêñòðåìóìû, ÷èñëî ýêñòðåìàëü-
íûõ âåðøèí ìîæåò ñóùåñòâåííî âîçðàñòàòü, íå íåñÿ
ïîëåçíîé èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó â ðàññìîòðåíèå
ââîäèòñÿ ïîðîã ôèëüòðàöèè ýêñòðåìàëüíûõ îòêëî-
íåíèé – âåëè÷èíà ** , â îêðåñòíîñòè êîòîðîé

ýêñòðåìóìû ñ÷èòàåì íåçíà÷èìûìè, çà èñêëþ÷åíè-
åì îäíîãî, êîòîðûé è ïðèíèìàåì çà ýêñòðåìàëüíóþ
âåðøèíó â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè äîïóñòèì, ÷òî âñå âåðøèíû
ëîìàíîé  íå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òîãäà èç
î÷åâèäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò,
÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè (26)
ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì, ïðè÷åì äëÿ âûÿâëåíèÿ
ýêñòðåìàëüíîé âåðøèíû jg  äîñòàòî÷íî ðàññìàòðè-
âàòü öåïî÷êè òèïà )g,g,g( 2i1iii . Îäíàêî íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà (27) íà ó÷àñòêå âîãíó-
òîñòè íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì (íàïðèìåð, âåðøèíà
1 íà ðèñ. 4,á), íî ñòàíîâèòñÿ òàêîâûì, åñëè äëÿ óãëà
ïîâîðîòà j  â âåðøèíå jg  âûïîëíÿåòñÿ

0j .                          (28)

Ïîñêîëüêó çíàê ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ]gggg[ 1jjj1jj  îï-
ðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé jsin , òî óñëîâèå (28) ýêâè-
âàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

0)yy)(xx()yy)(xx( 1jjj1jj1j1jj ,

äëÿ ïðîâåðêè êîòîðîãî òðåáóåòñÿ 6xs  îïåðàöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç öåïî÷åê
òèïà Ii,i , íà ñîîòâåòñòâèå óñëîâèÿì (25)-(27)
ïîçâîëÿåò âûäåëèòü âñå ýêñòðåìàëüíûå âåðøèíû
íà ó÷àñòêàõ âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè, êîòîðûå,
ââèäó íèçêîé âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðøèí
èç  ïî äóãå îäíîé îêðóæíîñòè, áóäóò ïðåäñòàâëå-
íû ìàêñèìóìàìè è ìèíèìóìàìè íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì ó÷àñòêàõ âûïóêëîñòè, âîãíóòîñòè.

Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ ëîìàíîé, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñ. 4,à, ïîëó÷èì 5 ýêñòðåìàëüíûõ âåðøèí – òðè
ìàêñèìóìà (2,4,7) è äâà ìèíèìóìà (3 è 6), ïðè÷åì
âûïóêëàÿ âåðøèíà 5 â ñèëó íàðóøåíèÿ (25) íå
îòíîñèòñÿ ê ýêñòðåìàëüíûì, à âåðøèíà 1 – ïðè
âûïîëíåíèè (26) íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé (ïî
âîãíóòîñòè) ââèäó íåâûïîëíåíèÿ (27).

6. Èíòåðïîëÿöèÿ ãðàíèöû çâåçä÷àòîé îáëàñòè

Ïóñòü *  – ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè â ñìûñëå
(25). ×òîáû îñíîâíàÿ çàäà÷à èìåëà ñìûñë, ýòà
âåëè÷èíà, êàê ïðàâèëî, äîëæíà íà ïîðÿäîê (íå
ìåíåå ÷åì â 5 -10 ðàç) ïðåâûøàòü ïîãðåøíîñòü 
èñõîäíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ .

Åñëè ãðàíèöà  çíà÷èìî (â ñìûñëå * ) îòëè÷àåòñÿ
îò îêðóæíîñòè, íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå äëÿ ïðèëî-
æåíèé îñîáåííîñòè åå ôîðìû îïðåäåëÿþòñÿ, â
ïåðâóþ î÷åðåäü, ýêñòðåìàëüíûìè òî÷êàìè (òî÷íåå
– ñòðîãèìè ìàêñèìóìàìè è ìèíèìóìàìè)

N,...,2,1k,Pk , è ñîîòâåòñòâóþùèìè èì âûïóê-
ëûìè è âîãíóòûìè ôðàãìåíòàìè ãðàíèöû. Ïîýòî-
ìó ïðè àïïðîêñèìàöèè êîíòóðà  èçìåíåíèå ýòèõ
òî÷åê, îïðåäåëÿþùèõ êàðäèíàëüíûå îñîáåííîñòè
ðàñïîëîæåíèÿ ãðàíèöû, íåæåëàòåëüíî. Â òàêîì
ñëó÷àå âûáåðåì ýòè âåðøèíû â êà÷åñòâå óçëîâ
èíòåðïîëÿöèè; òîãäà îáùàÿ çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ
(25) ñâîäèòñÿ ê N  çàäà÷àì àïïðîêñèìàöèè (25) äëÿ
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ïàð óçëîâ èíòåðïîëÿöèè 1kk P,P  â óñëîâèÿõ, êîãäà
îïðåäåëÿåìûé èìè ôðàãìåíò 1kk  ãðàíèöû èìå-
åò êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, à èñêîìûé èíòåð-
ïîëÿíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé îä-
íîãî àðãóìåíòà.

Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ïîäõîäó, äëÿ ïîèñêà íàèëó÷-
øåãî ïðèáëèæåíèÿ ãðàíèöû , ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä,
ñîñòîÿùèé â ïðèìåíåíèè ïðîöåäóð ïîèñêà óçëîâ
èíòåðïîëÿöèè N,...,1kk ,P  è ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñè-
ìàíòîâ íà èíòåðâàëàõ 1kkPP .

Ïðîöåäóðà 1 (âûáîð ïîëþñîâ èíòåðïîëÿöèè).

1. Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîñìîòðîì âåðøèí èç
âûäåëÿåì âñå ýêñòðåìàëüíûå âåðøèíû V  ñîîòâåò-
ñòâåííî óñëîâèÿì (25)-(27).

2. Âûïîëíÿåì íàä V  ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ âûäå-
ëåíèÿ ïîëþñîâ, ïîêà ýòî ìíîæåñòâî íå ñòàíåò
ïóñòûì: íàõîäèì â V âåðøèíó  ñ íàèáîëüøèì
çíà÷åíèåì ðàäèóñà )( , îòíîñèì åå ê ìíîæåñòâó P~

è óäàëÿåì èç V  âñå âåðøèíû, ïîïàâøèå â **  –
îêðåñòíîñòü âåðøèíû .

3. Óïîðÿäî÷èâàåì âåðøèíû èç P~ = N,1iiP  ïî
ïîëÿðíîìó óãëó )P( i . Íàçîâåì èõ îñíîâíûìè
ïîëþñàìè èíòåðïîëÿöèè. Â ñëó÷àå, åñëè ïîëÿðíûé

óãîë )P()P( 1iii  äëÿ íåêîòîðîé ïàðû âåð-

øèí èç P~  ïðåâûøàåò , ââîäèì â P~  äîïîëíèòåëü-
íûé ïîëþñ (èç ÷èñëà ýêñòðåìàëüíûõ, èëè ñðåäíåé
ìåæäó íèìè âåðøèíû).

Çàìå÷àíèå. Îïåðàöèþ 2, â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâà-
íèé ïðèêëàäíîé çàäà÷è, ìîæíî ïðîâîäèòü, âûáè-
ðàÿ ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ, èëè ÷åðåäóÿ âûáîð âåð-
øèí ñ ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì ðàäèóñîì. Â
ñëó÷àå ÀÊ âûáîð ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà ïîçâîëÿåò
«íå óñèëèòü» çíà÷èìîñòü ìàëîãî íàëîæåíèÿ ýòîãî
ôðàãìåíòà ÀÊ íà ñõåìå ïðîåêöèîííûõ çîí [7].

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû ðåøàåì N
íåçàâèñèìûõ çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû  äëÿ
óçëîâ N,1i1ii P,P . Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöå-
äóðà 2, ãäå (äëÿ êðàòêîñòè)  îáîçíà÷àò öåïî÷êó
âåðøèí, ëåæàùèõ ìåæäó ïîëþñàìè P~Q,P .

Ïðîöåäóðà 2 (àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíèöû ìåæäó îñ-
íîâíûìè ïîëþñàìè).

Äëÿ êàæäîé öåïî÷êè  ðåøàåì çàäà÷ó ïîëèãîíàëü-
íîé àïïðîêñèìàöèè, óâåëè÷èâàÿ ïîðÿäîê àïïðîê-
ñèìàíòà kh  îò 1 äî 4, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà
òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü * . Åñëè ýòà çàäà÷à íå èìååò
ðåøåíèÿ, ðàçáèâàåì öåïî÷êó  íà äâå (íàïðèìåð, ïî
÷èñëó òî÷åê) è èùåì äëÿ êàæäîé èç íèõ àïïðîêñè-
ìàíòû ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà ,h 1k 2kh , è ò.ä. Â
èòîãå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïî-
÷åê k21 ,...,,  ñ ïîïàðíî îáùèìè êîíöàìè (äîïîë-
íèòåëüíûìè ïîëþñàìè), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò àïïðîêñèìàíò ikh  ñòåïåíè íå âûøå 4.

Â ýòèõ ïðîöåäóðàõ îòíîøåíèÿ âåëè÷èí ***,  ê 
îïðåäåëÿþò ñòåïåíü “ñãëàæèâàíèÿ” ãðàíèöû  ïðè
ñîõðàíåíèè ïîëîæåíèÿ êàðäèíàëüíûõ òî÷åê –
ïîëþñîâ èíòåðïîëÿöèè, ïðè÷åì åñëè **  îïðåäå-
ëÿåò ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ ïèêîâ è êàíüîíîâ, òî *  –
ïîðîã èõ çíà÷èìîñòè ïî ñòåïåíè øåðîõîâàòîñòè.

Ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíûå ïîëþñà, â îòëè÷èå îò
îñíîâíûõ, âûáðàíû â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîèç-
âîëüíî, ìîæíî èçìåíèòü èõ ïîëîæåíèå, êàê è
îñòàëüíûõ óçëîâ èíòåðïîëÿíòîâ, â öåëÿõ ïîâûøå-
íèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè (1) è (2), ïîñêîëüêó
ïðè èõ îïðåäåëåíèè ïî ÌÍÊ óêëîíåíèÿ îïðåäåëÿ-
ëèñü íå ïî êðàò÷àéøèì óêëîíåíèÿì (íîðìàëÿì) îò
ïîëèãîíà èëè ïîëèíîìà, à ïî ðàçíîñòÿì îðäèíàò
(ò.å. ïî ãèïîòåíóçàì). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
ìåòîäîì ëîêàëüíûõ âàðèàöèé â ñëåäóþùåé ìîäè-
ôèêàöèè.

Ïóñòü 1k,0jj}H{  – ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåð-
øèí sh -ïîëèãîíîâ ìåæäó îñíîâíûìè ïîëþñàìè

AH0 , BH 1k  (êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ  íå òðåáóåòñÿ). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû

)k,...,2,1(Ii),y,x(H iii , îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
àëüòåðíàòèâ

.)y,x(H),y,x(H
),y,x(H),y,x(H

0ii4ii0i3i

0ii2ii0i1i
    (29)

Òîãäà ìíîæåñòâî âàðèàöèé }{  àïïðîêñèìàí-
òà  ñ ïàðàìåòðîì âàðüèðîâàíèÿ 0 *  îáðàçî-
âàíî öåïî÷êàìè 1kmki2i21i10 HH...HHH ,

}4,3,2,1{i , ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî k4N , à
òðóäîåìêîñòü îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàíòà 
ïî (1) ëèáî (2), ñîãëàñíî (12), ñîñòàâëÿåò

m12~  (îï),                 (30)

ãäå m  – ÷èñëî âåðøèí èñõîäíîãî êîíòóðà íà
ôðàãìåíòå . Òîãäà îöåíèâàíèå âñåõ N   âàðèà-
öèé èìååò òðóäîåìêîñòü ïîðÿäêà

k4m12N~  (îï).         (31)

Îöåíêà  (31) ïîêàçûâàåò íåýôôåêòèâíîñòü êîððåê-
öèè àïïðîêñèìàíòà  ïî âåðøèíàì íà îñíîâå
ïîëíîãî ïåðåáîðà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì k . Ñ ó÷åòîì ïðåäøåñòâóþùåé
îïòèìèçàöèè ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ ïîëèãîíîâ â
ýòîì ñëó÷àå èìååò ñìûñë îãðàíè÷èòüñÿ êîððåêöèåé
äîïîëíèòåëüíûõïîëþñîâ íà îñíîâå âàðüèðîâàíèÿ
(31) èõ ïîëîæåíèÿ â ïîëíîì îáúåìå. Â îáùåì ñëó÷àå
òàêæå ìîæíî âàðüèðîâàòü âåëè÷èíó 0  è ñòðîèòü
âàðèàöèè íà îñíîâå ìåòîäîâ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà
[12].

Äëÿ àíàëèçà ïðàêòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëî-
æåííîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì çàäà÷ó  ïîëèãîíàëüíîé
àïïðîêñèìàöèè àâòîíîìíîãî êîëüöà. Ïðè àíàëèçå
ÀÊ ÷èñëî k  íå ìåíåå ÷åì íà ïîðÿäîê ìåíüøå ÷èñëà
àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê m  (ïèêñåëåé), ïîëó÷åí-
íûõ ïðè ñåãìåíòàöèè ãðàíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå óæå
ïðè 7k , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáúåäèíåíèþ äâóõ 4h -
ïîëèãîíîâ (ò.å. 8 îòðåçêîâ), íà ýêðàíå ðàçìåðîì 50
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ñì (2000 ïèêñåëåé) öåïî÷êà  áóäåò èìåòü äëèíó

ïîðÿäêà 2108 2000
50  (ñì), ÷òî íå ìåíåå ÷åì íà

ïîðÿäîê ïðåâûøàåò ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó îñ-
íîâíûìè ïîëþñàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âõîæäåíèå
â ñîñòàâ öåïî÷êè sh -ïîëèãîíà ïîðÿäêà âûøå 4
ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷åíî, ÷òî è îçíà÷àåò íåöåëåñî-
îáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ sh -ïîëèãîíîâ áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Åñëè ìåæäó îñíîâíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè èñ-
ïîëüçóåòñÿ, â ñðåäíåì, ïîëèíîì sh  ïîðÿäêà 2 – 3,
òî äëÿ êîððåêöèè (29) òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà 4 – 16,
èëè, â ñðåäíåì, 10n  âàðèàöèé. Ïîýòîìó êîð-
ðåêöèÿ àïïðîêñèìàíòà  (ìåæäó  îñíîâíûìè
ïîëþñàìè) ïî âñåì âåðøèíàì ëèøü íà ïîðÿäîê
óâåëè÷èâàåò òðóäîåìêîñòü (12) ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ
ñàìîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ . Ïðè äëèíå ÀÊ
â 2 – 2.5 ñì  ÷èñëî ïèêñåëåé m  ñîñòàâëÿåò îò 80 äî
120, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (30) äàåò 0012~  (îï)
è, ñ ó÷åòîì âñåõ âàðèàöèé âíóòðåííèõ óçëîâ,
ïîòðåáóåò ïîðÿäêà 00012n  (îï). Ââèäó
ìàëîé çíà÷èìîñòè ýòîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé ïðè-
õîäèì ê âûâîäó î âîçìîæíîñòè, åñëè òîãî òðåáóåò
äîñòèæåíèå âûñîêîé òî÷íîñòè, ïðèìåíåíèÿ èçâå-
ñòíûõ ìåòîäîâ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà [12].

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîëèãîíàëü-
íîé àïïðîêñèìàöèè, âêëþ÷àþùèé ïðîöåäóðó êîð-
ðåêöèè ïîëîæåíèÿ âåðøèí, îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷å-
íèå àïïðîêñèìàíòîâ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ, ïðè-
÷åì â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

7. Âûâîäû

Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëèãîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
çàìêíóòîãî ìíîãîóãîëüíîãî êîíòóðà, îãðàíè÷èâà-
þùåãî íåâûïóêëîå çâåçä÷àòîå ìíîæåñòâî, êîòîðûé
îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçàöèþ ïîðÿäêà ëîìàíîé ïðè
îãðàíè÷åíèè íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè, îïðåäå-
ëÿåìóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì èëè ÷åáûøåâñêèì
îòêëîíåíèåì. Ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ñâåäåíèå îñíîâ-
íîé çàäà÷è ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû ïîëèãîíîâ äî
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðûõ èñ-
ïîëüçóåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îïðåäåëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ êðèòå-
ðèåâ òî÷íîñòè è îãðàíè÷åíèé äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ãðàíèö íåâûïóêëûõ îáúåêòîâ, ðàññìîòðåíèåì ôàê-
òè÷åñêèõ óêëîíåíèé âåðøèí èíòåðïîëÿíòà îò èñ-
õîäíîãî êîíòóðà â îòëè÷èå îò ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ
â -ïîëîñå, à òàêæå òåì, ÷òî ïîëîæåíèå âåðøèí
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå îïòèìèçàöèè â îêðåñòíîñòè
ãðàíèöû â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ, ãäå
âûáîð ýòèõ âåðøèí ïðîèçâîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå
èñõîäíûõ óçëîâ ãðàíèöû. Ïîäîáíàÿ ãèáêîñòü ìå-
òîäà àêòóàëüíà äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ãäå
ðàçëè÷íûå êðèòåðèè è îãðàíè÷åíèÿ ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â ðàìêàõ îäíîé áàçû äàííûõ. Ëèíåéíûå
îöåíêè òðóäîåìêîñòè àïïðîêñèìàöèè ïîêàçûâàþò,
÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííî-
ãî ìåòîäà íå íèæå ñóùåñòâóþùèõ àíàëîãîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
ïîâûñèòü êà÷åñòâî ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â

îòíîøåíèè ìèíèìèçàöèè ÷èñëà âåðøèí àïïðîêñè-
ìàíòà ïðè îáåñïå÷åíèè òðåáóåìîé òî÷íîñòè (â
îòíîøåíèè êàê êðèòåðèÿ, òàê è îöåíêè óêëîíå-
íèé), ïðè÷åì â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.  Ïðè
ýòîì äëÿ çàäàíèÿ òðåáóåìîãî êðèòåðèÿ òî÷íîñòè
äîñòàòî÷íî ëèøü îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèè, îïðåäå-
ëÿþùåé óêëîíåíèå òî÷åê êîíòóðà îò àïïðîêñèìàí-
òà. Ìåòîä òàêæå ïîçâîëÿåò ñîõðàíÿòü âåðøèíû
èñõîäíîãî êîíòóðà, îòðàæàþùèå îñîáåííîñòè ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷ â îòíîøåíèè ýêñòðåìàëüíîñòè, â
êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Íà ïðèìåðå âûñîêî-
èíôîðìàòèâíîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè àâòîíîì-
íîãî êîëüöà ðàäóæêè ãëàçà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
ââåäåíèÿ óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, ìåæäó êîòîðûìè
ïîðÿäîê àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèãîíîâ, êàê ïðà-
âèëî, íå ïðåâûøàåò 4, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âû÷èñëè-
òåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê äåêîìïîçèöèè îñíîâíîé
çàäà÷è ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïðåäëîæåííûé
ìåòîä íà àïïðîêñèìàöèþ êîíòóðîâ, çàäàííûõ àíà-
ëèòè÷åñêè, ïîñðåäñòâîì âûáîðà óçëîâ àïïðîêñè-
ìàíòà â ýêñòðåìóìàõ êðèâîé, à òàêæå íà íåçàìêíó-
òûå êðèâûå çà ñ÷åò âûäåëåíèÿ â íèõ ôðàãìåíòîâ,
äîïóñêàþùèõ êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.
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