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О МАТЕМАТИЧЕСКОЙ М О ДЕЛИ  РАССЕЯНИЯ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН 
В ТУРБУЛЕНТНОЙ АТМОСФЕРЕ

Одним из способов косвенного измерения скорости ветра является 
вондирование атмосферы в помощью бистат ических акустических ло­
каторов. При работе многоканальных систем пространственно-вре-



менной обработки эхо-сигналов в таких локаторах тавдна* инфоома. 
ция рассматривается как многомерный случайный процесс Лдйако 
физическая природа рассеивающих целей рассматривается упоощен- 
но. Так, оценка скорости ветра производится на основе линедн0го эф! 
фекта Доплера при пренебрежении волновыми эффекта^ объем­
ностью рассеивающей цели, неоднородностью среды вдодь* канала 
распространения сигнала и рядом других факторов. Получать еостоя., 
тельные и эффективные оценки скорости ветра при таком подход. поакГ 
тнчески невозможно. Необходим более ПОЛНЫЙ учет фиЭИ^еС1̂ гХ ^  * 
бенностей рассеивающей цели, т. е. разработка достаточно адекват­
ной физико-математической модели процесса рассеяния акустических 
волн в турбулентной атмосфере.

Теория взаимодействия акустических волн с турбулентной 
атмосферой строится -на основе использования в качестве мате. 
матической модели линейного неоднородного дифференциаль '
го уравнения второго порядка (уравнения Гельмгольцу и  о]"
Такая модель не описывает нелинейные эффекты, возинкакэщие пой 
распространении в среде двух или более сравнимых по aMMIITJ L  
волн, а также не учитывает влияние на спектры рассеянна* сигналов 
сжимаемости среды.

В рабоге приведена снимающая эти ограничения Матбматическая 
модель взаимодействия акустических волн с турбулентной атмосферой 
методы ее решения проанализированы, рассмотрены СВ0Йства полу­
ченных решений. Показано, что полученная модель позвоЛяет onDg. 
делять спектры сигналов, рассеянных нелинейной неоднородной сре­
дой, с учетом их волновой природы.
Математическая модель взаимодействия акустических воАц cmvpgu_ 
лентной атмосферой. Как известно [4], процесс распростране,шя' ^ у к а  
в среде описывается уравнениями гидродинамики: уравненной Эйлера

4- V 1 У , . 4- 1 др — П / =  1 2 3
- d t+ 2 j Vkd7k +  J d 7 t = ’ (!)fe=i

(диссипацией энергии пренебрегаем) и уравнением HenpepWBH0CTH .
g - M i v ( p V ) _ 0 .  щ

Здесь V —• скорость, р и р — давление и плотность среды; х х  х _
пространственные координаты. Учитывая адибатичность 1’процесса
получаем замкнутую систему уравнений для V и р:

В общем случае для произвольного р решение этой системы затруднено. 
Однако для звуковых волн о  малыми амплитудами верно с о о т н о ш е н и е  

Ра <  р0 (ро И ра — соответственно равновесное и акустичеСКое да .
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ния). Поэтому представив р в виде р — рв +  ра, можно разложить 
1п р в ряд по малому параметру ра1р0- Используем два первых члена 
в разложении (линейный й первую нелинейную поправку). Таким об­
разом мы будем иметь возможность описывать не только линейные,
но и нелинейные по акустическому полю эффекты. Положим V =
=*и +  Ъ (и  — скорость турбулентного движения, £ — акустическая

_  -*■ I о .  \
скорость). Тогда для П и £ получим систему уравнений н

Для скалярной задачи о распространении монохроматической 
волны в атмосфере (зависимость решения от времени имеет вид 
ехр (—i&f), волновой природой звукового поля пренебрегают) можно 
выразить через П и подставить в уравнение для П. Кроме того, 
если пренебречь сжимаемостью среды при турбулентном движении
(div U =  0), а также членами второго порядка малости по £ и П,
при условии, что U и Т' не зависят от времени, для величины П можно 
получить неоднородное уравнение Гельмгольца [1]. Таким образом, 
система уравнений (4) снимает ряд ограничений, накладываемых на 
процессы, описываемые уравнением Гельмгольца. Эта система позво­
ляет также описывать волновые эффекты в векторной задаче. В част­
ности, из системы уравнений (4) видно, что эффект Доплера по-разному 
проявляется для различных по частоте составляющих спектра волны, 
вависит от волновых векторов составляющих спектра, а также схемы 
(геометрии) взаимодействия волн и направления скорости ветра.

Методы решения системы уравнений (4). Величину П, связанную 
с акустическим давлением, можно искать по теореме возмущений, т. е. 
положить П =  П0 +  П5 (5), где П0 падающая волна, IIS — рассеян­
ная волна. Будем считать, что n s/n 0 -С 1. т. е. волна П0 приводит 
к изменению давления и акустической скорости, а волна ГЬ, не влияя
наП0, чувствует эти изменения. Аналогично |  =  £„+ Система урав­
нений нулевого приближения для волны П0, которая не изменяется 
в процессе распространения, будет иметь вид для неподвижной среды:

дЪк + ик)
дхк



Тогда система уравнений для П3 получается вычитанием, уравнений 
(6) из уравнений (4) соответственно *

( I  ■+ 2  к  + 7<) к -  -  £

(я  +  Е  &‘ а4 , ) п .  =  - Е  [ * + " * £ + ( & + 3 ) ]к .  
6 = 1  6 = 1

і = 1 ,2 ,  3).
здесь

Ті і її г ди/и , =  с +  и (, у, =  ^ ,  Ък =  в^>

с =  Мі =  N (І) +  Пі, М(і) =  (с +  и і) Щ - дЛ ;

Пі=  £  (с +  и * ) ^ ,  о* =  с; ( і + ^ ) .

(7)

Система уравнений (7) записана в первом приближении по пара­
метру П5/П0, так как в правых частях уравнений для £( опущены члены 

з
вида 5] \б д\Цдхк. В то же время в уравнениях для П5 не учитываются

*=і
нелинейные поправки \іора!р0, присутствующие в системеуравнений (4).

Поскольку смещение спектров намного меньше несущей частоты, 
то задачу можно решать в резонансном приближении методом медлен­
ных амплитуд, разлагая решения на медленно изменяющуюся часть- и 
быстроосцилирующую с резонансной частотой со0.

Заметим, что в работах [1; 2; 51, задача для П„ решалась в нулевом 
приближении, а задача для П8 — в первом приближении на основе 
уравнений Гельмгольца. Ясно, что для адекватного описания реаль­
ного спектра такого приближения недостаточно. Приведенная в ра­
боте система уравнений описывает процесс распространения волны 
в сжимаемой турбулентной атмосфере. Кроме того, решая задачу 
о взаимодействии ІІ0 с атмосферой точно (в рамках введенных выше 
допущений), а по малому параметру ГЬ/П0 — в первом приближении, 
мы можем описать эффект нелинейного влияния падающей волны на 
рассеянную через акустическую скорость.

На примере решения задачи рассеяния акустической волны на тем­
пературных и ветровых неоднородностях покажем возможности полу­
ченной системы уравнений в плане качественного объяснения некото­
рых особенностей наблюдаемых спектров эхо-сигналов.

Уихирение и расщепление спектра. Рассмотрим плоскую монохро­
матическую волну, распространяющуюся с частотой" (о0 вдоль оси г 
в турбулентной среде. Величина

Пв =  Ае~т <*-к>г)-+ А *е,'Си°*-А«2> (8)
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удовлетворяет системе уравнений (6) в нулевом приближении и в про* 
цессе распространения со скоростью с0 не изменяется, т. е. согласно 
терминологии из раздела оптики является нормальной..

В общем случае рассеяние на ветровых и температурных неодно­
родностях может происходить в произвольном направлении. Мы же 
будем интересоваться рассеянием в том же направлении, вдоль оси г. 
Таким образом, решение системы уравнений (7) для рассеянной впе­
ред волны ищем в виде .

П, =* & -« “*-**> +  (9)
1'г =  в*-'«“*-*« +  (10)

Для простоты будем считать, что вектор скорости ветра и  направлен 
вдоль оси г, более того, изменения скорости ветра отличны от нуля 
лишь по оси г (уг зз  дОг/дг Ф  0). Тогда система уравнений (7) при­
мет вид

[ | + й  +  ( / . ) я + т . ] е — * . - ‘ф  +  £ ) § - ;  (">

[| +  +  и ,)] п, =  - т . -  (V, +  ^ .. •

Подставляя П, и ^  в эту систему и переходя к уравнениям для мед­
ленно изменяющихся амплитуд, что справедливо в резонансном при­
ближении, получаем связанную систему уравнений

О  к ^ г - А + В ) .  о  ! 1 М й „ Й  +  0 ^  / , о ч
<й-ф0- киг+СУг- ^

Здесь Ж г (0)в. к) — одномерный^ индекс рассеяния Фурье — Стиль- 
тьеса, кроме того, учтено, что щ  *» кс0.

Систему (12) можно решать методом последовательных приближе­
ний. Первое уравнение получается, если положить 5  =  0 во втором 
уравнении. По сути это означает, что мы не учитываем температурные 
флуктуации. Для 5, таким образом, имеем

с __ кЦгА_____ ^ I (со,,. к:)
с о  —  0) 0  —  к Р г 1 ( 0)  —  0) 0  —  кР г)  (<В  —  <В0  —  к.иг  +  г у з )  ■ I  '

Выражение (13) представляет собой комплексный коэффициент 
рассеяния вперед для элементарного объема с некоторыми постоянны­
ми значениями скорости и градиента скорости. Если среда неустой­
чива и в пространстве конечного размера задано распределение вероят­
ностей параметров среды, то для получения амплитуды рассеянного 
сигнала формулу для 5  следует усреднить по распределению.

На рисунке представлены спектры падающей волны (рисунок, 
поз. а) и рассеянной вперед на ветровых неоднородностях. При отсут­
ствии флуктуаций и  (у* =  0) спектр будет монохроматичным, смещен­
ным относительно частоты падающей волны со0 на величину Ш г 
(эффект Доплера), рисунок, поз. б. Наличие флуктуаций скорости
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(7г Ф  0) приведет и «размытию» спектра, рисунок, поз. в. Из -выра* 
жения (13) видно также, чго с ростом ^амплитуда рассеяния растет, 
т. е. сигнал на смещенных частотах пропорционален скорости, ветра. 

Из системы (12) получим теперь точное выражение для S:

£ _  (м — Мр — кРг) А +  ïk Vz^z )̂

(ш-tûo ~  kUt +  V 'o V -  V*/4 +  і | г) X

x  ( ш  —  <û0 —  kPz— T  +  ^ t ) ’

(H )

Из выражения (14) видно, что при достаточно больших значениях 
о2/г2 (т. е. при о2/га >  у*) вместо резонансов на частоте <о =  ю0 — Ш х 
формируются два «смещенных» резо­
нанса на частотах teS

=  (о0 — kUz ±  У a2k2 — у2/4,Ш :

т. е. происходит расщепление резо­
нансной линии. Таким образом, при 
рассеянии вперед акустической волны 
происходит уширение спектра за счет 
ветровых флуктуаций, а также рас­
щепление резонансов за счет темпе­
ратурных неоднородностей.

Нелинейный интерференционный 
вффекгп. Рассмотрим ту же задачу, 
но теперь рассеянную волну будем 
считать не слабой, а настолько силь­
ной, чтобы учитывать модуляцию 
акустической скорости 1* с резонанс­
ной частотой го0 — о) за счет взаимо­
действия волн П0 и П5 через среду. 
Для решения этой задачи принци­
пиально необходим учет второго члена 
разложения по малому параметру 
Ра/р0. Из системы уравнений (4) для 
рассматриваемого случая запишем 
систему первого приближения:

X

»ап.

/1е5

- ,•4 ■ и
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Общий вид решений для П0 и П5 оставим без изменений, а £2 предста 
вим суммой трех монохроматических волн

| 2  =  Cß-t(4>at - k az) ß e —i(e>t—kz) _ ( _  L eH&t—àz)  _ j _

_ j _  Q * e t(tù0i—kaz) _ ) _  ß * e iШ —kz) _ | _  l * ß — i(6t—Д г ) # ( l g )

Здесь б =  со0 — а, А =  k0 — k. Получим выражение для нелинейной 
части SHejI за счет связи волн П0 и П( через коэффициент L, т. е. через 
модуляцию акустической скорости с частотой б биений волн. Для это­
го подставим П0, П* и в (15) и приравняем коэффициенты при оди­
наковых экспонентах (резонансное приближение). В результате полу­
чим систему

(ш — kUz) S =  k0AL — kNzS/yz,
(б — Д • Uz — iyz) L =  2i4*5a2 - Д. (18)

Отсюда
Снел _  _________ 2Л а • g  • Р а • А • kg_________  (/jQ4

'  (<û -  W г +  kN z/yz) (ô — A • Uz — iyz) '

Из полученной формулы видно, что при рассеянии вперед в нели­
нейной турбулентной среде падающая и рассеянная волны интерфери­
руют. В спектре рассеянной волны появляются резонансы на частоте 
б — AUz с полушириной уг. Эффект отличен от нуля, если k0 Ф  k.

С другой стороны, полученный результат можно интерпретировать 
как условие <в — со0 =  (k — k0)Uz, при котором может происходить
нелинейная перекачка энергии из одной части спектра в другую.

Получена система нелинейных дифференциальных уравнений 
I-го порядка, позволяющая описывать нелинейные (по полю) и 
волновые эффекты при распространении акустических волн в турбу­
лентной атмосфере.

Для ее решения предложено использовать: метод разложения по 
малому параметру Ш/П0, теорию возмущений, метод медленно изменя­
ющихся амплитуд (резонансное приближение).

В резонансном приближении решена задача о рассеянии вперед 
плоской монохроматической волны на ветровых и температурных 
неоднородностях, описаны изменения в спектре такой волны. Пока­
зано, что возможна нелинейная перекачка энергии из одной части 
спектра в другую через изменение акустической скорости.
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