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Mathematical modeling of heat propagation processes in piecewise-homo-

geneous media partially filled with a liquid is an important problem in applied 

mathematics, thermal physics, and engineering. The main difficulty of prob-

lems of this class lies in the fact that the thermal conductivity coefficients differ 

in various subdomains, conjugation (interface) conditions arise at the bounda-

ries between media, and convective heat transfer may occur in the liquid re-

gion. The paper describes a mathematical model and substantiates the feasibil-

ity of using the structural-variational method (the R-functions method) for its 

numerical analysis. 

 

Процеси теплообміну в середовищах зі складною структурою широко 

зустрічаються в природі та техніці. Особливий інтерес становлять кусково-

однорідні середовища, тобто області, що складаються з декількох підобла-

стей з різними фізичними властивостями (теплопровідністю, теплоємністю 

тощо). У багатьох практичних випадках частина таких середовищ заповнена 

рідиною, що істотно впливає на механізми переносу тепла. 

Задачі такого типу виникають у енергетиці (теплообмін у теплообмін-

никах, реакторах, системах охолодження), мікроелектроніці (охолодження 

електронних компонентів та MEMS-пристроїв), будівництві (теплообмін у 

пористих матеріалах і конструкціях з повітряними або рідинними порожни-

нами), геофізиці (теплові процеси у ґрунтах, тріщинах, водонасичених по-

родах), біомедичні застосування (теплові процеси у біологічних тканинах з 

рідинними включеннями) тощо. Отже, математичне моделювання процесів 

поширення тепла у кусково-однорідних середовищах, що частково за-

повнені рідиною, є важливою задачею прикладної математики, теплофізики 

та інженерії. Основна складність задач цього класу полягає в тому, що 

коефіцієнти теплопровідності різні у різних підобластях, на межах середо-

вищ виникають умови спряження, а у рідинній області може з’являтися кон-

вективний перенос тепла. Це робить задачу складною як з аналітичної, так і 

з чисельної точки зору. 

Для побудови математичної моделі використаємо відповідні рівняння 

математичної фізики, а саме: у твердих підобластях температура описується 

рівнянням теплопровідності, у рідинній області теплоперенос описується 
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рівнянням конвекції-дифузії, поле швидкостей зазвичай визначається з 

рівнянь гідродинаміки (наприклад, рівнянь Нав’є – Стокса), а на межі тверде 

тіло – рідина або між двома твердими областями виконуються умови спря-

ження (неперервність температури та неперервність теплового потоку). 

Отже, нехай процес теплопровідності розглядається в замкненій області 

 =   s l , де  s – тверда частина, а  l – рідинна частина середовища, 

   = s l . Тоді процес описується рівняннями 
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T t
 – температура, sk , lk  – теплопровідність, sc , lc  – 

теплоємність, s , l  – густина твердої та рідинної частин відповідно, v  – ве-

ктор швидкості руху рідини, sQ , lQ  – джерела тепла у твердій та рідинній 

частинах відповідно. 

На межі  =  s l
 задані умови спряження 
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на зовнішній межі 0  заданий температурний режим у вигляді крайової 

умови першого, другого чи третього роду і у   задано температуру у поча-

тковий момент часу 0=t . 

Для розв’язування поставленої задачі можна використовувати різні чи-

сельні методи, зокрема метод скінченних різниць, метод скінченних елеме-

нтів, метод скінченних об’ємів, метод граничних елементів тощо. Проте ос-

новною проблемою є складна геометрія області та наявність внутрішніх 

меж. Через це ефективнішим є застосування методу R-функцій, запропоно-

ваного академіком Національної академії наук України В.Л. Рвачовим [1]. 

Отже, моделювання теплопереносу у кусково-однорідних середовищах 

з рідиною є складною мультифізичною задачею. Класичні методи чисель-

ного аналізу ефективні лише в класичному випадку, а при складній геометрії 

значні перспективи має використання методу R-функцій, який дозволяє 

аналітично описувати геометрію області та будувати структури розв’язку, 

що точно задовольняють всі крайові умови задачі. 
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