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Âîçðàñòàþùàÿ ñëîæíîñòü ñîâðåìåííûõ ñèñòåì è
âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê ñðîêàì ñîçäàâàåìûõ ïðîåêòîâ
îïðåäåëÿþò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ áûñòðîäåé-
ñòâóþùèõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ àâòîìàòèçèðîâàííîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïðèâåäåííûå â ñòàòüå ìåòîäû äåêîì-
ïîçèöèè è êîìïîíîâêè ìîäåëåé íåïðåðûâíûõ ñèñòåì
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ
ïàðàëëåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì â óñëîâèÿõ ðàñ-
ïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è äîñòóïíîñòü ÏÝÂÌ
ñäåëàëî åå îäíèìè èç íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ èíñò-
ðóìåíòîâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé.
Ñåãîäíÿ îäíèì èç ñâîéñòâ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòå-
ðîâ ñòàëî èõ âêëþ÷åíèå â ìíîãîìàøèííûå êîìïëåê-
ñû, ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ñåòè. Â ïîñëåäíèå äâà-
òðè ãîäà íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê èñïîëüçîâàíèþ
ïðèêëàäíûìè è îïåðàöèîííûìè ïðîãðàììàìè âû-
÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ âñåõ êîìïüþòåðîâ (ïðîöåñ-
ñîðîâ), äîñòóïíûõ ïîëüçîâàòåëþ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðàäèöèîííûå ìåòîäû
ïîâûøåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïðîöåññà ìîäåëèðîâà-
íèÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ èñïîëü-
çîâàíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé
íà óðîâíå ïîäñèñòåì. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
äåêîìïîçèöèè ñèñòåìû è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå
ýâðèñòè÷åñêèå ïðàâèëà åå ïðîâåäåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ
ñïåöèôèêó âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â
ðàìêàõ äàííîãî ïðîöåññà, îïèñàííûé â ðàáîòå ìåòîä
ïîäñõåì îðèåíòèðîâàí íà ðåàëèçàöèþ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ
ìîäåëüþ ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì îäèí èç âîçìîæíûõ
àëãîðèòìîâ êîìïîíîâêè ìîäåëè, ïðîâåäåì  åãî àíà-
ëèç è âîçìîæíûå ìîäèôèêàöèè.
1. Äåêîìïîçèöèÿ ìîäåëåé ñèñòåì

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ñèñòåì ìîäåëü ñèñòåìû
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâîéêè

[ ]S,AM = ,                       (1)

ãäå A – íåïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ; S – ìíîæå-
ñòâî ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè.

Ââåäåì ïîíÿòèå ÷àñòíîé ìîäåëè ñèñòåìû iM ,
êîòîðóþ îïðåäåëèì êàê

.SS,AA],S,A[M iiiii ⊂⊂=             (2)

Ïîä äåêîìïîçèöèåé ìîäåëè áóäåì ïîíèìàòü òà-

êîå ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ ìîäåëåé iM , N,1i = , ãäå
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(N – ÷èñëî ÷àñòíûõ ìîäåëåé).
Ââåäåì óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ äåêîìïîçèöèè:
1. Ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ÷àñòíûõ ìîäåëåé íå

äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ:

ji,N,1j,i,AA ji ≠=∅=∩ .

2. Ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìîãóò ïðèíàäëåæàòü
íåñêîëüêèì ÷àñòíûì ìîäåëÿì; â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåí-
òû, îáúåäèíåííûå òàêîé ñâÿçüþ, äîëæíû ïðèíàäëå-
æàòü ðàçíûì ÷àñòíûì ìîäåëÿì.

3. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü îáðàáîòêè ÷àñòíûõ
ìîäåëåé äîëæíà áûòü ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâà.
Ïîä âû÷èñëèòåëüíîé ñòîèìîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü
ïîêàçàòåëü, îöåíèâàþùèé âðåìÿ è ðåñóðñû, òðåáóå-
ìûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÷àñòíîé ìîäåëè. Åñëè ýëå-
ìåíòû è ñâÿçè ñèñòåìû îäíîðîäíû èëè èõ ìîæíî â
ïðèáëèæåíèè ïðåäñòàâèòü òàêîâûìè, òî ïðè ðàçáè-
åíèè ìîäåëè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðèí-
öèïîì: ìîùíîñòü ÷àñòíûõ ìîäåëåé iM  âûáèðàåòñÿ
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé, a êîëè÷åñòâî âçàèìîñâÿçåé
ìåæäó ÷àñòíûìè ìîäåëÿìè äîëæíî áûòü ìèíèìàëü-
íî. ×èñëî ýëåìåíòîâ â ÷àñòíîé ìîäåëè ìîæíî îöå-
íèòü êàê

N
)A(count)A(count i ≈ .

4. Êîëè÷åñòâî ÷àñòíûõ ìîäåëåé N âûáèðàåòñÿ ñ
ó÷åòîì äîñòóïíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è ñêî-
ðîñòè êàíàëîâ îáìåíà äàííûìè.

5. Óñëîâèå èíôîðìàòèâíîñòè äåêîìïîçèöèè çàê-
ëþ÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèè â îäíó ÷àñòíóþ ìîäåëü
ýëåìåíòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîé ïîäñèñòåìå. Â
êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè ìíîæåñòâà
ýëåìåíòîâ ÷àñòíîé ìîäåëè ìîãóò âûñòóïàòü, íàïðè-
ìåð, ïîêàçàòåëè áîëåå “ñèëüíûõ” ñâÿçåé. Ñîáëþäå-
íèå ýòîãî ïðèíöèïà òàêæå ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü
èçó÷åíèå ñàìîé ïîäñèñòåìû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî èç ïåðå÷èñ-
ëåííûõ óñëîâèé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåëüçÿ ðåàëè-
çîâàòü ôîðìàëüíî, è ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ
äåêîìïîçèöèè ÷àùå âñåãî äàííûå óñëîâèÿ ðåàëèçó-
þòñÿ â ýâðèñòè÷åñêèõ ïðàâèëàõ. Íà ïðàêòèêå, ïðè
äåêîìïîçèöèè êîíêðåòíîé ìîäåëè äëÿ êîíêðåòíûõ
öåëåé ïîëüçóþòñÿ îäíèì (íåñêîëüêèìè) êðèòåðèåì
ýôôåêòèâíîñòè.

Âûøå èçëîæåí îáùèé ïðèíöèï äåêîìïîçèöèè
ñèñòåì. Äàëåå ðàññìîòðèì åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ìîäå-
ëåé, îòðàæàþùèõ íåïðåðûâíûé îáúåêò, ñ ó÷åòîì
îïðåäåëåííûõ îñîáåííîñòåé ïîñòðîåíèÿ àíàëîãîâîé
ìîäåëè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî ïîäíÿòü
ýôôåêòèâíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðèâåäåííûå íèæå
ìåòîäû è àëãîðèòìû áûëè èññëåäîâàíû ïðè ïîñòðî-
åíèè ñèñòåìû ìîäåëèðîâàíèÿ àíàëîãîâûõ ýëåêòðîí-
íûõ ñõåì. Áåç ïîòåðü â îáùíîñòè îïèñàíèÿ äàëåå
áóäåì èñïîëüçîâàòü íàðÿäó ñ òåðìèíîì “ñèñòåìà”
ïîíÿòèå “ñõåìà”.
2. Ìåòîä ïîäñõåì

Ðàññìîòðèì èäåþ ìåòîäà ïîäñõåì [1]. Ïóñòü
èìååòñÿ ñõåìà G. Åå ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà:

( ) 0хW = .                          (4)
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Çäåñü õ – âåêòîð ïåðåìåííûõ ñõåìû (â êà÷åñòâå
êîòîðûõ âûñòóïàþò óçëîâûå ïîòåíöèàëû, òîêè).

Ðàçîáüåì ñõåìó G íà N ïîäñõåì g1, g2, ... , gN.
Óðàâíåíèÿ êàæäîé èç íèõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Wg1(xÃ,xÂ1)=0, Wg2(xÃ,xÂ2)=0,..., WgN(xÃ,xÂN)=0, (5)
ãäå xÃ – ãðàíè÷íûå ïåðåìåííûå ïîäñõåì, íàïðèìåð,
ïîòåíöèàëû âíåøíèõ óçëîâ èëè íàïðÿæåíèÿ íà
âíåøíèõ âåòâÿõ ïîäñõåìû, îáðàçóþùèõ ñ äðóãèìè
ïîäñõåìàìè; xÂ1 , ... , xÂN,- âíóòðåííèå ïåðåìåííûå
ïîäñõåì.

Óðàâíåíèå âñåé ñõåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
WÃ(xÃ , xÂ1 , ... , xÂN) = 0.          (6)

Ðåøàÿ âûðàæåíèÿ ïîäñõåì (5) îòíîñèòåëüíî xÂ1 ,
... , xÂN, ïîëó÷àåì
xÂ1 = Fg1(xÃ), xÂ2 = Fg2(xÃ), ... , xÂN = FgN(xÃ) . (7)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îòðàæàþò ñâÿçè âíóòðåííèõ è
ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ êàæäîé ïîäñõåìû. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ èõ â (5) , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñõåìû ñ èñêëþ÷åí-
íûìè âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè ïîäñõåì; èõ ìîæ-
íî íàçâàòü ðàâåíñòâàìè  ñîêðàùåííîé ñõåìû:

WÃ(xÃ , Fg1(xÃ), Fg2(xÃ) , ... , FgN(xÃ) )= WÃ(xÃ)=0. (8)
Ðàçìåð ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ÷èñëîì

ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ìíîãî
ìåíüøå îáùåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ xÃ , xÂ1 , ... , xÂN .
Ðåøàÿ (8), íàõîäèì xÃ. Ïîäñòàâëÿÿ xÃ â óðàâíåíèå
ñâÿçè (7), îïðåäåëÿåì xÂ1 , ... , xÂN.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ïîëíîé ñõåìû ðàçìåðà [xÃ]+[xÂ1]+ ... +[xÂN], ãäå
[x] – ðàçìåð âåêòîðà x, çäåñü ðàçäåëüíî ðåøàþòñÿ
N+1 ñèñòåìû ðàâåíñòâ  ìåíüøåãî ðàçìåðà.
3. Ïðèìåíåíèå äåêîìïîçèöèè ïðè ðåàëèçàöèè
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íà ÝÂÌ

Ìîäåëü íåïðåðûâíîé ñèñòåìû â îá-
ùåì ñëó÷àå – ýòî ñèñòåìà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðî-
öåññ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòå-
ìû, îòðàæàþùåå ïîâåäåíèå ñèñòåìû âî
âðåìåíè [1]. Ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ, à èìåííî îíè èñïîëüçóþòñÿ
ïðè ìîäåëèðîâàíèè íà ÝÂÌ, ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî îñíîâíîé âû÷èñëèòåëüíîé
çàäà÷åé íà êàæäîé èòåðàöèè îáû÷íî
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Àõ = Â.                         (9)
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå èäåé äåêîìïîçèöèè äëÿ

çàäà÷è ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ è
ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñîãëàñíî
ìåòîäó ïîäñõåì èñõîäíàÿ ñõåìà ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè
– ïîäñõåìû èëè ìíîãîïîëþñíèêè, îïèñûâàåìûå
óðàâíåíèÿìè âèäà

Ài õi = Âi,                      (10)
ãäå Ài, Âi – ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ è âåêòîð

ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ i-é ïîäñõåìû; N,1i = , õi =( õiÃ, õiÂ)
– âåêòîð, âêëþ÷àþùèé ãðàíè÷íûå õiÃ è âíóòðåííèå
õiÂ ïåðåìåííûå i-é ïîäñõåìû.

Ðàçáèåíèå íà ïîäñõåìû ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðàç-
íûìè ñïîñîáàìè [1]: ìåòîäîì ñå÷åíèé óçëîâ, ïðè
êîòîðîì óçåë ìîæåò ïðèíàäëåæàòü îäíîé èëè íå-
ñêîëüêèì ïîäñõåìàì (ò. å. áûòü ëèáî âíóòðåííèìè,
ëèáî ãðàíè÷íûìè), à ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò òîëüêî
îäíîé ïîäñõåìå; ìåòîäîì êîíòóðîâ, ïðè êîòîðîì è

óçåë, è ýëåìåíò ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé èëè
íåñêîëüêèì ïîäñèñòåìàì; ìåòîäîì ñå÷åíèé âåòâåé,
ïðè êîòîðîì óçåë ïðèíàäëåæèò  îäíîé ïîäñõåìå, à
ýëåìåíò – îäíîé èëè íåñêîëüêèì.

Îäíîâðåìåííî ñ ðàçáèåíèåì ôîðìèðóåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî Dr òèïà óçåë-ïîäñõåìà, êîí-
òóð-ïîäñõåìà èëè ñå÷åíèå-ïîäñõåìà â çàâèñèìîñòè îò
òèïà ïåðåìåííûõ õiÃ, óêàçûâàþùåå, êàêèå ïîäñõåìû
ó÷àñòâóþò ïðè ñóììèðîâàíèè â ãðàíè÷íûõ óçëàõ,
ñå÷åíèÿõ èëè â ãðàíè÷íûõ êîíòóðàõ.

Óðàâíåíèå (10) ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ âíóòðåííèõ
ïåðåìåííûõ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ÀiÃ õiÃ = ÂiÃ.                    (11)
Ïðè ýòîì ðàçìåð ñèñòåìû (10) ïîíèæàåòñÿ íà

÷èñëî âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. Îäíîâðåìåííî ñ (11)
ôîðìèðóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçè ãðàíè÷íûõ è âíóò-
ðåííèõ ïåðåìåííûõ êàæäîé ïîäñõåìû

xiÂ = Fgi (xiÃ ).                  (12)
Â íàøåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (10) ëèíåéíîå, ïîýòîìó

ôîðìèðîâàíèå  (11) è (12) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1) Ïðîíóìåðóåì ïåðåìåííûå ïîäñõåìû òàê, ÷òîáû
ñíà÷àëà ðàñïîëàãàëèñü íîìåðà âíóòðåííèõ ïåðåìåí-
íûõ îò 1 äî n-m, à çàòåì íîìåðà ãðàíè÷íûõ ïåðåìåí-
íûõ îò n-m+1 äî n, è òîãäà ñèñòåìó (10) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

д

е

д

е
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X
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= .

2) Èñêëþ÷èì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Ãàóññà
n-m âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ýòà ñèñòåìà
ïðèìåò âèä

ãäå âåðõíèå ñèìâîëû – íîìåð øàãà èñêëþ÷åíèÿ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäñèñòåìà, îáðàçîâàííàÿ íèæ-

íåé ïðàâîé ÷àñòüþ ìàòðèöû À è âåêòîðàìè xÃ è ÂÃ,
ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ (11) è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì ïîäñõåìû ñ èñêëþ÷åííûìè âíóòðåííèìè ïåðå-
ìåííûìè. Ïîäñèñòåìà, îáðàçîâàííàÿ âåðõíåé òðàïå-
öèåâèäíîé ìàòðèöåé è âåêòîðàìè xÂ è ÂÂ, îáðàçóåò
óðàâíåíèå ñâÿçè ãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ óçëîâ è
ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó (12). Ïîñêîëüêó âåðõíÿÿ
ëåâàÿ ïîäìàòðèöà – òðåóãîëüíàÿ ñ åäèíè÷íûìè
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, òî ðàñ÷åò xÂ ïðè èçâå-
ñòíûõ xÃ âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì îáðàòíîãî õîäà
ìåòîäà Ãàóññà.

Âûðàæåíèÿ (11) êàæäîé ïîäñõåìû ñ ïîìîùüþ
òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Dr îáúåäèíÿþòñÿ â îá-
ùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âñåé ñõåìû îòíîñèòåëüíî
òîëüêî ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ xÃ:

ÀÃ õÃ = ÂÃ,                  (13)
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ðàçìåð êîòîðîé ðàâåí ìîùíîñòè ìíîæåñòâà, ïîëó-
÷åííîãî îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ xÃ âñåõ ïîäñõåì,
ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð ïîëíîé
ñèñòåìû ðàâåíñòâ (9) íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ ñóììå âñåõ
èñêëþ÷åííûõ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû (13) îñíîâàí íà
êîîðäèíàòíîì ñóììèðîâàíèè ìàòðèö ÀÃi è âåêòîðîâ
ÂÃi (ãäå i – íîìåð ïîäñõåìû) è ñîñòîèò â òîì, ÷òî
çàðàíåå âûäåëÿþòñÿ äâà ìàññèâà ðàçìåðàìè Nã è
Nã*Nã, ãäå Nã – îáùåå ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óçëîâ â
ñõåìå, è â ýòè ìàññèâû íà ïîçèöèè, êîîðäèíàòû
êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðîì Dr, çàíîñÿòñÿ
ñîñòàâëÿþùèå ìàññèâîâ ÀÃi è ÂÃi.

Ñõåìà ìîæåò áûòü íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî ïðè
ìàëîì ÷èñëå ïîäñõåì îêàçûâàåòñÿ âåëèê ðàçìåð
ñèñòåì óðàâíåíèé (11) è ïðèõîäèòñÿ óâåëè÷èâàòü
êîëè÷åñòâî ïîäñõåì. Íî òîãäà óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî
ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ xÃ è ðàçìåð ñèñòåìû (13),
êîòîðûé ìîæåò äîñòèãíóòü áîëüøîé âåëè÷èíû. Â
ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìå (13) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðàÿ íîâàÿ ñõåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ãðàíè÷íûõ
óçëîâ. Â òîé ñõåìå âñå âíóòðåííèå âåòâè ïîäñõåì
èñõîäíîé ñõåìû ïåðåñ÷èòàíû ê ãðàíè÷íûì óçëàì, à
âíóòðåííèå óçëû, êîíòóðû èëè ñå÷åíèÿ èñêëþ÷åíû.
Ïî îòíîøåíèþ ê íîâîé ñõåìå ìîæíî ïðèìåíèòü âñå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñàííûå âûøå, è ïîëó÷èòü ñèñ-
òåìó óðàâíåíèé

À1
Ã õ1

Ã = Â1
Ã,                     (14)

ðàçìåð êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ãðàíè÷-
íûõ ïåðåìåííûõ, îñòàâøèõñÿ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ
÷àñòè ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ èç ñèñòåìû (13).

Äàëåå ïðîöåññ ìîæåò áûòü ðåêóðñèâíî ïîâòîðåí
äî òåõ ïîð, ïîêà ñèñòåìà (14) íå îêàæåòñÿ äîïóñòèìûõ
ðàçìåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê èäåå ìíîãî-
ñòóïåí÷àòûõ ïîäñõåì.

Çàòåì ðåøàåì ñèñòåìó (14), ñîñòàâëåííóþ îòíîñè-
òåëüíî ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ âñåé ñõåìû, è ñ
ïîìîùüþ óðàâíåíèé ñâÿçè âèäà (12) íàõîäèì âñå
âíóòðåííèå ïåðåìåííûå.
4. Àëãîðèòì ðàçáèåíèÿ ñõåì

Òåïåðü ðàññìîòðèì îäèí èç ìåòîäîâ êîìïîíîâêè
÷àñòíûõ ìîäåëåé ñèñòåìû. Çàäà÷ó ðàçáèåíèÿ ìîäåëè
ñèñòåìû íà ïîäñèñòåìû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê
çàäà÷ó îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ
G={G1,G2,...,GN} ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ñõåìû
X={x1,x2,...,xK} íà N ÷àñòåé ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷å-
íèÿõ. Íåêîòîðûå èç âîçìîæíûõ ïðàâèë ýôôåêòèâ-
íîãî ðàçáèåíèÿ ïðèâåäåíû â ï.1. Â ëèòåðàòóðå [4]
âñòðå÷àþòñÿ àëãîðèòìû, îðèåíòèðîâàííûå, êàê ïðà-
âèëî, íà îäèí èç êðèòåðèåâ, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ
ýôôåêòèâíûìè äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà çàäà÷. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïàðàëëåëüíûé àëãî-
ðèòì ðàçáèåíèÿ ñõåì [2,3], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñîêðà-
òèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ ïóòåì ïðåäâàðèòåëüíîãî âûäå-
ëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ñèëüíîñâÿçàííûõ ïîäãðàôîâ è
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Èäåÿ
àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ôîðìèðîâàíèÿ ÷àñòåé
ðàçáèåíèÿ ñ ìèíèìèçàöèåé ÷èñëà âíåøíèõ ñâÿçåé
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà ðàñïðåäåëÿþòñÿ
ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû èëè âûáðàííûå â êà÷åñòâå
ñïåöèàëüíûõ. Çàòåì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà xi, ïðè-
íàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó âñåõ ýëåìåíòîâ ñõåìû X,
îïðåäåëÿåòñÿ òà ÷àñòü ðàçáèåíèÿ, ïðè ïîìåùåíèè â
êîòîðóþ ýëåìåíò äàåò íàèìåíüøåå ïðèðàùåíèå âíå-
øíèõ ñâÿçåé.

Èñõîäíîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿþòñÿ:
– ìàòðèöà öåïåé T=|tij|k*c, ãäå tij – íîìåð öåïè,

ñâÿçàííîé ñ j-ì êîíòàêòîì i-ãî ýëåìåíòà; K – ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ñõåìû; c – ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè-
÷åñòâî êîíòàêòîâ ó ýëåìåíòîâ ñõåìû;

– ìàòðèöà S=|sij|n*p, ãäå N – ÷èñëî ÷àñòåé ðàçáè-
åíèÿ; p – ÷èñëî ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé â ñõåìå; sij=1,
åñëè â i-é ÷àñòè ðàçáèåíèÿ Gi èìååòñÿ ýëåìåíò,
èíöèäåíòíûé j-é öåïè, è sij=0 — â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àëãîðèòì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ êàæäîãî xi ïî
ìàòðèöå T ñòðîèòñÿ âåêòîð S0i=|sij|n*p, ãäå sij=1, åñëè
ýëåìåíò xi ïîäêëþ÷åí ê j-é öåïè, è sij=0 — â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âîçìîæíîñòü íàçíà÷åíèÿ i-ãî
ýëåìåíòà â j-þ ÷àñòü ðàçáèåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷å-
íèåì ïðèðàùåíèÿ âíåøíèõ ñâÿçåé dkij, êîòîðîå
ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëîì åäèíèö â âåêòîðå

SS i0iFQ ××= ,  ∑
=

=
n

1i
iSF .             (15)

Çäåñü F – âåêòîð, ïîëó÷åííûé ïîðàçðÿäíîé äèçú-
þíêöèåé âñåõ ñòðîê ìàòðèöû S, êðîìå j-é, äëÿ
êîòîðîé íàõîäèòñÿ åå èíâåðñèÿ. Àíàëîãè÷íî ïîäñ÷è-
òûâàþòñÿ dkij äëÿ âñåõ j. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå dkij
ñâèäåòåëüñòâóåò î öåëåñîîáðàçíîñòè íàçíà÷åíèÿ ýëå-
ìåíòà xi â ïîäñõåìó Gi. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà âñå
ýëåìåíòû íå áóäóò ðàñïðåäåëåíû. Ïàðàëëåëüíûé
àëãîðèòì ðàçáèåíèÿ ñõåì ñîäåðæèò äâà öèêëà: âíå-
øíèé – ïåðåáîðà è ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ xi è
âíóòðåííèé – àíàëèçà âîçìîæíîñòè ïîìåùåíèÿ ýëå-
ìåíòà xi â j-þ ÷àñòü ðàçáèåíèÿ. Âíåøíèé öèêë ìîæíî
ðàñïàðàëëåëèòü ÷àñòè÷íî ïóòåì îäíîâðåìåííîãî àíà-
ëèçà ãðóïïû íåïîñðåäñòâåííî íå ñâÿçàííûõ ìåæäó
ñîáîþ ýëåìåíòîâ, ÷òî íå âíåñåò ïîãðåøíîñòè â
àëãîðèòì.

Ïðîöåäóðà âûäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà íåïîñðåäñòâåííî íå ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ Xí,
ñîäåðæàùèõñÿ â îáùåì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ X, â
ãðàôå, íå ñîäåðæàùåì èçîëèðîâàííûå âåðøèíû,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Èíâåðòèðóåì ìàòðèöó ñìåæíîñòè R=|rij|k*k, ãäå
rij=1, åñëè ýëåìåíò xi íå ñâÿçàí ñ ýëåìåíòîì xj, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå rij=0.

2. Ïî âåêòîð-ñòðîêå Ri íàõîäèì ìíîæåñòâî ýëå-

ìåíòîâ C={ci}, ck,1i =  (ãäå kc – êîëè÷åñòâî åäèíèö
â âåêòîðå-ñòðîêå Ri), íå ñâÿçàííûõ ñ xi.

3. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ci, ïðèíàäëåæàùåãî C,
íàõîäèì ìíîæåñòâî íå ñâÿçàííûõ ñ íèì ýëåìåíòîâ
D={Di(Ci)}, ck,1i = .

4. Ïåðåñå÷åíèå Di è Ri äàåò èñêîìûé ðåçóëüòàò

RD i
c

1i
iH

k
X














= ∏

=
.

Âíóòðåííèé öèêë ìîæíî ðàñïàðàëëåëèòü ïóòåì
èñïîëüçîâàíèÿ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé è èíîé îðãàíè-
çàöèè ïîäñ÷åòà çíà÷åíèé dkij. Ñóòü ìîäèôèöèðîâàí-
íîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

1. Âûäåëÿåòñÿ ãðóïïà ýëåìåíòîâ, íåïîñðåäñòâåííî
íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé è ñ ýëåìåíòîì xi: Xí={xj},

ik,1i = .
2. Äëÿ êàæäîãî xi, ïðèíàäëåæàùåãî Xí, ïî ìàòðèöå

T ñòðîèòñÿ âåêòîð-ñòîëáåö ìàòðèöû S0=|Sij|p*ki.
3. Âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð

∑
=

=
l

1i
iSF .

4. Ôîðìèðóåòñÿ ìàòðèöà Q=|Qij|l*p, ãäå
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 SQ ii F×= .
5. Âû÷èñëåíèå ïðèðàùåíèÿ âíåøíèõ ñâÿçåé dkij,

âíîñèìîãî ðàñïðåäåëåíèåì ýëåìåíòà xi â Gi äëÿ âñåõ
xi ∈ Xí, âûïîëíÿåòñÿ îäíîé îïåðàöèåé ìàòðè÷íîãî
óìíîæåíèÿ dK=Q*S0, dK=||dkij||l*ki.

6. Â ðåçóëüòàòå ãðóïïîâîé îïåðàöèè ïîèñêà ìè-
íèìàëüíîãî dkij â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû dk îïðå-
äåëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü íàçíà÷åíèÿ ýëåìåíòà xi â
j-þ ÷àñòü ðàçáèåíèÿ.

7. Íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî íåðàñïðåäåëåííûõ ýëå-
ìåíòîâ X’=X\Xí, è åñëè X’≠∅, ïóíêòû 1-7 àëãîðèòìà
ïîâòîðÿþòñÿ.

Ïðîâåäåì àíàëèç àëãîðèòìîâ. Äîñòîèíñòâîì ïà-
ðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñíèæåíèå íà ïîðÿ-
äîê âðåìåííîé ñëîæíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ áàçîâûì
âàðèàíòîì [2]. Àíàëèòè÷åñêè ïðåèìóùåñòâî ïàðàë-
ëåëüíîãî àëãîðèòìà âî âðåìåíè ðåøåíèÿ îöåíèì
÷èñëîì îïåðàöèé ñ âåêòîðàìè: äëÿ áàçîâîãî àëãîðèò-
ìà – (3+N(N+3))Kv; äëÿ ïàðàëëåëüíîãî –

(K/v(4v+2N+2Nv),
ãäå v – ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ Xí.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïîâûøåíèÿ áûñò-
ðîäåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà

4)vNN(N2
3N3aили

K)Nv2N2v4(
Kv))3N(N3(a N2

++
++

=
++
++

= .

Òàê êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå k=2, à ìàêñèìàëü-
íîå ðàâíî äîñòàòî÷íî áîëüøîìó çíà÷åíèþ N, òî
íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè

4N2
3N3,

4N3
3N3 NaNа

2

в

2

н +
++

=
+

++
= .

Íåäîñòàòêîì ïàðàëëåëüíîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ óâå-
ëè÷åíèå êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè. Äëÿ áàçî-
âîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ 2kc+Np+3p+N áàéò îïåðà-
òèâíîé ïàìÿòè (íå ñ÷èòàÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ); äëÿ ïàðàëëåëüíîãî –

2kc+2Np+Nv+pv+p,
ãäå v – ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ Xí. Êîýôôè-
öèåíò óâåëè÷åíèÿ èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè

N)3N(p2
Nv)NvN2(p2

Np3Np2
ppvNvNp22
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k
k

k
c

c

c

c
+++
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Çàäàâ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì v=2, à ìàêñèìàëü-
íûì – v=K, ïîëó÷èì íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè
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Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì çíà÷åíèÿ p=100, K=200,
N=4, c=3, vmin=2, vmax=50 è âû÷èñëèì íèæíèå è
âåðõíèå îöåíêè áûñòðîäåéñòâèÿ è îáúåìà ïàìÿòè
aí=1,9; aâ=2,5; bí=1,2; bâ=3,8.

Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì k îáúåì çàíèìàåìîé
ïàìÿòè ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì áûñòðîäåéñòâèå, â
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Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå: ñ îäíîé
ñòîðîíû, äëÿ óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ íóæíî,
÷òîáû êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, íåïîñðåäñòâåííî íå
ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé, áûëî êàê ìîæíî áîëüøèì;
ñ äðóãîé — âûïîëíåíèå äàííîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê
ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ çàòðàò ïàìÿòè. Ñàìûì ïðîñòûì
ðàçðåøåíèåì ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ÿâëÿåòñÿ íàëîæå-
íèå îãðàíè÷åíèé íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå k, äëÿ

ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà îíî ðàâíî 25, òîãäà
aâ=2,5, bâ=2,5.

Ïðè âûáîðå îãðàíè÷åíèé ñëåäóåò ðóêîâîäñòâî-
âàòüñÿ èìåþùèìñÿ îáúåìîì ïàìÿòè è òðåáóåìûì
çíà÷åíèåì áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ó÷åòîì èìåþùèõñÿ
ðàñïðåäåëåííûõ ñåòåâûõ ðåñóðñîâ è âðåìåííûõ çàò-
ðàò íà îáìåí äàííûìè ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñ-
ëèòåëüíûìè îáúåêòàìè. Íåäîñòàòêîì ïàðàëëåëüíîãî
ìåòîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü íà êàæäîì øàãå çàíîâî ðàñïðåäåëÿòü
ïàìÿòü ïîä ìàññèâû S0 è dK, òàê êàê îíè ìåíÿþò
ñâîé ðàçìåð â çàâèñèìîñòè îò v.

Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì
ðàçáèåíèÿ ñõåì ñ ó÷åòîì àíàëèçà äâóõ îïèñàííûõ
âûøå àëãîðèòìîâ, êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèå îñîáåí-
íîñòè: ìèíèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå îïåðàòèâíîé ïà-
ìÿòè; òðåáóåòñÿ 2kc+Np+N áàéò (íå ó÷èòûâàÿ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ìàññèâîâ è ïåðåìåííûõ); èíàÿ îðãàíè-
çàöèÿ ïîäñ÷åòà dkij, ÷òî ïîçâîëèò óïðîñòèòü àëãîðèòì
áåç âíåñåíèÿ ïîãðåøíîñòè è èñêëþ÷èòü íåêîòîðûå
îïåðàöèè.

Èíîé ïîäõîä ïîäñ÷åòà dkij âêëþ÷àåò: èç i-é ñòðîêè
ìàòðèöû T áåðåòñÿ ñïèñîê ñâÿçåé i-ãî ýëåìåíòà; â j-
é ñòðîêå ìàòðèöû S äëÿ j-é ÷àñòè ðàçáèåíèÿ âûáèðà-
þòñÿ ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâÿ-
çÿì i-ãî ýëåìåíòà, è ñóììèðóþòñÿ:
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ãäå ci – êîëè÷åñòâî êîíòàêòîâ i-ãî ýëåìåíòà. Àíàëî-
ãè÷íî ðàññ÷èòûâàþòñÿ dkij äëÿ âñåõ j. Ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå dkij ñâèäåòåëüñòâóåò î öåëåñîîáðàçíîñòè
íàçíà÷åíèÿ i-ãî ýëåìåíòà â j-þ ïîäñõåìó. “Íîâîå” dkij
ïîêàçûâàåò, êàêîå êîëè÷åñòâî êîíòàêòîâ i-ãî ýëå-
ìåíòà ïîäêëþ÷åíî ê óæå ðàñïðåäåëåííûì öåïÿì â j-
é ïîäñõåìå. Òàêîå âû÷èñëåíèå dkij (17) ïîçâîëÿåò
èñêëþ÷èòü âåêòîðû F, Si, S0i è óìåíüøèòü êîëè÷å-
ñòâî îïåðàöèé ñ íèìè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåí ïîëíûé êðóã âîïðî-
ñîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîçìîæíîñòüþ è ïðèíöèïàìè
äåêîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, ïðåäëîæåí îäèí
èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ ðàçáèåíèÿ è ïðîâåäåíà
îöåíêà åãî ýôôåêòèâíîñòè.
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