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Известно, ЧТО отсутствие строгой 'И полной теории нелинейных 
динамических преобразований стохастических сигн&лои сущесттгн- 
йо ограничивает возможности анализа, синтеза и  идентификаций



реальных радиосистем [1]. Поэтому цель исследования основный 
статистических характеристик сигнала на выходе нелинейных ра­
диосистем вольтерровского типа, которые широко распространены 
на практике и обладают достаточно хорошо разработанным мате­
матическим аппаратом их аналитического описания [1; 2].

Запишем выходной отклик у ( - )  одномерной нелинейной инер­
ционной системы с  постоянными параметрами и аналитическими 
(или приводимыми к аналитическим) характеристикам в виде ста­
ционарного ряда Вольтерра от входного воздействия х ( •) [2^ :

И оо (Ю « оо
у ( 0  =  2  уя ( 0 = 2  I ] М т1* — тл)П  ху — т , ) ^ ,  (1)Л=1 /Х»1 —°° —во { «=»1

где к п( ' )  — ядро Вольтерра п-го порядка, характеризующее им­
пульсную переходную характеристику п -й подсистемы Вольтерра 
общей функциональной модели исследуемой нелинейной радио­
системы; Уп( ' )  — парциальный выходной отклик подсистемы 
Вольтерра п-го порядка указанной выше модели. Таким образом, 
описываемая формулой (1) общая функциональная модель иссле­
дуемой нелинейной динамической радиосистемы (далее1—системы 
вольтер ровского типа) представляет собой параллельное соедине­
ние не более чем счетной совокупности подсистем Вольтерра раз­
личных порядков. ,

Отметим, что из значительного количества статистических ха­
рактеристик случайных процессов особое место занимает их ста­
ционарность. Поэтому представляется целесообразным в первую 
очередь исследовать влияние вольтерровских нелинейных инерци­
онных преобразований стохастических сигналов на стационарные 
свойства последних. 'В этой связи сформулируем и докажем сле­
дующее утверждение. •

Теорема 1. Д л я  обеспечения стационарности т-го порядка вы­
годного отклика Уп(-)  п-й подсистемы Вольтерра достаточно ста­
ционарности (т-п) - го порядка входного сигнала х ( ■).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ц соответствии с известным определе­
нием Ш , стационарности т -го  порядка случайного процесса 
Уп(-)  означает независимость всех его моментов порядка не вы­
ше т  от начала отсчета времени, т. е.

М Л [ул (*,) •... • У„ (**)} =  М * \ у а (* +  9 • ... . уп Цк +  0)}4=  (2)

=  М* [У»] (*1, -  , Ь - 1 [ ! . «] ,

где — МД-}  — момент к-то порядка; 0 — произвольный времен­
ной сдвиг;

1 >
£/ — $£+1 — 1̂> (к — 1)].

Используя формулу (1) с учетом отмеченного ранее постоянст­
ва параметров нелинейных систем исследуемого типа (подсистем



Вольтерра их общей функциональной модели), перепишем левую 
часть равенства (2) в виде

. I  У (Т11 • • тя1) X
п Г <х> со п

X  П Х ( ^ ~ тЛ)йГт/|] ...• / 1ая(т14,... тя4) Г1Х(/*
л = 5 1_~00 *-°0 /* = 1 /

|1ри меняя известную теорему о среднем суммы [1] , из соотноше­
ния (3) получаем

л М У я ( 0 -  ••• •&(**)} =
Й Л \ Л П '
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— 1 ] М -Ъ п  {-V (̂ 1 Тц)> ••• •, X  тпй)} Л И п , тлу) П с1т у.
7-1 7/-1

, (4)
И з выражения (4) следует, что для обеспечения независимости от 
начала отсчета времени £-го момента М к{ У п { и ) у п (4 )}  выход­
ного отклика г/п(-) требуется независимость от начала отсчета 
времени мо'мента (к-п)-го порядка Мкп{х(^1) ... х (Ьп) }  входного 
воздействия х ( - ) ,  т. е.

М кп \ х  (О  ■ ...■*(/»„)} =  М кп {х  (/, +  6) • ... , х  Укп +  0)) =
Л

— Л4*л|хЗ С7! 1’ < Чкп — 1 ), (5)
&

4 * =  ( ^ + п # —  ^ + 0  —  (*1 —  * 1 ), [1 .(1 . (А .  — 1)1;

А 1+ш1 Ь

г д е

Г + 1
л +  3, \-( п

где ЛУ— множество натуральных чисел; [•]* — обозначение целой 
части числа, записанного в квадратных скобках.

Кроме того, поскольку равенство (2) должно выполняться при 
всех значениях к  из множества натуральных чисел [1, тп], то для 
■«справедливости сформулированного выше утверждения о стацио­
нарности т-то порядка выходного отклика У п ( - )  п - й подсистемы 
Вольтерра общей функциональной модели нелинейной инерцион­
ной системы вольтерровского типа достаточно обеспечить стацио­
нарность (п-т)-то порядка сигнала х ( - )  на входе данной систе­
мы, а следовательно, и на входе указанной подсистемы .Вольтерра.

Таким образом, доказанное утверждение означает, что нелиней­
ное вольтерровское преобразование п -го порядка случайного про­
цесса понижает порядок его стационарности в п раз. Отсюда еле-



дует, в  частности, что свойство стационарности в широком смысле 
(стационарности второго порядка) случайных процессов не сохра­
няется при их произвольных нелинейных 'преобразованиях вольтер- 
ровского типа. Можно показать такж е справедливость подобных 
утверждений и для случайных (нестационарных) процессов со ста­
ционарными приращениями [1]. в  последнем случае теорему 1 
можно сформулировать следующим образом. ■

Теорема 1 ' . Дл я  обеспечения стационарности т-го порядка при­
ращений 8уп (•)  выходного отклика у п ( •)  п-й подсистемы Вольтер- 
ра достаточно стационарности (т-п)-го порядка ’ приращений  
б х ( - )  выходного сигнала х ( - ) .
■ Доказательство данного утверждения аналогично доказатель­
ству теоремы 1 с заменой х ( - )  и у ( - )  на 8 х ( - )  и ду( - )  соответ­
ственно. Легко видеть, что утверждение 1 справедливо для прира­
щений любых порядков стохастических процессов х ( •) и Уп(-) .  
Кроме того, из теоремы 1 вытекает почти очевидное следствие. ' 

С л е д с т в и е  1. Д ля обеспечения стационарности второго по­
рядка (стационарности в широком смысле или, что эквивалентно, 
стационарности по А. Я. Хинчину) выходного сигнала у п ( ' )  п -й 
подсистемы Вольтерра достаточно стационарности (2-п)-то поряд­
ка входного воздействия х ( - ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Справедливость данного положения сле­
дует из приведенных выше формул (4) и (5) для к =  2. Нетрудно 
показать также и корректность следующего утверждения.

С л е д с т в и е  2. Д ля обеспечения строгой стационарности 
(стационарности в узком смысле) сигнала Уп(-)  на выходе п-й 
подсистемы Вольтерра достаточно строгой стационарности входно­
го воздействия х ( - ) .  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как известно [1], строгая стационар­
ность (стационарность в узком смысле) случайного сигнала у п ( 0  
предполагает, что функции его распределения любых порядков ин­
варианты к временному сдвигу. С другой стороны, справедливость 
соотношения (2) для всех значений коэффициента к  из полного- 
счетного множества натуральных чисел N  при выполнении доста­
точных условий (Карлемана [3]

2 (Л * а ч ,я] Н ) - 1/г*==°° (6>Л=1
разрешимости классической проблемы моментов Чебьгшева (про­
блемы восстановления функции распределения стохастического 
процесса Уп(-)  по его моментам)

% „ ] ( • } =  1 у п( 0 ^ в к {упи ) } =  I Уп СО/ЛУп (01 йУп(0 (7)— м -— оо 1

позволяет обоснованно утверждать о корректности переноса ранее 
указанного свойства (2) независимости всех моментов Л4*|У()]{ 
от начала отсчета времени на функции распределения !ь.{уп ( - ) \  
любых порядков. Отметим также, что в формуле.(7) символами Р{ ■ ^
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и /*{•} обозначены интегральная функция распределения и плот­
ность вероятности к-го порядка. Кроме того, поскольку на макси­
мальное значение величины т  -в формуле (2) никаких ограничений; 
априори не налагалось, то справедливость б едстви я  2 теоремы 1 
вытекает автоматически из формул (4) и (5) с учетом & е[1 , иг] 
дрй

Д ля дальнейшего изложения потребуется следующая вспомога­
тельная теорема.

. Л е м м а  1. Д ля  обеспечения стационарной связанности выход-  
ных откликов Уп1(-)  и Уп2{ } подсистем Вольтерра любых двух  
различных (т. е. при п^-фпг) порядков необходимо и, достаточно? 
строгой стационарности входного сигнала х ( - ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определению [ 1 ] два случай­
ных процесса */«,(•) и у ■ \ являются стационарно связанными,, 
если их совместные функции распределения любого порядка не за ­
висят от положения начала отсчета времени. С учетом отмеченной 
.йрй доказательстве следствия 2 теоремы 1 принципиальную воз­
можность прямого (и, очевидно, обратного) переноса свойства ин­
вариантности к началу временного отсчета всех моментов на функ­
ции распределения любого порядка, поставленная, выше' задача! 
сводится к доказательству утверждения вида * ’ .

М 1{ х ( ( 1) • ... • л; (*,)} =  М, {«(/!, +  0)- ... • * ( / /  +  0)]== •

, =  Мцх\ {£], . . . ,  €/—1}, VЛ (8)Д
где +/с2М2*а Однако справедливость выражения (8)
легко показать, проделав го сбтоношением для  определения мо­
мента ^ » , + * 5  Ь Ч  (^1 )' -  'У \  (/*,) У», (<*! +  !)■ -  Уп2 (<*г+*,)У вы­
кладки, аналогичные проведенным при выходе формул 1(4) я  (5). 
Кроме того, поскольку коэффициенты к\, кг, а также величины п и 
« 2  могут принимать любые значения -из Ы, то множество возмож­
ных значений I должно включать в  себя весь. рИ’д натуральных:, 
чисел, т. е. достаточное утверждение (8) является одновременно 
и необходимым. Таким образом, есть все исходные данные для 
строгого обоснования следующего утверждения, имеющего сущест­
венное самостоятельное значение.

Теорема 2. Д л я  обеспечения строгой стационарности выходного- 
сигнала у ( - )  нелинейной инерционной радиосистемы вольтерров- 
ского типа необходимо и достаточно строгой стационарности вход­
ного воздействия х ( - ) .  ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно, что строгая стационарность 
выходного отклика у ( - )  будет обеспечена в том и только в том 
случае, когда все это парциальные составляющие у п (-) ,  00 I
являются строго стационарными и, кроме того, стационарно свя­
занными (попарно — для всевозможных сочетаний) [1]., Однако 
первое из указанных выше условий доказывается следствием 2 из 
теоремы 1, а второе — леммой 1. При этом , из 'последней вйте- 
кает и необходимость указанных в теореме 2 достаточных условий
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строгой стационарности сигнала у ( •) на выходе .нелинейной ди­
намической рлдиосиетемы вольтерровского типа.

.Итак, из доказанной теоремы 2 следует важный в теоретиче­
ском и 'практическом отношениях вывод о том, что .свойство стро­
гой стационарности случайных процессов сохраняется при их про­
извольных нелинейны« инерционных преобразованиях вольтерров­
ского типа, т. е. указанное свойство инвариантно к данным пре­
образованиям. Кроме того, факт стационарности выходного откли­
к а  нелинейной динамической радиосисгемы вольтерровского типа 
подтверждает такж е и стационарность сигнала на входе этой ра- 
диосисгему (т. е. обратные описанным ранее результаты также 
справедливы).

Заметам, что для решения целого ряда теоретико-вероятност­
ны« и статистических задач существенна и эргодичность изучае­
мых строго стационарных случайных процессов. В связи с этим 
необходимо исследовать влияние вольтерровеких нелинейных инер­
ционных преобразований стохастических сигналов на эргодичеюкие 
свойства последних. Д ля достижения данной цели сформулируем 
и докажем следующее утверждение.

Теорема 3. Достаточным условием эргодичности выходного от­
клика  Уп( ' )  подсистемы Вольтерра п-го порядка является справед­
ливость 'следующего предельного соотношения для входного воз­
действия х ( - ) :

Um Л12Я[х] (? 1 , . . . , Игп—i) =  О,
{f,}2/ 1- 1-*™ (9)

где lim— сходимость в среднем; {• }*я — переборное множество стоя­
щ ей в фигурных скобках величины с переменным подстрочным ин­
дексом, варьируемым в указанных нижнем и верхнем пределах

* А
изменения его значения, т. е. {ц}*"-1— {£i..., | 2n-i}, причем сим­
вол означает: ►оо; уг'ё[1, (2п— 1)];  (•) —
надстрочный символ, означающий центрирование случайного про­
цесса, т. е.

x ( t ) = x ( t b —  Afj {«(*)} = « ( / )  — (i) =  x ( t )  — Ма д . (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В соответствии с известной эргодиче- 
-ской теоремой [4], достаточным условием эргодичности строго ста­
ционарного стохастического процесса у п ( - )  является выполнение 
предельного равенства

Hm Afal^] (^>==0- (11)

Повторяя затем выполнение при выходе формулы (5) рассужде­
ния и учитывая при этом соотношение (10) и следствие 1 к теоре­
ме 1, получаем, что выражение (9) и (11) строго эквивалентны.

Используя далее теорему 3, покажем корректность следующего 
окончательного утверждения.

Теорема 4. Достаточным условием эргодичности полного вы­
ходного сигнала у ( - )  нелинейной инерционной радиосистемы воль-



керровского типа является справедливость полной совокупности 
предельных соотношений следующего вида:

lim M 2„w(Ei, ... , ї 2л- і )  =  0 ; [1, со].
00 I**/

,Д о к а з  а т е л ь с  т в о. Из ранее доказанной теоремы 3 следу­
ет^ «то выполнение условия (2) означает эргодичность всех пар­
циальных составляющих У п ( - )  полного выходного отклика у ( - )  
(Нелинейной щи., чической радиосистемы вольтерровсколо типа, 
*£|0ме ТОГО, в О О О Т В еи Т В И И  с  известной теоремой о среднем сум- 
Йй (1J. совокупность произвольного (но не более, чем счетного) 
* їичества эргодических случайных процессов такж е является 

гбдическим случайным процессом.
Необходимо отметить справедливость утверждений, обратных 

ФёЬремам 3, 4. Таким образом, эргодичность сигнала на выходе 
произвольной нелинейной инерционной радиосистемы вольтерров- 
МОго типа (или выходного отклика любой подсистемы Вольтерра 
тощей функциональной модели данной радиосцстемы) дает отно- 
В&ние утверждать и Об эргодичности входного воздействия. бместе 
£  тем, из теорем 3, 4 следует также, что обеспечение эргодичности 
выходного сигнала нелинейной динамической радифсйстемы воль- 
♦ер'ровского типа предъявляет более жесткие требования к статй- 
ёйгчееким характеристикам сигнала на ее входе, чем для эргодич­
ности собственно этого входного сигнала. Итак, теорема 4 — это 
Обобщение известной эргодичной теоремы 4 для достаточно широ­
кого класса нелинейных инерционных систем вольтерровского типа.

Аналогично можно оценить и другие вероятностные характе­
ристики выходного отклика указанных радиосистем. Анализ ре­
зультатов работы позволяет достаточно обоснованно утверждать, 
что предложенное направление открывает вполне реальную воз­
можность строгого построения общей статистической теории нели­
нейных инерционных радиосистем вольтерровского типа.
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