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Анотація—Розглянуто першу початково-крайову задачу 

для багатовимірного квазілінійного рівняння 

теплопровідності. На основі модифікованого методу Роте на 

кожному часовому шарі вихідна задача замінена нелінійною 

крайовою задачею для еліптичного рівняння. Методом 

функцій Гріна від цієї задачі виконано перехід до 

еквівалентного інтегрального рівняння Гаммерштейна, яке 

далі розглянуто як нелінійне операторне рівняння з 

гетеротонним оператором у просторі неперервних функцій, 

напівупорядкованому конусом невід’ємних функцій. Для 

знаходження додатного розв’язку інтегрального рівняння (а 

отже, і узагальненого розв’язку відповідної крайової задачі) 

на кожному часовому шарі побудовано метод послідовних 

наближень з двобічним характером збіжності. Наведено 

результати обчислювального експерименту для тестової 

задачі. 

Abstract—The first initial-boundary problem for the multi-
dimensional quasi-linear heat equation is considered. Based on 
the modified Rothe method at each time layer the original non-
stationary problem is replaced by a nonlinear boundary-value 
problem for an elliptic equation. Using the Green’s functions 

method of nonlinear boundary value problems a transition to an 
equivalent Hammerstein integral equation is considered, which is 
investigated as a nonlinear operator equation with a heterotone 
operator in the space of continuous functions that is semiordered 
by a cone of non-negative functions. To find a positive solution of 
the integral equation (and hence a generalized solution of the 
corresponding boundary value problem), a method of successive 
approximations with a two-sided character of convergence is 
constructed on each time layer. A computational experiment was 
carried for test problem. 

Ключові слова—квазілінійне рівняння теплопровідності; 

додатний розв’язок; метод Роте; двобічні наближення 

Keywords—quasi-linear heat equation; positive solution; Rothe 
method; two-sided approximations 

I. ВСТУП 

Актуальність дослідження. Проблема математичного 
моделювання різноманітних процесів у фізиці, хімії, 
біології призводить до необхідності розв’язання 
початково-крайових задач для квазілінійного 



Інформаційні системи та технології    ІСТ-2018 
Секція 2. Математичне та комп’ютерне моделювання у інформаційних системах 

 
136 

 

параболічного рівняння теплопровідності [3, 6, 7]. Методи 
чисельного аналізу таких задач зазвичай засновані на 
використанні методів скінченних різниць, скінченних 
елементів або методу прямих [1, 4, 8]. На цей час 
актуальною є розробка таких наближених методів 
розв’язання початково-крайових задач для квазілінійного 
рівняння теплопровідності, які б були ітераційними та 
дозволяли будувати послідовності функцій з двобічним 
характером збіжності до шуканого розв’язку. 

Цілі та задачі дослідження. Метою роботи є розробка 
нового методу розв’язання першої початково-крайової 
задачі для багатовимірного квазілінійного рівняння 
теплопровідності на основі сумісного використання 
модифікованого метода прямих (метода Роте) і метода 
двобічних наближень. Дана робота продовжує 
дослідження, розпочаті автором в [5], і розповсюджує їх 
на нестаціонарні рівняння. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Розглянемо початково-крайову задачу вигляду 

 div( ( , ) ) ( , ) ( , , )
u

p t u q t u f t u
t


   


x x x , (1) 

 x , 0(0, ]t T  , 
 ( , ) 0u t x , x , 0(0, ]t T  , (2) 

 0u

 , 0(0, ]t T  , (3) 

 
0

( )
t

u

  x , x , (4) 

де   – вимірна за Жорданом область з 2  чи 3  з 

кусково-гладкою межею   ( ); 1 2( , )x xx  , 

якщо 2 , і 1 2 3( , , )x x xx   , якщо 3 . 

Позначимо 
0 0{( , ) | , [0, ]}TQ t t T  x x   . 

Вважатимемо, що 

 ( , ) 0p t x , ( , ) 0q t x , якщо 
0

( , ) Tt Qx  , 

 ( , )p tx  неперервно диференційована за змінними x , 

 якщо 
0

( , ) Tt Qx  , 

 ( , )q tx  неперервна, якщо 
0

( , ) Tt Qx  , 

 ( , , )f t ux  неперервна і додатна, якщо 
0

( , ) Tt Qx  , 0u  , 

 ( ) x  неперервна і додатна, якщо x , 0


  . 

Задача (1) – (4) часто зустрічається у математичному 
моделюванні нелінійних нестаціонарних процесів, 
розглядуваних у біології, теорії горіння, хімічній кінетиці 
тощо [6, 7]. Умова додатності (2) при цьому є наслідком 
прикладного сенсу функції u  у тій чи іншій галузі. 

III. МЕТОД ЧИСЕЛЬНОГО АНАЛІЗУ 

На відрізку 0[0, ]T  введемо сітку з кроком  , яка 

складається з точок jt j  , 0, 1, 2, ...,j m     , 0m T  , і 

позначимо ( ) ( , )j j jU U u t x x  , 0, 1, 2, ...,j m     . 

В рівнянні (6.37) відповідно до методу прямих Роте 

диференціальний оператор 
u

t




 апроксимуємо 

відношенням скінченних різниць і розв’язок задачі (1) – 
(4) шукатимемо вздовж прямих constt  . Тоді з похибкою 

( )O   рівняння (6.37) на прямій jt t , 1, 2, ...,j m    , 

замінюється нелінійним еліптичним рівнянням 

 1 div( ( , ) ) ( , ) ( , , )j j
j j j j j j

U U
p t U q t U f t U

   


x x x . (5) 

Рівняння (5) є модифікацію класичного методу Роте 
[8], бо на j -му часовому шарі використовує поточне 

значення jU  при апроксимації нелінійності ( , , )f t ux , а не 

попереднє значення 1jU  . 

Відповідно до початкової умови (4) на нульовому 

часовому шарі 0 0t   матимемо 0( ) ( )U  x x . 

Використовуючи крайову умову (3) отримаємо 

крайову умову на функцію ( )jU x : 0jU

 . 

Отже, розв’язання початково-крайової задачі (1) – (4) 
зводиться до розв’язання послідовності нелінійних 
еліптичних крайових задач 

 1

1
div( ( ) ) ( ) ( , , )j j j j j j jP U Q U U f t U    


x x x , (6) 

 x , 
 ( ) 0jU x , x , (7) 

 0jU

 , (8) 

 1, ...,j m   ; 
 0( ) ( )U  x x , 

де позначено ( ) ( , )j jP p tx x , 
1

( ) ( , )j jQ q t 


x x . 

Як бачимо, ( ) 0jQ x  у   при будь-якому 0  . 

Збіжність метода Роте при 0  доведена у різних 

класах гладких та узагальнених розв’язків для широкого 
класу нелінійностей у рівнянні (1) [1, 8]. 

Крайові задачі (6) – (8) розв’язуються послідовно, а 

отже, при розв’язанні задачі для ( )jU x  функція 1( )jU  x  

буде вже відомою. Тому праву частину рівняння (6) 

позначимо через ( , )jF Ux  : 

 1

1
( , ) ( ) ( , , )j j j j jF U U f t U 


x x x . (9) 

Застосуємо для розв’язання кожної з задач (6) – (8) 
метод двобічних наближень на основі використання 
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функції Гріна, розроблений у [5]. 

Розглянемо задачу (6) – (8) для деякого фіксованого j . 

Якщо ( , )jG x s  – відповідна функція Гріна, то ця задача 

еквівалентна інтегральному рівнянню Гаммерштейна 

 ( ) ( , ) ( , ( ))j j j jU G F U d


 x x s s s s  . (10) 

Розглядатимемо рівняння (10) у банаховому просторі 

( )C  , напівупорядкованому конусом   невід’ємних у 

  неперервних функцій, і шукатимемо узагальнений 

розв’язок ( )jU x  крайової задачі (6) – (8), тобто 

неперервний розв’язок інтегрального рівняння (10). 

Введемо у розгляд нелінійний інтегральний оператор 

jT , що діє у ( )C   за правилом 

 ( )( ) ( , ) ( , ( ))j j j jT U G F U d


 x x s s s s  . (11) 

Нехай функція ( , , )f t ux  дозволяє діагональне подання 

ˆ( , , ) ( , , , )f t u f t u ux x , де невід’ємна функція ˆ( , , , )f t v wx  є 

неперервною за сукупністю змінних x , t , v , w , 
монотонно зростає за v  і монотонно спадає за w  для всіх 

x , 0(0, ]t T  . Тоді функція ( , )j jF Ux   вигляду (9) теж 

дозволятиме діагональне подання у вигляді 
ˆ( , ) ( , , )j j j j jF U F U Ux x   , де функція ˆ ( , , )jF v wx    

задаватиметься рівністю 

 1

1 ˆˆ ( , , ) ( ) ( , , , )j j jF v w U f t v w 


x x x  . (12) 

Через неперервність і невід’ємність на   функції 

1( )jU  x  функція ˆ ( , , )jF v wx    буде неперервною за 

сукупністю змінних x , v , w  невід’ємною функцією, що 

монотонно зростає за v  і монотонно спадає за w  для всіх 

x . 

Отже, оператор jT  вигляду (11) буде гетеротонним з 

супровідним оператором 

 ˆ ˆ( , )( ) ( , ) ( , ( ), ( ))j j jT v w G F v w d


 x x s s s s s . (13) 

Оператори jT  і ˆ
jT  є цілком неперервними [2]. 

Лема 1. Оператор jT  вигляду (11) буде: 

а) додатним оператором; 

б) 0u -додатним оператором з функцією 0 ( )ju x , яка 

задається формулою 

 0 ( ) ( , )j
ju G d



 x x s s ; (14) 

в) гетеротонним оператором с супровідним 

оператором вигляду (13), якщо функція ( , , )f t ux  дозволяє 

діагональне подання ˆ( , , ) ( , , , )f t u f t u ux x , де невід’ємна 

функція ˆ( , , , )f t v wx  є неперервною за сукупністю змінних 

x , t , v , w , монотонно зростає за v  і монотонно спадає 

за w  для всіх x , 0(0, ]t T  ; 

г) псевдоувігнутим і навіть 0u -псевдоувігнутим 

оператором функцією 0 ( )ju x , яка має вигляд (14), якщо 

для всіх , 0v w  і при будь-якому (0, 1)   

 
1ˆ ˆ, , , ( , , , )f t v w f t v w 

   
 

x x      , x , 0(0, ]t T  . (15) 

Далі вважатимемо, що оператор jT  вигляду (11) є 

гетеротонним з супровідним оператором ˆ
jT  вигляду (13). 

Побудуємо метод двобічних наближень знаходження 
додатного розв’язку інтегрального рівняння (10) (а отже, і 
крайової задачі (6) – (8)). 

Виділимо у конусі   сильно інваріантний для 

гетеротонного оператора jT  конусний відрізок 0 0,j jv w  . 

Це призводить до того, що для функцій 0 ( )jv x  і 0 ( )jw x  

виконуватимуться нерівності 

 0 0 0ˆ( , ) ( , ( ), ( )) ( )j j j j jG F v w d v


 x s s s s s x    для всіх x , 

 0 0 0ˆ( , ) ( , ( ), ( )) ( )j j j j jG F w v d w


 x s s s s s x    для всіх x , 

або (з урахуванням (12)) для всіх x  

 0 0 0ˆ( ) ( , ) ( , , ( ), ( )) ( )j j j j j jG f t v w d v


  x x s s s s s x    , (16) 

 0 0 0ˆ( ) ( , ) ( , , ( ), ( )) ( )j j j j j jG f t w v d w


  x x s s s s s x    , (17) 

де позначено 

 1

1
( ) ( , ) ( )j j jG U d



 
 

x x s s s . 

Очевидно, що ( ) 0j x  для всіх x  і 0j 
  . 

Тепер сформуємо ітераційний процес: 

 ( 1) ( ) ( )ˆ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))k k k
j jv G F v w d



 x x s s s s s   , 0, 1, 2, ...k     , 
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 ( 1) ( ) ( )ˆ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))k k k
j jw G F w v d



 x x s s s s s   , 0, 1, 2, ...k     , 

 (0) 0( ) ( )jv vx x , (0) 0( ) ( )jw wx x . 

З урахуванням (12) ітераційні формули набувають 
вигляду 

   ( 1) ( ) ( )ˆ( ) ( ) ( , ) ( , , ( ), ( ))k k k
j j jv G f t v w d



   x x x s s s s s    , (18) 

   ( 1) ( ) ( )ˆ( ) ( ) ( , ) ( , , ( ), ( ))k k k
j j jw G f t w v d



   x x x s s s s s    , (19) 

 0, 1, 2, ...k      

 (0) 0( ) ( )jv vx x , (0) 0( ) ( )jw wx x . (20) 

Послідовність функцій ( ){ ( )}kv x  є неспадною за 

конусом  , а послідовність ( ){ ( )}kw x  є незростаючую за 

конусом  . Тоді з нормальності конуса   випливає 

існування границь ( )v x  і ( )w x  цих послідовностей.  

Теорема 1. Нехай 0 0,j jv w   – сильно інваріантний 

конусний відрізок для гетеротонного оператора jT  

вигляду (11) з супровідним оператором ˆ
jT  вигляду (13) і 

система рівнянь 

 ˆ( ) ( ) ( , ) ( , , ( ), ( ))j j jv G f t v w d


   x x x s s s s s    , (21) 

 ˆ( ) ( ) ( , ) ( , , ( ), ( ))j j jw G f t w v d


   x x x s s s s s    , (22) 

не має на 0 0,j jv w   розв’язків таких, що v w . Тоді 

ітераційний процес (18) – (20) двобічно збігається у нормі 

простору ( )C   до єдиного на 0 0,j jv w   неперервного 

додатного розв’язку ( )jU  x  крайової задачі (6) – (8). 

Двобічна збіжність ітераційного процесу (18) – (20) 
означає виконання ланцюга нерівностей 

 0 (0) (1) ( )... ...k
jv v v v U   

 ( ) (1) (0) 0... ...kw w w w . 

Теорему 1 можна уточнити за рахунок накладання 

додаткових умов на функцію ˆ( , , , )f t v wx , за виконання 

яких система рівнянь (21), (22) не має на 
0 0,j jv w   

розв’язків таких, що v w . Зокрема, використання умови 

(15) призводить до такого результату. 

Теорема 2. Нехай 0 0
0, ( )j

j jv w K u   – сильно 

інваріантний конусний відрізок для гетеротонного 

оператора jT  вигляду (11) з супровідним оператором ˆ
jT  

вигляду (13), 1, ...,j m   , і для всіх , 0v w  і при будь-

якому (0, 1)   

 
1ˆ ˆ, , , ( , , , )f t v w f t v w 

   
 

x x      , x , 0(0, ]t T  . 

Тоді при кожному j , 1, ...,j m   , ітераційний процес 

(18) – (20) двобічно збігається у нормі простору ( )C   до 

єдиного на 0 0,j jv w   неперервного додатного розв’язку 

( )jU  x  крайової задачі (6) – (8). 

При реалізації розглянутого методу двобічних 
наближень за наближений розв’язок вихідної 
нестаціонарної задачі (1) – (4) на j -му часовому шарі на 

k -й ітерації приймаємо функцію 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2

k k
k

j

w v
U




x x
x . (23) 

На кожній k -й ітерації ми маємо зручну апостеріорну 

оцінку похибки для наближеного розв’язку (23): 

 ( ) ( ) ( )1
max( ( ) ( ))

2
k k k

j j kU U w v


    

x
x x , 

що є перевагою побудованого двобічного ітераційного 
процесу. 

Отже, якщо задана точність 0  , то ітераційний 

процес розв’язання j -ї задачі, 1, ...,j m   , слід проводити 

до виконання нерівності 

 ( ) ( )max( ( ) ( )) 2j jk kw v


  
x

x x  

і з точністю   можна вважати, що 

 ( )( , ) ( ) ( )jk
j j ju t U U  x x x . 

Тоді, застосовуючи запропонований метод двобічних 
наближень до крайових задач методу прямих на кожному 
часовому шарі, ми отримаємо набір функцій 

 0( ) ( )U  x x , 1( )
1 ( )kU x , 2( )

2 ( )kU x , …, 
( ) ( )mk
mU x . 

Відповідно до загальних теорем збіжності метода Роте 
[1] з теорем 1, 2 випливає збіжність запропонованої схеми 
до розв’язку задачі (1) – (4) при 0 . 

IV. ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ 

Розглянемо задачу (1) – (4) у одиничному квадраті 

1 2 1 2{ ( , ) :0 , 1}x x x x   x    з ( , ) 1p t x  , ( , ) 0q t x  , 
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1

( , , )f t u u
u

 x   , (24) 

 1 2 1 2( ) (1 )(1 )x x x x   x . 

Для функції ( , , )f t ux  вигляду (24) обираємо 

1ˆ ( , , , )f t v w v
w

 x . Виконання умовиа 0u -псевдо-

увігнутості (15) для функції ( , , )f t ux  вигляду (24) 
перевіряється безпосередньо. 

Функція Гріна крайової задачі (6) – (8) у цьому 
випадку має вигляд 

 1 2 1 2
2 2 2 2

1 1

sin sin sin sin
( , ) 4

( )n m

nx mx ns ms
G

n m

 

 

   


   
x s , 

де 1 2( , )x xx  , 1 2( , )s ss  , 2 1
 


. 

Знайдемо наближений розв’язок задачі (1) – (4) на 
першому часовому шарі для 0,1  . Шукаючи кінці 

сильно інваріантного конусного відрізка 0 0
1 1,v w   у 

вигляді 0
1 1 0( ) ( )v u x x , 0

1 1 0( ) ( )w ux x , де 

0 ( ) ( , )u G d


 x x s s , отримано, що нерівності (16) – (17) на 

першому часовому шарі ( 1j  ) задовольняються при 

1 1,6693  , 1 14,4990  . 

Отже, згідно з теоремою 2 ітераційний процес 

 ( 1) ( )
1 ( )

1
( ) ( ) ( , ) ( )

( )

k k

k
v G v d

w





 
    
  

x x x s s s
s

 , 

 ( 1) ( )
1 ( )

1
( ) ( ) ( , ) ( )

( )

k k

k
w G w d

v





 
    
  

x x x s s s
s

 , 

 0, 1, 2, ...k     , 

 (0)
1 0( ) ( )v u x x , (0)

1 0( ) ( )w ux x , 

де 

1 1

1 1 1 2 1 2 2

0 0

( ) 10 ( , ) (1 )(1 )ds G s s s s ds    x x s , двобічно 

збігається до функції 1 ( )U  x , яка є наближенням за 

модифікованим методом Роте для 1( , )u tx  . 

Для 410   було зроблено десять ітерацій. На рис. 1 

наведено графіки верхніх ( ) ( )kw x  (суцільна лінія) та 

нижніх 
( ) ( )kv x  (штрихована лінія) наближень до 1 ( )U  x  

для 0, 2, 4, 6k      у перерізі 2 0,5x  . Розглядаючи 

відношення 
( 1)

( )

k

k




, 0, 1, ..., 9k     , похибок k , отримали 

( 1)

( )
0,452

k

k





, що свідчить про геометричну швидкість 

збіжності ітераційної послідовності з таким показником. 

0.2 0.4 0.6 0.8
x1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

w k x1,0,5 , v k x1,0,5

 

Рис. 6. Графіки верхніх 
( )( )kw x  (суцільна лінія) та нижніх 

( ) ( )kv x  

(штрихована лінія) наближень до 1 ( )U  x  для 0, 2, 4, 6k      у 

перерізі 2 0,5x   для першого часового шару ( 0,1  ) 

V. ВИСНОВКИ 

У роботі для розв’язання першої початково-крайової 
задачі для напівлінійного багатовимірного квазілінінйного 
рівняння теплопровідності вперше запропоновано 
комбінація модифікованого метода Роте і метода двобічних 
наближень на основі використання функції Гріна. 
Обчислювальний експеримент, проведений для тестової 
задачі зі степеневою нелінійністю, продемонстрував 
можливості та ефективність метода. Запропонований метод 
може бути використаний при розв’язанні прикладних задач, 
математичними моделями яких є початково-крайові задачі 
вигляду (1) – (4). Цим визначається наукова новизна та 
практична значущість отриманих результатів. 
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