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ПРОНИКНОВЕНИЕ НОРМАЛЬНОЙ К ПОВЕРХНОСТИ ВИХРЕВОЙ 
СОСТАВЛЯЮ Щ ЕЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ В М ЕТАЛЛЫ  

ПРИ СКИН-ЭФФЕКТЕ

На плоской границе металла со стороны внешнего пространства, которое будем считать вакуу­
мом, при наличии электромагнитного поля присутствуют как тангенциальные к поверхности состав­
ляющие электрического и магнитного полей, так и нормальные. Затухание тангенциальных состав­
ляющих электромагнитного поля при условиях скин-эффекта для нормальные металлов в общем слу­
чае нелокальной связи поля и тока исследовано в работе [1], У плоской ; ; пы металла со стороны 
вакуума нормальная составляющая электрического поля может значгд ...ъио превосходить тангенци­
альную. Однако из-за экранирующего воздействия заряда вблизи - иды она быстро спадает до ма­
лой, но конечной величины. Электрическое поле Е в прилове;".постном слое не является чисто соле- 
ноидальным, а имеет и потенциальную часть, связанную с индуцированным поверхностным зарядом, 
которая затухает до нуля на рас стояниипорядка периода кристаллической решетки металла. Остав­
шееся вихревая компонента затухает подобно тангенциальным компонентам электрического и маг­
нитного полей. Задача определения закона спадания потенциальной части электрического поля явля­
ется отдельной задачей и попытки расчета этой задачи приведены, например, в [2,3]. Однако, как бу­
дет следовать в дальнейшем из граничных условий, детальный закон спадания электрического поля в 
узком зарядовом слое для рассматриваемых задач не важен.

Целью настоящей работы является исследование 
закона проникновения нормальной к поверхности вих- 

§ ревой компоненты электрического поля в несверхпро­
водящие (нормальные) металлы в общем случае нело­
кальной связи между плотностью тока ]  и электриче­

ским полем Е .положим, что на плоской границе изо­
тропного металла задано электромагнитное поле, удов­
летворяющее условию, чго расстояние, на которое элек­
тромагнитное поле проникает в металл, и длина свобод­
ного пробега электронов малы по сравнению с харак­
терным расстоянием а  изменения п о м  вдоль границы 
Введем систему декартовых координат с осью г  , на- 

рис 1 правленной по нормали к плоскости раздела 8  и нача­
лом координат, лежащим в этой плоскости найдем не­

обходимую связь между /  и Е  применительно к рассматриваемой задаче об определении зависимо­

сти Е, (г). Для этого определим вектор плотности тока у в точке О ' ,  отстоящей от границы металла 
на расстоянии г 0 (рис. 1).

Рассмотрение будем проводить на основе методики, предложенной Чамберсом [41. Положим, что 
вне точки О' во всем пространстве задано произвольное распределение электрического поля Ё{г  ) к 
вычислим в точке О ’ искажение, первоначально сферической поверхности Ферми, в пространстве 
импульсов, что определит плотность тока / в этой точке. Поскольку изменения скоростей электро­
нов в поле е намного меньше скорости Ферми ¥Р , то при вычислении приращения импульса элек­
тронов в точке О' важны только электроны, находящиеся вблизи поверхности Ферми. Поэтому прк 
расчете можно считать, что электрон движется к точке О' со скоростью Ур , не изменяя направления

и электрическое поле Е , действующее на электрон в произвольной точке А , полагать рав
/  » \

НЫМ J
R

F j

, где | 0 - момент времени, когда электрон находится в точке 0 1. Для дрейфовогс

импульса электрона Р тогда справедливо уравнение [4]
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Здесь г -заряд, 1 = Ур.т - длина свободного пробега, г - время релаксации электронов про­
водимости. Общее решение уравнения (1) при движении электрона в заданном направлении кточке 
О' (рисЛ).

P(r )= Ае1 + - ~ е 7 \É{R)eT dR (2)

где А - произвольная векторная постоянная. Для дрейфового импульса 
ничные условия:

п

•ставим следующиегра-

Я » ) = О , 0 < | !

Д(со) = 0 , Р М - Р , ^ = Р а , в > ~ , (3)

где 0 - угол между радиу с- вектором К и осью і  (рис.1), R0- расстояние от точки О' до гранич-ной
л

плоскости металла для заданного направления в  > — , Р0 - импульс, сообщаемый электронупри про­

хождении зарядного слоя на границе металла, а индексы 1 и 2 относятся к областям вне (I) и внутри
и

(II) металла при 0  > — .
2

1ак как при Я —> со первое слагаемое в (2) стремится к со , а второе при £ (о о )= 0 на ос-нове 

правил Лопиталя стремится к —— Е(Я) —> 0 , то решение для области металла при0 < — будет
V,

R оо - R

P{R) = y - e 7 I É(R)eT dR, (4)

тс
Для области В > — решение (2), удовлетворяющее граничным условиям (3), есть:

Н Ю =

R оо ».е -  <•! -R

V
е ! |£ ( Д ) Й  d R , z < 0 ;

г rtâd ti р Rx г S
Р0е 1 і e l \E{R)e 1 d R ,z  > 0.

/■' R

(5)

Из соотношений (4) и (5) приращение импульса электрона в точке О' (К = 0) при заданном угле 
в  представится в виде:

г -А п
Р()е 1

F о

(6)
0 ,6» <

я  
2 '

Найдем плотность тока в точке О' в рассматриваемый момент времени. Вклад в плот-ность тока 
электронов в телесном угле d Q  можно учесть, суммируя приращения импульсов электронов, зани-

И
мающих заштрихованную область (рис.1). Вклад в направлении-----:
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Ъпгде Ап ------------ й'ОАР.д -  количество электронов, приходящихся на искаженный участок поверх-
4 тпУР

-  К
ности Ферми в телесномугле сіО. , /77 - масса электрона, п - их объемная плотность, АР_Д - - А Р - -

К

Ї?
приращение импульса электрона в точке О  по направлению----- . После интегрирования по всем

углам получим ]  — /’, + /-,, где первый член ;

(8)
71 4 я / '  я 4

т гдает известное соотношение Чамоерса, а  = -------- проводимость металла на постоянном то­
ст Т7,,

ке, Щх, у ,  г  -  г 0 ) - вектор, проведенный из точки О' в произвольную точку пространства, и интеграл 
берется по всему пространству. Второй член приводится к виду:

-Но-  3 ne
І 2  ~

R
где п к =  ■— - единичный вектор в направлении Л  , а интегрировать по сЮ. необходимо для зна-ченш

углов в  > . Так как плотность тока на границе мет сила из-за сообщения электронам импульс;

— У10Р  —
Р0 есть 70 = -----—, то соотношение для _/2 можно записать в виде:

2 т

3 /
^  (9)

2ж йг

В дальнейшем будем полагать, что электроны отражаются зеркально от поверхности ме-тала 
£5].При зеркальном отражении электронов от границы электрическое поле при г <0 надо брать зер­
кально-симметричным относительно поля внутри металла Е и (г)  = Е 21& (— г) [4], при этом электрон

-  | 
при прохождении зарядового слоя~А° приобретает импульс Р{) обусловливающий нормальную ком; 

н он ету  поверхностной плотности тока ] п = / 0 .Учитывая, что / 0 тогда (0)е2, где <?, -орт по ос 
г  , и проводя интегрирование в (9) по сЮ. -  бш ШШ<р, окончательно для плотности тока получи 
соотношение:

J = з У0£ 4 / d 1ТІ і  Р

Здесь Е4 (г)-обозначена интегральная показательная функция Еп (г) = |*Г/ ех р (- г[])йи {
і

при и = 4 ,
Если эле ктр о магнитное поле изменяется по гармоническому закону ~ е ‘йЖ, то значение э;хектр|
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ческого поля и импульса надо брать, как указывалось ранее , в моменты времени = Г------ и I — — .

Тогда, если в (10) выделить комплексную амплитуду, то ,например, для второго члена вследствие
(- Х - К | Г„Я -Д (1+ш г)

е- е = е 1 е ш вместо длины свободного пробега I необходимо брать комплексную ве­

личину у— —..г.То же справедливо и для первого члена в (10). В пренебрежении влиянием заназ-
(1 + (сот)

дывания ют -  0 .
Так как характерное расстояние а  изменения электромагнитного поля вдоль поверхности намно­

го больше скиновой глубины проникновения 8 СК [4] и длины свободного пробега / электронов про­
водимости, то в данной точке на поверхности задачу можно рассматривать как одномерную по коор­
динате г , считая комплексные амплитуды электрических и магнитных полей на границе слабо ме­
няющимися фу'нкциями л' н у .  В этом случае решение для тангенциальной составляющей магнитно­

го поля представляется в виде Н  (х, у ,  г )  -  Н щ (х, y , 0 )g (z ) , где функция находится из решения 
задачи для тангенциальной составляющей электрического поля по преобразованию Фурье [I]. Из 
уравнения Максвелла /  = го /Н  для г -составляющей плотности электрического тока тогда следует:

Л  = Л  ( ° к ( - )  • (И )

где (О) -плотность тока на поверхности 5  в рассматриваемой точке (после зарядового слоя) и, сле­
довательно, / ,  (г) зависит от координаты г  аналогично тангенциальной составляющей магнитного 
поля. Подставлял (10) в левую часть (11) и вводя цилиндрическую систему координат (р , (р, г )  с на­

чалом в точке О  (рис. 1) Ы х , у , г  -  2 [} ) ,  после интегрирования по координатам р  и <р с учетом пред-

ставления Е х у (х, у, z) = Ех (0,0, z )  +
ÖE

дх

ÔË
X X +

X = 0 ду

у ~  О
X = 0 

>> = 0

X у , справедливого на расстоя-

ниях х, г « а  при выполнении условий 8  « а , / « а , получим соотноше-
+ 00

н и є:Л (г0) = 3Іл (0)£4 ; ^  + 2 я С  I Е3
у -оо Ч 1

+ 00

Е , (z)dz  + div$&  J /(z ) (z  -  zq)n ( z  ~zçj)dz . (12)

3 er
Здесь С  = ----- ; Q (z) - интегральное ядро для тангенциальной составляющей электрическогопо-

4 л1
ля [4]: 0 (z ) -T u C [£ ,( j  г  \ l l ) - E 3 l \ z \ / l ) ] . (13)

Поверхностная дивергенция div . Е
а  дЕ г

дх

дЕу
взята на граничной плоскости S , функ-

S ду

ния f ( z ) .  определяется равенством Etg (2) -  E lg (0) / ( z )  и ,как следует из решения для тангенциаль­
ной составляющей электрического поля, равна [4]

,/ \ 1 +<г cos kzdk
J

где

~x k 2 + ісО/Uq Q (k)

£ « (0)

(14)

Q { k )- преобразование Фурье от (13); S k = — : . -комплексная глубина про-никновения.
E'tg (0)

Функция g ( z )  (11) связана с функцией f ( z )  посредством равенства g ( z ) =  р  ̂  = ~ '̂к Г  (z ) ■
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f

Соотношение (12) определено для значений координат 20 > 0 , и при подстановки его в (11) мы 

получим интегральное уравнение относительно Е г ( г0) на промежутке 0 < 20 < со с условием 

Е, ( -  г 0) = -  Е2 (г0 ). Дня решения этого уравнения по методу’ преобразования Фурье доопределим
(U  Г\

V *
х s ignz0 , а второй и третии членыпервый член (12) для г 0 < О, представив его в виде / 7(0)Е4

доопределим на ту же область по тем же соотношениям. В результате дляі?2(г0) на промежутке

-  оо < г 0 < +со получим уравнение:

Л (° М го Ь 3Л (0)£4| ~  signz0 + 2 n C  j Е
I

+ 00
\Z  ~  Z r

\ \
Ez (z)dz +

+ C O

+  divs E \ f { z \ z  -  Zq ) Q ( z  -  Zq ) d z . (15)

Возьмем преобразование Фурье от правой и левой частей уравнения (15). В результате получим: 

Л  № М  = 3///z ( o ) £ f  (*/) + 2лС1Е3 (kl)Ez (к) +

ilnCdiv, Е [зЁ3 (kl) -  Ёх (*/)], (16)

где 7 W  £ (* )- преобразовании Фурье от функций f { z ) и g { z ) ,  определяемые равенством
+00 со

Р ( к ) =  ^F{ z )e :k'dk : Е ^  = 2 j E 4 (z)sin kzdk - синус-преобразование Фурье от интегральной по­

казательной функции £ 4(z) и f { k ) ~  ~ТТ~2
$  к г + ico/.l0а д )

; g(k ) = ikSk f { k )  =
2 ik

к 2 + ia>ju0Q.(k)

Q {k)  = л С і{е х {kl) -  Е3(*/)]= 2лС^- [(l + 5 2 )arctgS -  S
S  = kl

(17)

При взятии преобразования Фурье от (15) использовались равенства:

J zQ(z)exp(ikz)dz - - і 2(l + &2)~' -пЕ„(к) 
dk dk

и теорема о преоора-

зовании Фурье от свертки функций [7].
Отметим следующее. Из уравнения Максвелла ro tH  = io)SQE  вне металла, уравнения

rotH ~  / внутри, на основе непрерывности тангенциальной составляющей магнитного поля Н на*6

границе S и импедансного граничного условия Е = ZH
I

E v = - Z H х следует, что на плоскости S

со стороны металла справедливы равенства

j г (о) = іо)Єо Е {?е) (о) = ~  d ivs Ё (18)

где £ ^ 1(0 ) - нормальная составляющая электрического поля в вакууме на границе метал­
л а ^  = 1(0[лй5 к - поверхностный импеданс металла. Используя соотношения (17), (18), из (16) с уче­
том равенства

Е ? ( к )  = 2 1 к ( п - 1) - Е ^ ( к ) 1к
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при п Ф 1, после проведения выкладок, находим Ег {к)

£ ( / - ) _  2 і(ІіувЕ ^ , 3*л(°) (19)
е>д[/г2 + і(о/и0О.(к)\ 2лСк1 

Рассмотрим другой подход. Из сохранения числа электронов при деформации поверхности Фер­

ми следует, что \ ^ пс^  0 , где Ап дается соотношением (7). Подстановка в Ап величины АР  (6) 
и интегрирование по сІО. приводит к уравнению

С е ' ск  + ^  )е ' йЮ ~ О . (20)
да

Интегрирование по сЮ. во втором интеграле проводится по той же области, что и в (9). 
Расписывая почленно уравнение (20) , аналогично проделанному выше, после взятия от него 

преобразования Фурье получим:

£ , ( * ) = — + ш ш  (21)
' ё,к[к2 + 10щр{к]\ 2пС Е £\к1)

Так как Е3(к) =  £ 3(С)(А:) = Е ^  ( к ) /  к , где Е^ ' (к) - косинус- преобразование Фурье, то, оче­
видно, соотношение (21) совпадает с соотношением (19), полученным из соотношения для плотности 
тока.

Отметим, что (19) получено на основе соотношения для у (10) без использования равенства

й\гЕ = 0 . Если использовать это условие, то, как нетрудно показать, получится тоже соотношение 
(19) без привлечения соотношения (10). Таким образом обобщенное материальное уравнение (10)
согласуется с условием сііуЕ = 0 как в локальном, так и в нелокальном случаях.

По обратному преобразованию Фурье из соотношения (19) с использованием (18) для распреде­
ления нормальной составляющейЕ, (г)получим

) ' , ( 0)
С7

1
л 8 К  Л  0

біп кгсік

к[к2 + ісо/.і{І0 .{к^
(22)

где 6 К Л -  {іо)/.і„(7) 2 - комплексная глубина проникновения при условии, что связь между У и Ё 
локальная. Из (22) находим

7 .(0 )
е М -

Г1  42 л
7\ ^ о  У

Е (Л  0). (23)

Здесь ~  ( //0 / £0)' " -импеданс свободного пространства, а 2 Л = (г<«/./0 / ст)1 2 -импеданс ме­

талла в предположении локальной связи / = стЕ . Положим, что поле вне металла у границы по по­

рядку величины такое же, как и в плоской волне в пространстве Е[е,(0) ~  2 0Н ^ (0) .  Поскольку 

(0) -  (0) , то из (23): Е, (о)~ Е, (О)^“ /  2 01  .В  случаях ,близких к локальному, I К ~Ъ  ,

г
нормальная компонента Е г (0) ~ —  Е {% (0), но при / —> оо(ст —> со) величина Е 2 (0) стремится к ну-

лю, так как поверхностный импеданс Ъ в аномальном пределе стремится к конечной величине [4].

Рассмотрим локальный предел. Из соотношения (17) при / —» 0 ( 1 « ! |8 К_ п ] )следует {'1(К) —> сг . 

Подставляя в (22) вместо 0 .(К )  проводимость а  с учетом б 2кл  = (ш.ш0сг) ] , после взятия интегра-
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ла, найдем экспоненциальное спадание Е г ( г ) :

Рассмотрим теперь аномальный предел- / ->  оо, Как следует из соотношения (17), ядре 
0 .{к: представимо в виде О  (к)  = 1'¥(кГ). Тогда соотношение (22) можно переписать;

Е1(г) = Е1(0)е-г' 8кл . (24;

в д  = л(0)
сг

j 2 ”r sin kzdk

ж8 КЛ I k + icojLi0k n >(kl)

Переходя к предельному переходу при / -> сс в подынтеграл;' * выражении с учетом 
lSf{ п — c o n s t , найдем предельное распределение E z (z)  :

_ , . ^rsin kz „
E : (z)  = - A \ T -— - d k  , (25)

„ к + b

3 f  . - Щ О )
4 ^ ;2,  ’

Разлагая {к :’ + Ь) -  — '^ 1к^ '' (к + к5 ') 5 на простые множители, где - к о р т  уравнения
3 5=1

~ Ь Г и проделав выкладки, аналогичные проделанным в [8], выразим предельно-нелокальное 

распределение £_ (г) через специальные функции:

<г ) = ■ - #  £  7Т  И ! ■£ . ( -  « 5 )  -  *“ *«, (& *,)], «7)6 М  ^

ос

где -Е|(г) = / td t  - интегральная показательная функция [6], расширенная на всю комплексную
2

плоскость с аналитическим продолжением через разрез по отрицательной оси. Используя (27), можно 
получить соотношение для Е2 ( г )  в других видах, аналогичных, приведенным в [8].

Найдем асимптотику соотношения (27) при г  —» оо . Подстановкой в (27) асимптотического раз-

ложения функции Е \(2) ~  2 4 е х р ( - г )У ] ( -1/ ‘ —̂  [6] и суммированием по индексу Б найдем асим-
п=0

птотическое разложение для распределения нормальной составляющей электрического поля в ано­
мальном пределе:

(28)
т~0 "г

где В = Я /1(0)1Ь,/3 / ( З л 2а ) .  (29)

Так как величина Ь '' связана с комплексной глубиной проникновения в аномальном пределе 
д г соотношением Ъ' -  4 /3  4Ъ5т и, следовательно, \¥  = 4 г  ! Зл/ЗдК, то соотношение (28) по сути 
дает асимптотическую зависимость Е , в относительных единицах г  / д т . Основной член асимптоти- 
ки получается из (28) при т = 0:

8] , ( 0)/
E . W -

Ък“<зг

и соответствует обратно пропорциональной зависимости от расстояния точки до границыметалта. 
Если рассматривать большие, но конечные значеній длин свободных пробегов 1 , то до знамени 

г ~ 1 будет выполняться приближенно зависимость ~ 1 /х . При больших значениях 2 II ,  как мола
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показать аналогично рассмотрению асимптотики в работе [1], зависимость Е 2( г )  будет описываться 

функцией, пропорциональной е ":/1 / ( г  / /)2, как и в случае тангенциаль-ной компоненты.

Рис. 2
На рис. 2 приведены зависимости модуля |.£z|, отнесенного к его максимальному значению, от 

z / SCK (öCK -  Re Sk) для локального предела ( 1), значения = 10 (2) и предельно- нелокального
SCK

распределения (3). Из зависимостей следует, что при больших длинах свободного пробега максимум 
\Ez (z)\ достигается внутри металла, и в нелокальном пределе нормальная составляющая электриче-

QO

ского поля обращается в нуль на границе. Это согласуется с равенством | Etg (z )d z  = 0 [4], выпол-
0

няющимся в этом пределе.
Заметим, что нормальная составляющая магнитного поля Н 2 (z ) ,  как следует из уравнения

rotE -  ~ict)ß0 H , изменяется под поверхностью металла по тому же закону, что и тангенциальная со­

ставляющая электрического поля H z ( z ) = (icffp&)~! • divsH f(z) .
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