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Abstract  — The new method of an analytical solution of a problem on semiconductor resonator eigenmodes in a waveguide on 

the basis of an Cauchy integral and interpolation Lagrange formula for arbitrary sizes of the resonator and permittivity tensor parameters 
of medium is offered. The analysis of the dispersion equation is performed and relations between problem parameters are established 
for three types of solutions: the localized modes, surface modes, modes with complex frequencies. 
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Аннотация — Предложен метод аналитического решения задачи на собственные колебания полупроводниковой плаз-

менной пластины в волноводе на основе интеграла Коши и интерполяционной формулы Лагранжа для произвольных размеров 
резонатора и параметров тензора диэлектрической проницаемости среды. Проведен анализ дисперсионного уравнения и уста-
новлены существование трех видов решений: собственных колебаний на запертых модах, поверхностных колебаний на грани-
цах областей, колебаний с комплексными частотами. 

 
I. Введение 

При построении целого класса пассивных 
устройств микроволновой и субмиллиметровой тех-
ники важным представляется знание их дисперсион-
ных свойств. Приоритетными являются аналитиче-
ские методы исследования, которые обладают про-
стотой вычислений и наглядной физической интер-
претацией. В работе [1] аналитически решена задача 
о возбуждении волноводной волной гиромагнитного 
резонатора при произвольных соотношениях длины 
волны и геометрических размеров резонатора для 
различных параметров среды. В качестве гиромаг-
нитной среды выбран феррит. При использовании 
полупроводниковой анизотропной плазмы задача 
существенно усложняется в силу того, что попереч-
ные собственные функции в плазменном резонаторе 
(полупроводниковая пластина) не могут описываться 
лишь гармоническими функциями, как это имело ме-
сто в ферритовом резонаторе. Более того попереч-
ные собственные функции в плазменном волноводе 
для волны, распространяющейся в прямом и обрат-
ном направлениях оказываются разными. Все это 
приводит к очевидным математическим усложнениям 
при определении дисперсионных уравнений для 
отыскания собственных режимов таких устройств. 
Естественно, что в математическом плане такие за-
дачи могут приводить к бесконечной системе линей-
ных алгебраических уравнений относительно ампли-
туд собственных волн. Как показано в работе [2] на 
примере гиромагнитной ограниченной ферритовой 
среды, такие задачи решались численными метода-
ми. Метод решения, предложенный в работах [1], [3], 

позволил систему линейных алгебраических уравне-
ний решить аналитически в замкнутом виде для про-
извольных параметров задачи. Оказалось, что бес-
конечные функциональные ряды могут быть вычис-
лены в аналитическом виде, если использовать ин-
теграл Коши для специальной функции. В результате 
можно получить интерполяционную формулу Ла-
гранжа в точности совпадающей с неизвестными 
рядами, что и позволяет, в конечном счете, вычис-
лить их аналитически.  

В данной работе предложен метод аналитическо-
го решения электродинамической задачи на соб-
ственные колебания полупроводниковой плазменной 
пластины с поперечным магнитным полем в прямо-
угольном волноводе. В результате найдено простое 
дисперсионное уравнение в замкнутом аналитиче-
ском виде. Установлено существование трех режи-
мом волн, одним из которых является поверхност-
ный режим на запертых колебаниях.  

II. Основная часть 

Рис. 1. Полупроводниковая пластина в волноводе. 
Fig. 1. Semiconductor slab in waveguide 
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Рассмотрим анизотропную полупроводниковую 
пластину в волноводе (рис. 1), диэлектрическая про-
ницаемость которой описывается тензором стан-
дартного типа ε . Собственные колебания полупро-
водниковой пластины могут быть двух типов znmE - и 

znmH - колебания. В случае 
znm

E - колебаний они сов-
падают с аналогичными колебаниями магнитоди-
электрического резонатора. Наиболее сильно гиро-
тропные свойства полупроводниковой среды пласти-
ны проявляются в случае 

znm
H - колебаний.  

В этом случае однородное уравнение Гельмголь-
ца для 

z
H  компоненты поля имеет вид  
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решение однородного уравнения Гельмгольца (1) 
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Тангенциальные компоненты электрического поля 

y
E  находятся из равнений Максвелла: 
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Использование граничных условий и метода 
Фурье приводит к следующим однородным СЛАУ 
относительно неизвестных коэффициентов полей 
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Равенство нулю определителя связанной систе-
мы уравнений относительно неизвестных коэффици-
ентов 

s
Z ±  и определяет дисперсионные уравнения 

для исследуемого полупроводникового резонатора. 
Как показано в работе [1], такую систему можно ана-
литически решить, воспользовавшись интерполяци-
онной формулой Лагранжа для специально введен-
ной функциию. Из интеграла Коши для целой функ-
ции ( )f z  и введеной функции sinαζ  следует интер-
поляционная формула Лагранжа, которая при ис-
пользовании процедуры свертки принимает вид: 
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Использование формулы Лагранжа (3) позволяет 
найти в замкнутом аналитическом виде дисперсион-
ное уравнение для рассматриваемой структуры. 

22

0a
s s s s

s
V W M N

a

ε
π

ε
− +   

− =       
. (4) 

Анализ полученного дисперсионного уравнения 
показывает, что наличие плазмеенной гиротропии 

( )0a
ε ≠  приводит к взаимодействию симметричных 

и несимметричных по координате Ox  колебаний, 
хотя все виды колебаний с различными поперечны-
ми индексами s  независимы между собой. При 

0
a
ε =  дисперсионное уравнение (4) распадается на 
два независимых уравнения, характерных для полу-
проводникового резонатора, состоящего из магнито-
диэлектрика. В случае 0

a
ε ≠  существует три вида 

решений: два с вещественными значениями волно-
вого числа k  и один с комплексными значениями 
k k ik′ ′′= + . Поверхностные колебания на границе 
областей могут возникать как для положительных 
значений величины ε⊥ , так и отрицательных, для 

которых выполняются условия: 2 0
sa
γ <  и 2 0saζ < . В 

случае, когда 2 0
sa
γ <  и 2 0saζ >  в резонаторе возбуж-

даются колебания на запертых модах. Случай 
2 0
sa
γ >  соответствует вытекающим волнам с ком-

плексными значениями величины k k ik′ ′′= + . 

III. Заключение 
Предложен новый аналитический метод для 

определения собственных колебаний полупроводни-
кового резонатора в волноводе на основе интеграла 
Коши и интерполяционной формулы Лагранжа для 
произвольных размеров резонатора и параметров 
тензора диэлектрической проницаемости среды. 
Определены параметры задачи для трех типов резо-
нансов: на запертых модах, на поверхностных модах 
и вытекающих волнах. 
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