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Åñëè âåêòîðû ji , ij  èç (3) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
ñîãëàñîâàíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ, äëèíû
êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ìàëû, òî èìååò ìåñòî -ôîêó-
ñèðîâêà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå,
êîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé èññëåäóåìîãî ïðî-
öåññà  ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì èëè êîíòèíóàëüíûì. Äëÿ
êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ ÷èñëî âîçìîæíûõ ôðàãìåí-
òîâ áåñêîíå÷íî. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ çäåñü òàêèå
æå, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ê ôèíàëüíîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ ïðîâîäèòñÿ ñíà÷àëà äëÿ ïðîöåññîâ n
( ...,2,1n ), â êàæäîì èç êîòîðûõ ÷èñëî âîçìîæíûõ
ôðàãìåíòîâ êîíå÷íî è íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ
ðîñòîì n . Êàæäûé ïðîöåññ n  ïðè 0tt  ôîêóñèðóåò
íà ðàñïðåäåëåíèå *

n  è àïïðîêñèìèðóåò ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ ïðîöåññ . Ñ ðîñòîì n  òî÷íîñòü àïïðîê-
ñèìàöèè âîçðàñòàåò. Äàëåå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

**
n  ( n ).

Ïóñòü ëîêàëüíûå âîçìóùåíèÿ ïðîöåññà  òàêîâû,
÷òî âåêòîðû ðàñïðåäåëåíèé, íà êîòîðûå ôîêóñèðóþò
ôðàãìåíòû, ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè. Ìîùíîñòü ìíî-
æåñòâà âñåõ ñîñòîÿíèé ïðîöåññà  ïî-ïðåæíåìó íå
áîëåå ÷åì êîíòèíóàëüíà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáîé
ôðàãìåíò ïðè êàæäîì î÷åðåäíîì åãî âîçìóùåíèè

ôîêóñèðóåò íà îäèí è òîò æå ñëó÷àéíûé âåêòîð.
Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ òåïåðü ñîñòîÿò â òîì, ÷òîáû
áûëè ïàðàëëåëüíû âåêòîðû ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé ijM , jiM . Îñòàëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îá èññëå-
äóåìîì ïðîöåññå îñòàþòñÿ ïðåæíèìè (ñì. óñëîâèÿ à),
á)). Òîãäà ïðîöåññ  ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ôîêóñèðóåò
íà ñëó÷àéíûé âåêòîð * . Ðàâåíñòâî (4) òåïåðü èìååò
âèä tt jittijtt

MM
00

limlim .
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ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ,

ÎÑÍÎÂÀÍÍÛÉ ÍÀ ÌÅÒÎÄÅ

ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ

ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

ÒÈÌÎÔÅÅÂ Â.À.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåé-
íîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè â ñëó÷àå êîððåëèðîâàííûõ
ïîìåõ. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç èñïîëüçóåìûõ ïðè ýòîì àëãî-
ðèòìîâ, â ÷àñòíîñòè, ÌÍÊ, äâîéíîé ÌÍÊ. Â äàííîé
ñèòóàöèè íåñìåùåííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ÌÈÏ, îäíàêî öåëåñîîáðàçíûì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òàêîé ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû ïîëó÷èòü îöåíêó ñ ìèíèìàëüíîé
äèñïåðñèåé. Ïðåäëàãàåòñÿ äâóõñòóïåí÷àòàÿ ïðîöåäóðà
àëãîðèòìà ÌÈÏ. Ïðèâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäó-
ðà àëãîðèòìà. Äîêàçûâàåòñÿ åãî ñõîäèìîñòü. Ïîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì èìååò ìåíüøóþ ÑÊÎ
ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãàìè.

Ìíîãèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, îáðàáîòêè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, èäåíòèôèêàöèè è ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíèåì ìíîæåñòâåí-
íîé ðåãðåññèè âèäà

,a
ãäå nR  – âåêòîð âûõîäíîé ïåðåìåííîé;

mnR  – ìàòðèöà íàáëþäåíèé; nRa  –
âåêòîð îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ; nR  – ïîìåõà
èçìåðåíèé; n – ÷èñëî íàáëþäåíèé.

Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ÷àñòî äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ a  èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Åñëè ïîìåõè èçìåðåíèé ðàñïðå-

äåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ÌÍÊ-îöåíêè ñòà-
íîâÿòñÿ îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, à
òàêæå íåñìåùåííûìè, ñîñòîÿòåëüíûìè, ýôôåêòèâ-
íûìè è äîñòàòî÷íûìè [1]. Íàëè÷èå êîððåëèðîâàííî-
ñòè âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåé ê ïëîõîé
îáóñëîâëåííîñòè èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû, ðåçêî
óõóäøàåò ñâîéñòâà ÌÍÊ-îöåíîê.

Óìåíüøåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè (ÑÊÎ)
îöåíèâàíèÿ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïåðåõîäîì îò
ÌÍÊ ê äâóõñòóïåí÷àòîìó ÌÍÊ. Äâóõñòóïåí÷àòûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ÌÍÊ, áûë ïðåäëîæåí â [2] äëÿ
àíàëèçà îñòàòêîâ ëèíåéíîãî ðåãðåññèîííîãî óðàâíå-
íèÿ. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ
òàêîãî ìåòîäà ðàññìîòðåíà â [3,4]. Îáîáùåíèå äâóõ-
ñòóïåí÷àòîãî ìåòîäà íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ðåãðåñ-
ñèîííîé ìîäåëè îñóùåñòâëåíî â [5]. Êðîìå òîãî, â
ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äâóõñòóïåí÷àòûé ÌÍÊ
(ÄÌÍÊ), îáëàäàÿ òåì æå ñìåùåíèåì, ÷òî è ÌÍÊ,
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìåíüøóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÍÊ
ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó îöåíèâàíèÿ. Ýôôåê-
òèâíîñòü ÄÌÍÊ ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò ïðè íàëè-
÷èè ïîìåõ è ñèëüíîé êîððåëèðîâàííîñòè âõîäíûõ
ïåðåìåííûõ, ò.å. ïðè ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ìàò-
ðèöû íàáëþäåíèé.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ, â ÷àñòíîñòè, ïðè íàëè÷èè êîððåëÿöèè
ïîëåçíîãî ñèãíàëà è ïîìåõè ïðåäïî÷òèòåëüíûì îêà-
çûâàåòñÿ ìåòîä èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (ÌÈÏ)
[4]. Îäíàêî èçâåñòíûé ÌÈÏ èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ,
ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïîëó÷åíèå
òàêîé åãî ìîäèôèêàöèè, êîòîðàÿ ïîìèìî íåñìåùåí-
íîé îöåíêè äàâàëà áû åùå è îöåíêó ñ ìåíüøåé ÑÊÎ
ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÈÏ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ÌÈÏ ïîñòóïèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçîáü¸ì ìàòðèöó Õ è âåêòîð
a  íà áëîêè

21,  , 21 a,aa  .       (1)
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Çäåñü pn
1 R , qn

2 R , p
1 Ra , q

2 Ra ,
mqp ,  – ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Ñ ó÷åòîì (1) óðàâíåíèå ðåãðåññèè ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

2211 axax .              (2)

Îáîçíà÷èì tt22ax  è îöåíèì èç ïîëó÷åííîãî

óðàâíåíèÿ 1a . Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ÌÈÏ áóäåò
èìåòü âèä

1
1

111 W)W( .           (3)

Çäåñü ìàòðèöà ÈÏ W ðàçáèòà òàêæå íà áëîêè

)W,W(W 21 , pn
1 RW , qnRW2  .

Îáîçíà÷èì 11x . Òîãäà îöåíêà ÌÈÏ
âåêòîðà a  çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

YW)W( 2
1

222

èëè ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ 1  è 

)Y(W)W( 112
1

222

PW)W( 2
1

22 ,            (4)

ãäå 2
1

111 W)W(IP ; I – åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà ðàçìåðíîñòè nn  .

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè ÄÌÈÏ èìåþò âèä

1
1

111 W)W( ;             (5)

PW)W( 2
1

222 .           (6)

Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ÄÌÈÏ ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) 22 I),N(0,~t  – äèñïåðñèÿ ïîìåõè;

2)  ïåðåìåííûå X, W – íåñëó÷àéíû;

3) 012 , 0W 21 , 0W 12 , 0WW 12 .

Îïðåäåëèì ñìåùåíèå îöåíîê ÄÌÈÏ. Ñ ó÷åòîì (5),
(6) è ñâîéñòâ ïîìåõè  ïîëó÷àåì

2111 aAaM ;

212222 aAAaM ,

ãäå

21
1

111 W)W(A ;

11
1

222 W)W(A .

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíîê ÄÌÈÏ îïðåäåëèò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

}){M})({M(M}{D 11111

= 21
1111

1
11 )W(WW)W( ;      (7)

}){M})({M(M}{D 22222
2

22PAA  ;                   (8)

0}){M})({M(M},cov{ 221121 .
(9)

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (7), (8) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
âûðàæåíèå äëÿ ÑÊÎ îöåíèâàíèÿ ÄÌÈÏ:

2
11

2
11 a}{trDaM

2
21

1
1111

1
11

2 aA)W(WW)W(tr ;(10)

2
22

2
22 }{trDaM

2
21222

2 aAAPAtrA .         (11)

Çäåñü trA – ñëåä ìàòðèöû À. Òàê êàê êîâàðèàöèîííàÿ
ìàòðèöà îöåíîê ÌÈÏ èìååò âèä

211
МИП )W(WW)W(}{D ,

òî ðàçáèåíèå ìàòðèö Õ è W íà áëîêè 21, ,

21 W,WW  ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ýòó ìàòðèöó ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

}{D},cov{
},cov{}{D

}{D
221

211
МИП .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû âîñïîëüçóåìñÿ
ïðàâèëàìè îáðàùåíèÿ áëî÷íûõ ìàòðèö [6]. Òîãäà

DC
BA

)W( 1
,

ãäå

1
1112

1
21

1
11

1
11 )W(WNW)W()W(A ;

1
21

1
11 NW)W(B ;

1
1112

1 )W(WNC ;

1
21

1
111222

1 )W)W(WW(ND
1

22 )PXW( .

Ïî àíàëîãèè ñ 1)W(  îïðåäåëÿåì ýëåìåíòû

ìàòðèöû 1)W( :

D~C~
B~A~)W( 1

,

çäåñü

1
111

T
2

1
21

1
111

T
1 )WX(WXNWX~)WX()WX(A~ ;

1
21

1
11 NW~X)WX(B~ ;

1
1112

1 )WX(WXN~C~ ;

1
21

1
111222

1 )WX)WX(WXWX(N~D~

1
2

T
2 )WPX( .

Êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó }{DМИП  ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

2221

1211
МИП DD

DD
D .

Ïîäñòàíîâêà â ôîðìóëó äëÿ }{DМИП  âûðàæåíèé

äëÿ îáðàòíûõ ìàòðèö 1)(W  è 1)( W  è
ïåðåìíîæåíèå äàþò
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Ïî àíàëîãèè ìîæíî âûïèñàòü âûðàæåíèÿ è äëÿ
ìàòðèö 12D  è 21D . Îäíàêî ïîñêîëüêó íàñ èíòåðå-
ñóåò ÑÊÎ-îöåíêè ÄÌÈÏ, â âûðàæåíèÿ äëÿ êîòîðîé

âõîäÿò òîëüêî 11D  è 22D , îãðàíè÷èìñÿ ïðèâåäåí-

íûìè ôîðìóëàìè.

Èñïîëüçóÿ (12) è (13), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæå-
íèÿ äëÿ ÑÊÎ îöåíèâàíèÿ ÌÈÏ:

11
22

11

2

11 trD}}ˆ{Mˆ{M}aˆ{M ;(14)

22
22

22
2

22 trD}}ˆ{Mˆ{M}aˆ{M ,(15)

ãäå 11D  è 22D – îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (12) è (13)
ñîîòâåòñòâåííî.

Ñðàâíèì ÑÊÎ-îöåíêè ÄÌÈÏ è ÌÈÏ:

}}ˆ{Mˆ{M}a{M}aˆ{M
2

11
2

11
2

11

2
21

1
111

T
1

1
11

2
11

2 aA)WX(WW)XW(trtrD

}a{M}aˆ{M 2
22

2
22

2
21222

2
22

22
11 aAAPAtrAtrD}}ˆ{Mˆ{M

Ïîäñòàâèâ â äàííûå ôîðìóëû âûðàæåíèÿ äëÿ 11D ,

22D , 1A , 2A  è P , ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïîëó÷èì, ÷òî îöåíêè ÄÌÈÏ èìåþò ìåíüøóþ
ÑÊÎ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÈÏ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

2
1

2
TT

2
1

1
2T

1 XN~WP)IPWNX([W~tr

0W~)]XPWN(X 12
T

22
T

2
12

2 ;  (16)

1
2

TT
2

12 N~W)PI(PWN[tr

0]AAAAW~PW~ 22
T

22122
T

2
2 .(17)

Çäåñü

1
1

11
T

1 W)W(W~ ; 2
1

22
T
2 W)W(W~ .

Òàê êàê ñëåä ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¸ííîé ìàòðèöû
âñåãäà ïîëîæèòåëåí, òî óñëîâèÿ (16), (17) âûïîëíÿ-
þòñÿ, åñëè

2
1

2
TT

2
1

2
2T

1 XN~WP)IPWNX([W~

0W~)]XPWN(X 12
T

11
T

2
12

2 ; (18)

2
T

2
21

2
TT

2
12 W~PW~N~W)PI(PWN

0AAAA T
22

T
2212         (19)

â ñìûñëå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¸ííîñòè ìàòðèöû
ðàçíîñòåé.

Åñëè ìàòðèöà 1W~  íåâûðîæäåíà, ò.å. pW~rank , òî
äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà òðåáóåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¸ííîñòü ìàòðèöû
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿ-
þòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ÄÌÍÊ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîñòðîåíèè ÄÌÍÊ ñëåäóåò ïðè-
íÿòü XW , ò.å. â êà÷åñòâå ìàòðèöû ÈÏ èñïîëüçó-
åòñÿ ñàìà ìàòðèöà íàáëþäåíèé Õ. Â ýòîì ñëó÷àå

XXWXXWT ,

111T )XX()WX()XW(
è ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ.
Òàê,

1
1

T
1

2
1 )XX(}{D ;

1
2

T
222

2
2 )XX)(AAI(}{D ;

1T2
МНК )XX(}{D .

Êðîìå òîãî, óïðîùàþòñÿ ýëåìåíòû êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû }{D , òàê êàê 11 NN , TPP ,

PPPT . Ó÷åò ýòèõ ñîîòíîøåíèé è íåñëîæíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû,
ïðèâåäåííûå â [5].
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