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В Л ИЯ НИ Е СЛУЧАЙНЫХ ОШИБОК В АНТЕННЕ НА ЕЕ П РЕ Д Е ЛЬ Н Ы Й
КНД. ЧА С ТЬ 2

П р и  практической р еал и зац и и  сверхн ап равлен н ы х  антенн с  оп­
тим альны м  А Ф Р, полученным при реш ении детерм инированной 
зад ач и  синтеза, наиболее  неприятным явл яется  ч р езвы чай н ая  чув­
ствительность оптимальной Д Н  к случайным ош и б кам  в ам п ли туд­
но-фазовом  распределении. Д л я  ее оценки обычно использую т т а ­
кой парам етр , к ак  чувствительность Д Н  к случайны м ош ибкам

Он был впервые введен в работе  [1] применительно к антенным 
реш еткам . Этот п ар ам етр  зависи т  только от х а р а к т е р а  А Ф Р  и у к а ­
зы вает , насколько сильно и ск а ж а е тс я  о п ти м ал ьн ая  Д Н  по м ощ но­
сти при появлении случайн ы х  ош ибок в распределении источни­
ков, т. е. насколько  сильно отличается  средняя Д Н  по мощности 
от невозмущ енной Д Н .

5  =
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Следует  отметить при этом,, что ф о р м у ла  д л я  5,. лолученн ая  
в работе  [1], пригодна только при условии независимости ошибок. 
П оэтом у д л я  линейных антенн, у которых оно не вы полняется, 
в общем сл у ч ае  (при произвольны х с)  использовать  д ля  вы числе­
ния 5  приведенное соотношение нельзя. Это ж е  относится и к  ан ­
тенным реш еткам  д л я  с л у ч а я  коррелирован ны х ошибок. Б олее  то­
го, при исследовании свойств антенн с оптим альны м  А Ф Р , полу­
ченным в р езультате  реш ения зад ач и  синтеза  в статистической 
постановке, парам етр  5, к а к  он был определен в работе  [1]„ во­
обще теряет  смысл. В этом случае  соверш енно не ясно, об и ска­
ж ен и ях  какой  Д Н  и относительно чего д о л ж н а  идти речь, посколь­
ку случайн ы е ошибки здесь учтены с  самого, н а ч а л а  и полученная  
Д Н  опти м альн а  именно при  этих ош и б ках ;  П оэтом у говорить об 
искаж ении  оптимальной Д Н  при появлении случайны х ош ибок 
в А'Ф бессмысленно.

Тем не менее понятие чувствительности можно сохранить и при 
решении з а д ач  статистического синтеза, если вкл ад ы в ать  в него 
другой см ы сл и соответственно иначе его определять. Ц е л е со о б р а з ­
но ввести понятие чувствительности парам етра ,  по которому про­
водился синтез (в дан ном  случае среднего  К Н Д )  к «чужим» ош иб­
кам. В такой трактовке  он будет определять, насколько сильно 
изменится парам етр , по которому проводился  синтез, если в про­
цессе реали зац и и  оптимального А Ф Р  или работы  антенны по к а ­
ким-либо причинам изменилис-ь -дисперсия а  и р а д и у с  к о р р е л я ­
ции с случайн ы х  ошибок. П он яти е  устойчивости можно ввести д л я  
оценки устойчивости м аксим альн ого  среднего К Н Д  к неточности 
за д ан и я  п арам етров  ош ибок в качестве  исходных ден ны х д л я  з а ­
дачи  син теза  в статистической постановке. '

Устойчивость и чувствительность ма к с и м а ль н о го  среднего  
К Н Д .  Д овольно  часто точная ин ф орм ац и я  об истинных п а р а м е т ­
рах  ош ибок а Р, сР отсутствует, и в качестве  исходных дан ны х при 
синтезе  приходится за д а в а т ь  при ближ ённы е значения  а с, сс. Н а й ­
денное в р езультате  решения оптимальное (для ош ибок с  а 0 и сс) 
А Ф Р  реализуется  на сам ом  деле  с  ош ибками, имею щими д испер­
сию а Р и радиус к о рреляц и и  сР. П олучаем ое  в этом случае среднее 
значение К Н Д  — Ё>(ас, а Р, сс, ср) .  П ри  этом возни каю т с л е д у ю ­
щие вопросы. Вю-лервых, как  б удет  соотноситься значение 
■0(ас, а Р, сс, ср) с м акси м альн о  возм ож н ы м  д л я  данной  антенны 
и с данны м и ош ибкам и средним  К Н Д  Б т ( а Р, ср) = 0 ( а р, а р, сР, сР) .  
Во-вторых, насколько  будет отли чаться  реально получаемы й с р е д ­
ний К Н Д  от ож и даем ого  м аксим альн ого  5 т ( а с, сс)  = Б ) ( а с, а с, сс, сс) 
и как- их разность  зависит от неточности зад ан и я  парам етров  ф а ­
зовы х ошибок.

. П е р в ы й  вопрос можно рассм атр и вать ,  к а к  вопрос об устойчи­
вости м аксим альн ого  среднего К Н Д  к неточности за д ан и я  в кач е ­
стве исходных данных, п арам етров  ф азовы х ош ибок а  и с. Вто­
рой — к а к  вопрос о чувствительности получаемого м аксим альн ого  
среднего К Н Д  к отклонению  значений дисперсии и р ади у са  ко р ­
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реляции  ф а 1зс#вых ош ибок  в р еализуем ом  А Ф Р  ог за д ав а е м ы х  при 
.синтезе.

Устойчивость к А а = « р— а с можно, ограничиваясь  членам и вто­
рого п о р яд к а  м алости по Да, х а р актер и зо в ать  следую щ им в ы р а ­
ж ен ием  [2]:

N
5 ( « с  ®р, Ср, Ср) —  О т {лр, С р ) ^ - ( Ь * у 2 а 7 \ { а ,  с р) £  а 2п01п, (1)

Л—0

где

I N
! S.a„V» S - t - |S  («. с )л=о лл L(»-oі « ли 1/1—0

7 \  (а, с) =

N
2  a n0a lQJ%  (а,  с)

я,<—0
■ лг
2  0 .я—0

> 0 .

П олож и тельн ость  Г ^ а ,  с) нетрудно показать , если воспользовать­
ся неравенством  Кош и —  Б у и як о вско го  [2].

Т а б л и ц а  1

ар
ас

10~Б ю - 4 10“ 3 10~2 10-1

і о - 3 0,454 1,340 1,644 1,545 1,383
10h2 0,057 0,372 1,167 1,464 1,367

И з (1) видно, что неточное зад ан и е  дисперсии а с при синтезе 
н а  м аксим ум  среднего К Н Д  всегда приводит к  проигры ш у в с р е д ­

нем К Н Д  по сравнению  с
М с ,д  | | ^  ^ ----- |г^[ м акси м альн о  возм ож н ы м

'  " '  д л я  данной  антенны  и с
д ан ны м и ош ибкам и. Этот 
проигрыш  сравнительно  не­
велик, т а к  к а к  имеет вто ­
рой порядок малости  по Да. 
П риведенны е в табл . 1 з н а ­
чения Д ( а с, а Р) /Д о  д л я  а н ­
тенны с Ь =  2>Х и при р а д и у ­
се корреляци и  ош ибок  Сс — 
=  ср =  2,0, полученные в р е ­

зу л ьтате  точных численных 
расчетов, п о д твер ж даю т  
этот вывод. Видно, что м а к ­

сим альное  среднее К Н Д  достаточно устойчиво относительно 
Да. Так, при Д а /а Р= 3 0  % и а р =  10~3 (что соответствует Д<р<=1,8°)

Рис. 1

104



ААц/£)т ^ 8  %■ Устойчивость увеличивается  при сни ж ении степени 
оверхнанравленн ости  независим о от причины, по которой она 
ум еньш илась: з а  счет дисперсии ош ибок  а  или  ради уса  к о р р е л я ­
ции их с. С огласно расчетам  д л я  а Р =  0,2 при Д а /а Р =  30 % про­
игрыш  в К Н Д  А О т/От не превы ш ает  2 %. Следует  отметить, что 
устойчивость Ь т меньше, т. е. проигры ш  в Д »  больше, если уро­
вень ош ибок (их дисперсия) при синтезе  за д а е т с я  таки м  образом, 
что а с < а Р, по сравнению со случаем, когда  а с> а Р. Поэтому, если 
точное значение дисперсии ош ибок неизвестно, то при решении 
зад ач и  синтеза предпочтительнее за д а в а т ь  значение величины а с 
заведом о  большее, чем а р.

А налитическая  оценка устойчивости Ъ т по отношению к неточ­
ности за д ан и я  ради уса  корреляци и  с затрудн ительн а . К а к  п о к а ­
зы ваю т  численные расчеты, результаты  которых приведены в виде 
граф и чески х  зависимостей на рис. 1 (сплошные кри вы е),  и в д а н ­
ном случае отклонение с0 от точного значения ср сл аб о  влияет  На 
значение Д п . Так, д ля  антенны с Ь  =  3к  и ф азовы ми ош ибкам и 
с дисперсией а с =  а Р =  0,05 и сР =  0,3 отклонение Асу=,-± (сс— ср)  =  
— ± 0 , 2  д ает  Д Д п / Д п ^ 1 , 5  %.

Т аким  образом, умеренно сверхнаправленн ое  решение при с и н ­
тезе антенны с м акси м альн ы м  средним К Н Д  в статистической по­
стан овке  о казы вается  устойчивым по отнош ению  к неточности з а ­
дан и я  п ар ам етр о в  ошибок.

Чувствительность м ак си м ал ьн о го  среднего  К Н Д  к неточности 
реали зац и и  уровня ош ибок описывается  в ы р аж ен и ем  [2], з а п и ­
санны м с точностью до первых степеней м алости по Да:

/V .
О  (ас, Яр, Ср) Б т (ас, сс) =  (Да) 2а 2  Д ’ ^ с)"р -  - - п /=1) 

а„0*пУ(а\ } (<*• Сс ) ~  £  ап0а(0̂ } { а ,  сс)
, л, (=■=<> л,<=01 — «с -------------------- 7у----------------------------------------------

£  о„0а ^ ( а ,  сс)
п,(~ О

(2)

С огласно  численным исследованиям  числитель дроби, стоящ ей 
в квадратн ой  скобке, всегда полож ителен. О тсю да следует, что 
если Д а > 0 ,  т. е. а Р< а с, то Б ( а с, аР) > Б т (ис, а с),  а если Д а < 0 ,  то 
Б  ( а с, а Р) < Д п ( а с, а с) .  С ледовательно, р еал и зац и я  А Ф Р  с  ф а з о ­
выми ош ибками, меныпиими по сравнени ю  с теми, при которых 
проводился синтез, приводит к увеличению, а реал и зац и я  с б о л ь ­
шими ош ибкам и  — к сн и ж ению  реально получаемого  среднего 
К Н Д  по сравнению  с  о ж и даем ы м  значением. Это п одтверж дается  
р езу л ьтатам и  численных расчетов д ля  антенны с Ь =ЭХ  и с =  2,0, 
приведенными в табл . 2.

Х арактерно , что в д ан н ом  случае отклонение среднего  К Н Д  от 
м аксим альн ого  О т (ас, а е) .  пропорционально Да, в то врем я к а к
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Т а б л и ц а  2

ар®с
10-5 1 ю - 4 10~3 10-2 1 0 -1

го -3 1,721 1,714 1,644 1,167 0,303

4 0 - 2 1,555 1,554 1,545 1,464 0,Э67

при изучении устойчивости было получено, что отклонение ср ед ­
него К.НД от м аксим альн ого  О т ( а р, а р)  пропорционально (Д а )2.

Рис. 2 Рис. 3

С ледствием  этого является  различны й хар ак тер  зависимости 
0 ( а с, а Р)  от а с при а Р= со п з1  и от а р при а с=С0П51;. В первом 
случае  имеется явно вы раж ен н ы й  м аксим ум  при а с =  а р, во втором 
х ар ак тер  изменения 2 ) ( а с, а Р) — монотонный. У казан н о е  различие 
хорошо видно при сравнени и  результатов , приведенных в табл . 1, 2.

М н ож итель  т р и  Д а в  вы раж ен и и  (2) можно р а ссм атр и в ать  как  
чувствительность м аксим альн ого  среднего К Н Д  к «чужим» ош иб­
кам  реализаци и , т. е. к разни це  м еж д у  уровнем ошибок, д л я  к о ­
торого проводился синтез, и уровнем, с  которым А Ф Р  р е ал и зу ет ­
ся. Видно, что чувствительность тем больше, чем меньш е а с, по­
ско л ьку  с уменьш ением а с растет  к а к  значение вы р аж ен и я  в к в а ­
дратной  скобке, т а к  и количество членов N  в сумме, а следова­
тельно, и р азм ер  сам ой суммы, стоящ ей перед к в ад р атн о й  скоб ­
кой. Н аи б ольш ее  ее значение достигается  при а с= 0 ,  и оно соот­
ветствует чувствительности м аксим альн ого  К Н Д , получаемого при 
детерм инированном  синтезе  без ограничений. Учет ош ибок при 
статистическом синтезе значительно ум еньш ает  чувствительность,
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Так, •изображенные н а  рис. 2 средн ие  Д Н  по 'мощности н е зн а ч и ­
тельно отличаю тся  от оптимальной при Д а = ± 0 , 1  и сс =  сс = 0 ,8 .  
Уровень первого бокового лепестка  меняется не более чем на 
0,5 д Б ,  ш ирина Д Н  на уровне 3 д Б  практически одинакова. Н а и ­
больш ее  разл и ч и е  у Д Н  в области  боковых лепестков.

Ч увствительность к отклонению  ради уса  корреляции и сследова­
л ась  численно. Н екоторы е результаты  в виде зависимости 
D ( c Cl ср)  от ср п оказаны  на рис. 1 (ш триховые кривые) д л я  антен­
ны длиной 3>v и при а  =  0,05. И з  них следует, что при м алы х  Ас 
разность  D ( c Ct с р ) — D m (cCj сс)  зависит от Ас приблизительно по 
линейному закону.

В общем случае, когда при синтезе  одновременно неточно з а д а ­
ю тся  а  с и сс или ж е  при р е а л и за ц и и  А Ф Р  «чужие» ошибки т а к ж е  
отличаю тся  по обоим п ар ам етр ам  от задан ны х, представление 
о степени устойчивости и чувствительности D m д аю т  величины 
д вухмерны х областей а  и с, в п ределах  которых AD m не п р ев ы ш а­
ет  определенной величины. Соответствую щ ие области п оказаны  на 
рис. 3. v '*
_ Н а  рис. 3 через А о б о зн ач ен а  [О (ас, а р, сс, ср) -  А п  (ас. сс) \ /  
А п  К ,  С:), а ч е р е з  A , - [ D ( a c, ар, сс, С р ) - Д Д а р, сР) |  D m (*Р, с р). 

Ш триховой кривой ограничена область  «устойчивости» к  неточно­
сти за д ан и я  п арам етров  ош ибок при синтезе, т. е. область  зн а ч е ­
ний п арам етров  а с и сс, при которы х A i ^ — 0,5 %. П ри  этом о ш и б­
ки, с которыми А Ф Р  будет реализовы ваться , имеют а р =  0 ,1 и ср =  
=  0,3. Сплош ны е кривые ограничиваю т область  слабой чувстви­
тельности D m — область  значений а р и cv, при которых | Д | ^ 2  %. 
Видно, что м аксим альн ы й средний К Н Д  более устойчив и менее 
чувствителен к отклонению ради уса  корреляции от точного его 
значения, чем к  отклонению дисперсии.

С л у ч а й н ы е  о ш и б к и  и р е г у л я р и з а ц и я .  Выше было показано , что 
решение зад ач и  синтеза  антенны с м акси м альн ы м  К Н Д  в статис­
тической постановке ок азал о сь  устойчивым по отношению к не­
точности зад ан и я  дан ны х о статистике случайн ы х ош ибок (их д и с­
персии и радиусу  к орреляц и и ) ,  а т а к ж е  м ало  чувствительным 
к_«чуж им » ош ибкам . Эго позволяет  говоригиь о том, что учет слу­
чайных ош ибок н а  этапе  постановки зад ач и  синтеза  приводит 
к регуляри зации  ее  реш ения как  некорректной задачи  м атем ати ч е­
ской  физики.
) Ч тобы более детально  понять роль случайны х ош ибок в  регу­
л яр и зац и и  задач и  син теза  антенны с м акси м альн ы м  средним  К Н Д  
и установить в заи м освязь  п а р а м е т р а  регуляри зац и и  со статистикой 
ошибок, рассмотрим уравнение (11) из работы  [2] относительно 
оптим ального  А Ф Р.
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В оспользовавш ись  тем, что У =  В 0 +  аВ\ ,  запиш ем  его в следую щ ем 
виде:

Это уравнение  сп раведли во  при лю бы х а  и с. Э лементы  м атри ц  В х 
и ф  зави сят  от дисперсии а  и ради уса  корреляци и  с. Н аи более  
простой вид они приобретаю т д л я  м алы х  а  и с [2]. В этом случае 
м атри цы  В 1 и Q  м ож но счи тать  д иагональны м и с эл ем ентам и  
У ^ ( а ,  с) и /<б(а, с, 0), причем / ^ ( а ,  с) =  2а / $ ( а ,  с, 0). Введем 
м атр и ц у  В 2— В 1 — (21цт с элем ентам и  с)[1 — 1 /£>от]. Тогда (3) 
примет ВИД (4 ). В отсутствие ошибок, т. е. при
а  =  0, оно переходит в известное уравнение д ля  реш ения задачи" 
детерм инированного  синтеза /?0а >  =  т  >  (5 ) ,  которая  относится 
к некорректны м з а д ач а м  м атем атической  физики  и д ае т  неустой­
чивое решение. Д л я  получения устойчивого реш ения  можно, н а ­
пример, ограничить число гарм он и к  в р азлож ен и и  искомого А Ф Р  
или ввести дополнительную  ин ф орм аци ю  о решении, т. е. н а л о ­
ж и ть  дополнительны е ограничения. В детерм инированной теории 
синтеза антенн ограничения обычно н ак лад ы в аю тся  на норму тока, 
добротность, чувствительность к случайн ы м  ош и б кам  и т. п. П ри 
наличии указан н ы х  ограничений вместо (5) получается  следую ­
щ ее у р а в н е н и е : ] а  >  «= ча > ( 6 ) ,  где р — п а р а м е т р  р е гу л я ­
ризации; А  — д и аго н ал ьн ая  м атрица, которая  в частных случаях  
м ож ет  быть единичной.

П а р а м е тр  р, с о д ер ж ащ и й  неопределенный м нож итель  Л а г р а н ­
ж а ,  определяется  из условия выполнения ограничений задачи . 
П оследнее  приводит к необходимости реш ения нелинейного у р а в ­
нения. П а р а м е тр  р  и зм еняет  в требуемой по условиям  ограничений 
мере элементы главной д и агон али  м атрицы  и улучш ает  ее обус­
ловленность. О дн ако  при этом остается  неясны м  вопрос о ц ел е ­
сообразном  выборе вида функции ограничений (нормы токов, до ­
бротности и т. д .) ,  ее допустимом значении, во зн и каю т  сложности 
в нахож дении м нож ителя  Л а г р а н ж а  и соответственно п а р а м е т р а  р.

Ф изический обоснованный учет случайн ы х ош ибок н а  этапе 
постановки зад ач и  приводит к уравнению  (4), которое ан алоги ч ­
но (6). П ри  этом а  играет  роль п ар ам етр а  регуляри зации , а В 2 — 
роль стаб и ли зи рую щ его  ф ункционала , который зависит от радиуса 
корреляци и  ошибок.

А налитически регуляри зую щ ее  воздействие ош ибок п р о яв л яет ­
ся путем существенного подавления  высших (реактивны х) г а р м о ­
ни к  в р азлож ен и и  А Ф Р  и фактически к обры ван ию  р я д а  д л я  А Ф Р, 
т а к  как, начиная  с  некоторого п ^ Ы т, все ам плитуды  Ъп п рен ебре­
ж и м о  м алы  [3].

У казанное  «ограничительное» воздействие ош ибок  мож но ис­
пользовать  для  упрощ ения процедуры вычислений при синтезе. 
П ри  известных п а р а м е т р ах  ош ибок  а  и с мож но сразу  у к а за т ь  
м акси м альн ое  число членов р я д а  в р азл о ж ен и и  синтезируемого

(3)
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оптимального  А Ф Р, которое имеет см ы сл  учитывать. Э~о максй- 
м альное Мт можно найти из условия

J N mNn,{a, с)
а -

или д л я  с<С 1

т
10 (7)

ас
 7 7 ^  >  Ю.

, С  помощ ью  (7) м ож но т а к ж е  определить  те значения  а  и с, 
при которых следует  ограничиться  тем или  иным значением  N m.

В работе  изучено влияние случайных ф азовы х ош ибок в ам п л и ­
тудно-фазовом  распределении антенны на предельное значение 
ее среднего К Н Д . И сследовани е  проводилось применительно к л и ­
нейной неп реры вн ой антенне норм ального  и злучения  со случай­
ными ф азовы м и ош ибками. Р ассм о тр ен а  за д а ч а  синтеза антенны 
с м акси м альн ы м  К Н Д . С лучайны е ошибки в распределении источ­
ников учиты вались  с самого н а ч а л а  — на этапе  постановки з а д а ­
чи синтеза. П оказан о ,  что случайн ы е ош ибки существенно о с л а б ­
л яю т  явление сверхнаправленности  по К Н Д , регуляри зую т реш е­
ние зад ач и  синтеза. И зучены  зависимости значения м акси м ал ьн о ­
го среднего К Н Д  от п арам етров  случайны х ош ибок и от длины  
антенны, вы явлены  отличия от случая  детерм инированного  си н те­
за. Установлено, как  зависит регуляри зую щ ее действие случайны х 
ош ибок от их дисперсии и р ади у са  корреляции. П роведено с р а в н е ­
ние «естественной» регуляри зации , обусловленной неизбеж но 
присутствующ ими в антенне случайны м и ош ибкам и, с р е г у л я р и за ­
цией, обеспечиваемой теми или иными ограничениями в д етерм и ­
нированной теории синтеза.
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