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This paper aims to develop advanced numerical methods for analyzing 
stress in structures containing crack-like defects. The innovative aspect of the 
proposed research lies in involving hypersingular integral equations to solve a 
benchmark test. The benchmark test employs both boundary and finite element 
methods. The investigation involves fatigue analysis under finite amplitude 
cyclic loading, revealing a significant increase in service life, ensuring 
successful transportation of the intact structure. However, placing a penny-
shaped crack in the zone of maximum stresses results in a notable decrease in 
the expected service life before failure. For practical applications, short-distance 
transportation is deemed sufficient, as long-distance transport may induce 
fatigue crack propagation within the shell, leading to depressurization and 
eventual failure.

Для�визначення�напружено-деформованого�стану�пружного�тіла�вико-
ристовується�система�рівнянь�еліптичного�типу�в�частинних�похідних�дру-
гого�порядку�відносно�вектору�переміщення�U:
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де  та� коефіцієнти�Ламе.
Введемо�диференціальний�оператор�поверхневого�напруження�класи-

чної�теорії�пружності�як:
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де�n – одинична�зовнішня нормаль�до�поверхні.
Сформульовано� крайову� задачу� для тривимірного� тіла,� обмеженого�

областю�Ω�та�ослабленого�розрізами�Si (i=1,...,n),�для�визначення U:
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, j=1,2,3, Ui(x) = uil(x), x�1, Tn(x)U(x) = X(x), x�2, (3)

(Tn(x)u(x)�n(x)) = N3i, (Tn(x)u(x)� k(x)) = Nki, x�2, i=1,2.
Розв’язання�крайової�задачі�(3)�може�бути�знайдено�за�допомогою�різ-

них�числових�методів.�Серед�них�варто�відзначити�методи скінчених�[1]�та�
граничних�елементів� (MГЕ)�[2];�обидва� засновані�на�використанні�методу�
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зважених�похибок.�Далі�використано�формулювання�на�основі�методу�гра-
ничних�елементів.�Однією�з�ключових�особливостей�цього�методу�є�вико-
ристання�сингулярних�пробних�функцій,�які�задовольняють�диференціаль-
не�рівняння�(1)�всюди,�за�винятком�однієї�сингулярної�точки.�Таким�чином,�
фундаментальні�та�сингулярні�розв’язки�рівняння�(1)�використовуються�як�
пробні�функції.�Фундаментальний�розв’язок�теорії�пружності�отримується�
при�розв’язанні�рівняння�(1)�з�правою�частиною�у�вигляді�дельта-функції�і�
подається�в�матричній�формі:
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З� використанням� подання� (4)� у� разі� ізольованої� кругової� тріщини�
отримано�гіперсингулярне�інтегральне�рівняння�у�вигляді�[1]:
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де ( )q x – функція,�що характеризує�зовнішнє�навантаження,  – коефіцієнт�
Пуассона.�Рівняння�(5)�розглядалось�для�тріщини�у�вигляді�кола�радіусом
R при однорідному� розтягуванні σ.� Таким� чином,� ( )q x =σ.� Область� інте-
грування�S розділена�на�N плоских�трикутних�та�чотирикутних�елементів.�
Розглянуто�гіперсингулярний�інтеграл�по�апроксимованій�поверхні�і�отри-
мано�систему�лінійних�алгебраїчних�рівнянь:
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де�елементи�матриці� kjH обчислюються за�формулами:
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Оскільки�область�у�рівнянні�(5)�є�колом,�то�двовимірне�гіперсингуля-
рне�рівняння�зводиться�до�одновимірного�[2].�Застосовується�циліндрична�
система� координат,� тому cos ,x    0 0 0cos ,x    0 0 0siny    . 
Введемо�позначення: 2 2 2

0 0( ) ,a z z      02b   і�отримаємо�одновимі-
рне� гіперсингулярне� інтегральне� рівняння.� Числову� реалізацію цього� рів-
няння�зроблено�методами [3,4].�Для�тріщини�у�формі�круга�радіусом�R,�яка�
знаходиться�під� дією�навантаження�σ,� використовується�МГЕ, при�цьому�
тріщина�розглядається�в�необмеженому�тривимірному�просторі.�Таким�чи-
ном,�виникає� два�варіанти�розв’язання� задачі� із� гіперсингулярними� інтег-
ральними�рівняннями.�Перший�варіант�пов’язаний�з�двовимірним�інтегра-
льним� рівнянням� (5),� тоді� як� другий� стосується� аксіально-симетричного�
формулювання [4].�При�числових�симуляціях�вибрані�значення�R=0.005 м�і�
σ=1 МПа.�Загальна�кількість�плоских�трикутних�та�чотирикутних�елемен-
тів� складала� при� використанні� рівняння� (5)� складала� N=9284.� Сегмент�
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[0, π]�був�поділений�на�N1=100�одновимірних�граничних�елементів.�Аналі-
тичний� розв’язок� рівняння� аксіально-симетричної� задачі� отриманий� в� [4] 
як� 2 2

3( ) 4 R      .
Найважливішими�параметрами�руйнування�є�коефіцієнти�інтенсивно-

сті�напружень.�У�розглянутому�випадку�потрібен�лише�коефіцієнт�KI,�щоб�
адекватно�описати�деформований�стан�в�околі�тріщини, його�аналітичний�
вираз� для� кругової� тріщини� радіусом�R під� дією�навантаження� σ�має� ви-
гляд 2IK R   . У табл. 1�надано�порівняння�аналітичних�та�числових�
результатів,�отриманих�різними�методами�для�різних�полярних�кутів�.�Сі-
тка�скінчених�елементів�складалась�з�43674 елементів.�

Таблиця�1 – Порівняння�числових�та�аналітичних�результатів�


Аналітичне�
значення

Двовимірне�
рівняння

Одновимірне�
рівняння МСЕ

10 1.12827 1.13217 1.12988 1.14217
30 1.12827 1.12945 1.12837 1.14207
50 1.12827 1.12876 1.12830 1.14204
70 1.12827 1.12842 1.12828 1.14203
90 1.12827 1.12830 1.12828 1.14200

Результати,�подані�в�табл. 1,�свідчать�про�точність�і�надійність�методів�
скінченних� та� граничних� елементів,� що� надалі� будуть� використані� при�
аналізі� можливості� руйнування� паливних� баків� з� початковими� мікро-
дефектами�при�транспортуванні.
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