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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. Зміна чисельності популяцій в часі ( одна з основних характеристик біологічного виду. Не існує жодної популяції, чисельність якої не зазнавала б змін. Деякі з цих змін носять сезонний характер і пов'язані з коливаннями кліматичних умов протягом року, інші ж зміни зачіпають періоди часу, що включають роки і десятиліття. Коливання чисельності мають різну регулярність і розмах, можуть супроводжуватися істотними перебудовами структури популяцій, приводити до змін їх екологічних параметрів, викликати зміну ролі і значущості різних видів в біосистемах.
Вивчення динаміки популяцій пов'язане з побудовою різних моделей чисельності, ці моделі часто є емпіричними і вимагають додаткового обґрунтування або підбору невідомих параметрів. Математичні моделі теорії популяцій можна розділити на дві групи: неперервні і дискретні. У неперервних моделях чисельність або щільність розселення популяції вважається неперервною функцією часу і просторових координат. Неперервні моделі, як правило, мають вигляд одного або декількох диференціальних рівнянь. Такий підхід правомірний, коли чисельність популяції можна апроксимувати за допомогою неперервної кривої, що можливо лише для достатньо чисельних популяцій.

У реальності чисельність популяції є дискретною величиною, яка набуває певних значень у фіксовані моменти часу. Дискретні значення популяції можуть бути отримані з експериментальних даних (лабораторних або польових) в дискретні моменти часу. При цьому завдання опису динаміки популяції приводить до аналізу дискретної системи. Більшість дискретних моделей популяційної динаміки описує лише зміну загальної чисельності популяції (модель Мальтуса, модель Ферхюльста, модель Рікера та ін.), не роблячи жодних припущень відносно залежності смертності і народжуваності від віку особин. Проте у багатьох випадках облік вікової структури популяції має велике значення. 
Прості постулати відносно взаємозв'язку чисельностей вікових груп приводять до так званої класичної моделі Леслі, в рамках якої не відбувається зміни біологічних параметрів популяції з плином часу. Але відомо, що на практиці ці параметри змінюються під плином кліматичних умов, обмеженості ресурсів харчування та інших факторів довкілля. Тому в роботі розглядається неоднорідна модель Леслі, яка враховує зміни параметрів популяції та дає коливання чисельності, що є більш адаптованою до реальності. 
Застосування саме неоднорідної моделі Леслі до прогнозування динаміки населення виправдано з практичної точки зору, оскільки в рамках даної популяції вік особини можна точно визначити.

Під час виконання дослідження автор спирався на теоретичні результати як вітчизняних, так і на зарубіжних учених. У 1945 році П. Леслі ввів модель з дискретною віковою структурою і дискретним часом. Надалі вивченням властивостей даної моделі займалися Полуєктов Р. А., Свірежев Ю. М., Caswell H., Usher M. B. та ін.. Основні дискретні математичні моделі популяцій розглянуті в роботах Різніченко Г. Ю., Фрісман Е. Я. У роботах Логофета Д. О., Lefkovitch L.P., Клочкової І. Н., Едієва Д. М. розглядалися різні модифікації моделі Леслі.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна робота виконана на кафедрі вищої математики Харківського національного університету радіоелектроніки МОНмолодьспорту України  відповідно до планів науково-дослідницьких робіт держбюджетних тем: «Еволюційні гібридні системи обчислювального інтелекту зі змінною структурою для інтелектуального аналізу даних» (ДР № 0110U000458) та «Розробка математичних моделей та програмних засобів прийняття багатокритеріальних рішень в умовах невизначеності» (ДР № 0109U002571). При виконанні цих тем здобувач приймав участь як виконавець, ним було досліджено динамічні системи та умови, при яких ці системи мають властивість ергодичності.
Мета і завдання дослідження. Метою роботи є побудова та дослідження неоднорідної матричної моделі Леслі та вивчення ефекту стабілізації вікового складу популяції в рамках цієї моделі. 
Для досягнення цієї мети необхідно вирішити такі завдання:

1) дослідження існуючих підходів до модифікації матричної моделі Леслі;

2) розробка та дослідження узагальненої операторної популяційної моделі Леслі;

3) побудова та вивчення математичних властивостей неоднорідної моделі Леслі, яка враховує зміни коефіцієнтів народжуваності і виживання популяції з перебігом часу;
4) аналіз якісних змін в динаміці дискретних моделей, обумовлених варіаціями параметрів, за допомогою теорії біфуркації;
5) дослідження взаємозв'язку динаміки неоднорідної моделі Леслі і неоднорідного марківського ланцюга, що має властивість ергодичності.
Об’єкт дослідження – дискретні процеси популяційної динаміки.
Предмет дослідження – неоднорідна матрична популяційна модель Леслі.

Методи дослідження – теорія нескінченновимірних матриць, біфуркаційний аналіз для отримання границь зміни регульованих параметрів, елементи функціонального аналізу, лінійна алгебра, апарат різницевих рівнянь, теорія графів.

Наукова новизна одержаних результатів. У результаті виконання дисертаційної роботи поставлена мета була досягнута. У рамках вирішення завдань дисертаційного дослідження отримано такі основні нові наукові результати:
- уперше запропоновано операторний опис однорідної моделі Леслі у випадку додатного оператора у нескінченновимірному просторі еквівалентний нескінченновимірній матричній моделі, що дозволяє із загальних позицій функціонального аналізу вивчати якісні властивості цієї моделі;

- подальший розвиток отримала однорідна модель Леслі, яка була поширена на неоднорідний випадок (з формальної точки зору замість степеня додатної матриці Леслі розглядається добуток додатних матриць), що дає змогу врахувати зміни біологічних параметрів популяції з плином часу;

- уперше сформульовані і доведені теореми про властивість слабкої ергодичності для добутку додатних матриць, показано, що неоднорідна модель Леслі має властивість слабкої ергодичності, яка приводить до стабілізації розподілу частки особин кожного вікового класу відносно до загальної чисельності популяції;
- уперше встановлена еквівалентність дискретної неоднорідної моделі Леслі і неоднорідного марківського ланцюга, для якого отримано умови, за яких граничний розподіл ймовірностей станів стабілізується з плином часу в околі наперед заданих значень.
Практичне значення одержаних результатів. Результати, отримані в роботі, є теоретичною і методичною основою прогнозування розвитку популяції з часом в рамках неоднорідної моделі Леслі. Використання запропонованих у роботі модифікацій моделі Леслі є більш адаптованими до опису динаміки реальних популяцій і дозволяють враховувати коливання чисельності популяції, а також дають можливість здійснювати управління чисельністю популяції з метою стабілізації вікового складу. Також за допомогою неоднорідної моделі Леслі можна здійснювати прогнозування чисельності не тільки тваринних популяцій, а і людської популяції. Так чисельність населення і його склад разом з купівельною спроможністю індивідів визначають потенційний обсяг спожитих товарів і послуг і, таким чином, впливають на виробництво, сферу обслуговування, масштаби експортно-імпортних операцій, тобто демографічна ситуація в країни є важливим чинником, що впливає на соціально-економічний розвиток держави.
Апробація результатів дисертації. Основні результати проведених досліджень доповідалися на таких наукових конференціях і семінарах: 11-й, 12-й міжнародний молодіжний форум «Радиоэлектроника и молодежь в XXI веке» (Харків, 2007 р., 2008 р.); Міжнародна наукова конференція «Современные проблемы математики и её приложения в естественных науках и информационных технологіях» (Харків, 2007 р., 2011 р.); Десята та дванадцята всеукраїнська студентська наукова конференція з прикладної математики та інформатики (Львів, 2007 р., 2009 р.); XV міжнародна наукова конференція вчених України, Білорусії, Росії «Прикладные задачи математики и механики» (Севастополь, 2007 р.); 
2-а міжнародна наукова конференція «Современные информационные системы. Проблемы и тенденции развития» (Харків–Туапсе, 2007 р.); XXI Міжнародна наукова конференція «Математические методы в технике и технологиях» (Саратов, 2008 р.); 3-й Міжнародний радіоелектронний форум «Прикладная радиоэлектроника: состояние, перспективы развития» (Харків, 2008 р.); Український математичний конгрес (Київ, 2009 р.); Міжнародна конференція «Математические и информационные технологи» (Чорногорія, м. Будва, 2009 р.); XII Міжнародна науково-технічна конференція «Моделирование, идентификация, синтез систем управления» (Крим, 2009 р.); 13-а міжнародна наукова конференція імені академіка М. Кравчука (Київ, 2010 р.); 17-а Міжнародна конференція «Математика. Компьютер. Образование» (Дубна, 2010 р.); 5-а Всеросійська науково-практична (заочна) конференція «Естественные науки и современность: проблемы и перспективы исследования» (Москва, 2011 р.), Міжнародна конференція з математичного моделювання (Херсон, 2011 р.).

Особистий внесок здобувача. Усі результати дисертаційної роботи отримані автором особисто й опубліковані в наукових працях [1-22]. У роботах, написаних у співавторстві, дисертантові належать такі результати: в [1] автору належить метод стабілізації вікового розподілу в рамках неоднорідної популяційної моделі Леслі; в [2] автором здійснено чисельне порівняння моделі Леслі та її модифікації на випадок агрегації вікових класів на прикладі популяції медососових птиць (Helmeted Honeyeater); в [4] автором запропоновано перехід до операторного опису моделі Леслі та досліджено динаміку вікового розподілу в рамках цієї моделі; в [5] автором досліджено асимптотичні властивості неоднорідної моделі Леслі; в [6] автором проведено порівняльний аналіз неперервних і дискретних моделей динаміки популяції; в [7] автором побудовано модифіковану модель Леслі для прогнозування вікової структури професійної групи та здійснено чисельне моделювання; в [8] автором розглянуто модель Леслі з урахуванням промислового вилучення та проведено порівняльний аналіз з іншими моделями цього ж класу; в [9] автором розглянуто стохастичний аналог неоднорідної моделі Леслі. Автор самостійно або у співавторстві здійснив підготовку тез доповідей [10–22] і особисто виступав на конференціях. Внесок дисертанта у даних роботах є визначальним.
Публікації. За темою дисертаційної роботи опубліковано 22 праці, в тому числі: 5 статей у фахових виданнях, рекомендованих для публікації результатів дисертацій з фізико-математичних наук, 4 статті в інших наукових виданнях, та 
13 тез доповідей, опублікованих у матеріалах міжнародних наукових конференцій.
Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається із вступу, чотирьох розділів, висновків, списку використаних джерел та додатків. Загальний обсяг дисертації становить 137 сторінок, з них 122 сторінки основного тексту. Робота містить один додаток, 21 рисунок та 5 таблиць. Бібліографічний список налічує 108 назв. 
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обґрунтовано актуальність теми дослідження, визначено об’єкт, предмет, мету, завдання та методи дослідження. Визначено особистий внесок здобувача, відомості про апробацію результатів роботи, публікації.

У першому розділі здійснено аналіз існуючих підходів до опису популяційної системи з метою побудування математичної моделі популяції. Зроблено висновок, що популяційний підхід є найбільш поширеним і реалістичнішим. У рамках цього підходу фактори довкілля можна врахувати за допомогою коректно визначених статистичних показників популяції. Зрозуміло, що сам процес вибору «важливих» характеристик із загальної кількості факторів є достатньо складним, але розбиття популяції на вікові групи може спростити дане завдання. У зв’язку з цим у цій роботі акцентується увага на вивченні дискретних моделей популяційної динаміки, зокрема матричної моделі Леслі. Зроблено аналіз динаміки чисельності однорідної класичної матричної популяційної моделі Леслі.
Подано огляд робіт з дослідження класичної популяційної моделі Леслі, який показав, що всі вдосконалення, що проводилися з цією моделлю для адаптації її до реальних популяцій, пов’язані з «поповненням» новими елементами матриці Леслі або з переходом до від’ємних значень її параметрів, що дозволяє врахувати в моделі не лише народжуваність, але і смертність особин у прегенеративному періоді. Однак ці модифікації не враховують можливості зміни параметрів моделі з перебігом часу, тому великий інтерес представляє побудова та дослідження неоднорідної моделі Леслі.
У другому розділі побудовано нескінченновимірний оператор Леслі, здійснено повне дослідження його властивостей. Також уведено опис класичної моделі Леслі в термінах додатного оператора, який діє на додатному конусі. Досліджувалися властивості скінченного оператора Леслі та встановлено залежність стійкості граничного вікового розподілу в операторній моделі Леслі від індексу імпримітивності матриці Леслі.

Побудова нескінченновимірного аналога класичної моделі Леслі. Розглянемо дійсний гільбертовий простір 
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. Визначимо оператор 
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 в цьому просторі за допомогою його відповідного нескінченного графа з множиною вершин 
[image: image3.wmf],...}

,...,

,

{

2

1

n

v

v

v

V

=

.

[image: image4.png]



Рис. 1. Граф оператора 
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Цей граф асоційований з нескінченновимірною матрицею такого виду:
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При цьому перетворення такого виду:
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(1)
описує дію оператора 
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Основні властивості нескінченновимірного оператора Леслі виду (1):
1) Добуток 
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 існує завжди;
2) Оператор 
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 обмежений 
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;
3) Оператор 
[image: image14.wmf]Á

 лінійний та цілком неперервний.
Математичне формулювання операторної моделі Леслі. Нехай ресурси харчування не обмежені, розмноження відбувається в певні моменти часу 
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Оператор Леслі задається за допомогою графа, який в математичній біології прийнято називати графом життєвого циклу (ГЖЦ) організмів цього біологічного виду:
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Рис. 2. Граф оператора 
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 групу до наступного моменту часу.

Оператор Леслі є окремим випадком нескінченновимірного оператора 
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 та має такі властивості: лінійності, компактності, сильної позитивності та нерозкладності.
Таким чином, знаючи структуру оператора 
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 і початковий стан популяції 
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, можна прогнозувати стан популяції в будь-який наперед заданий момент часу:
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(2)

Матриця, асоційована з оператором Леслі, має вид:
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(3)
Проекційна матриця Леслі є невід’ємною, нерозкладною, а також задовольняє теоремі Перрона-Фробєніуса, тобто має єдине позитивне власне значення 
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 таке, що для будь-якого іншого власного значення виконується умова:
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(4)
Нерозкладна матриця Леслі з невід’ємними елементами називається примітивною, якщо нерівність (4) виконується строго, якщо ж нерівність (4) перетворюється в рівність для 
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 різних між собою власних значень 
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, тоді матриця Леслі має назву імпримітивної, а число 
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 – її індекс імпримітивності (рівний найбільшому загальному дільнику номерів тих вікових класів, де є народжуваність).
Залежність стійкості граничного вікового розподілу в операторній моделі Леслі від індексу імпримітивності матриці Леслі. Траєкторії розвитку однорідної моделі Леслі суттєво пов’язані зі спектральними властивостями матриці Леслі. Якщо матриця Леслі примітивна, тоді для всіх 
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, де C > 0 залежить від 
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 – перронів вектор (єдиний позитивний власний вектор нерозкладної невід’ємної матриці). Таким чином, у моделі з примітивною проекційною матрицею Леслі існує єдиний асимптотичний розподіл вікових груп, який є глобально стійким в 
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 Рис. 3. Чисельність популяції експоненціальна зростає 
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Рис. 4. Чисельність популяції експоненціальна спадає 
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Рис. 5. Чисельність популяції прямує до граничного розподілу при 
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 Рис. 6. Траєкторія розвитку популяції прямує до циклу з періодом 
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У третьому розділі розглянуто неоднорідну скінченновимірну модель Леслі, в якій проекційна матриця змінюється з плином часу. Ця модель, на відміну від однорідної класичної моделі Леслі, дозволяє враховувати як сезонні зміни популяції, так і річні. Відомо, що траєкторії однорідної моделі Леслі мають монотонний характер, однак чисельність реальних популяцій носить коливальний характер, що дає неоднорідна модель Леслі. Тому неоднорідна модель є більш адаптована до застосування її для прогнозування змін чисельності реальних популяцій. Також вивчено асимптотичні властивості неоднорідної моделі Леслі.
Оскільки у формулюванні неоднорідної моделі Леслі міститься добуток невід’ємних матриць, то необхідним завданням є розгляд і вивчення властивостей добутку таких матриць.
Неоднорідна скінченновимірна модель Леслі. Припустимо, що коефіцієнти виживання і народжуваності популяції змінюються на кожному кроці, що відповідає зміні проекційної матриці Леслі. Тоді, знаючи початковий стан популяції (вектор-стовбець 
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), можна прогнозувати стан популяції в будь-який наперед заданий момент часу за допомогою неоднорідної моделі Леслі: 
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де 
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Властивість ергодичності для добутку невід’ємних матриць. Вважатимемо, що додатна матриця 
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 не має нульових рядків і стовпців. Тоді для такої матриці визначимо коефіцієнт Біркгофа 
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Нехай задана послідовність невід’ємних матриць 
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Також у цьому розділі отримані такі результати.
Лема 1. Добуток матриць 
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Теорема 1. Для послідовності 
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Наслідок. Якщо для послідовності 
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для достатньо великих 
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Асимптотичні властивості неоднорідної моделі Леслі. Розглянемо неоднорідну модель Леслі виду (5). Добуток 
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 задовольняє умовам теореми 2, тобто добуток матриць Леслі має властивість слабкої ергодичності. 
Теорема 3. Якщо добуток матриць Леслі має властивість слабкої ергодичності, тоді при 
[image: image139.wmf]¥

®

n

 маємо: 

[image: image140.wmf]~

)

(

/

)

(

1

1

)

,

0

(

1

)

,

0

(

å

å

å

=

=

=

n

i

n

s

n

is

o

i

n

i

n

ik

o

i

l

t

x

l

t

x



 EMBED Equation.3  [image: image141.wmf]~

)

(

)

(

1

)

0

(

)

0

(

1

)

,

0

(

1

)

0

(

)

0

(

)

,

0

(

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

å

å

å

=

=

=

n

i

q

i

o

i

n

s

n

qs

n

i

q

i

o

i

n

qk

w

w

t

x

l

w

w

t

x

l



[image: image142.wmf]å

=

n

s

n

qs

n

qk

l

l

1

)

,

0

(

)

,

0

(

~


для будь-якого фіксованого 
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Це означає, що частка особин кожної вікової групи відносно до загальної чисельності залишається незмінною, хоча загальна чисельність може змінюватися з перебігом часу.
У четвертому розділі показано, що неоднорідна модель Леслі еквівалентна деякому неоднорідному марківському ланцюгу, керованому послідовністю стохастичних матриць. Отримані достатні умови стабілізації розподілу неоднорідного марківського ланцюга, що дає можливість вказати таку послідовність перехідних матриць, яка в сукупності визначає поведінку неоднорідної системи з певним граничним розподілом. У свою чергу це можна інтерпретувати як можливість управління віковим складом популяції, базуючись на еквівалентності моделі Леслі і відповідного марківського ланцюга.
Запропоновано метод апроксимації життєвих параметрів популяції в рамках неоднорідної моделі Леслі з використанням кубічних сплайнів. Здійснено чисельний аналіз однорідної та неоднорідної моделі Леслі на прикладі Helmeted Honeyeater і населення України.
Марківське трактування неоднорідної моделі Леслі. Нехай у кожний момент часу 
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 популяція описується за допомогою відповідної матриці Леслі. Використовуючи перетворення подібності, перейдемо від нерозкладної матриці Леслі до її стохастичного аналога: 
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 – це правий власний вектор матриці Леслі, відповідний головному власному значенню. У результаті отримуємо неоднорідний марківський ланцюг, керований послідовністю стохастичних матриць 
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Очевидно, що поведінка ланцюга повністю визначається задаванням початкового розподілу і послідовністю 
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 стохастичних матриць, кожна з яких є матрицею перехідних ймовірностей відповідно проміжку 
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Теорема 4. Якщо для марківського ланцюга 
[image: image154.wmf])

(

t

X

 виконуються умови:
1) усі матриці послідовності 
[image: image155.wmf]¥

=

1

}

{

k

k

L

 (
[image: image156.wmf]n

j

i

k

l

L

ij

k

,

1

,

)},

(

{

=

=

) мають загальний лівий власний вектор 
[image: image157.wmf]T

n

x

x

x

X

]

,

,

,

[

*

*

2

*

1

*

K

=

, відповідний їх звичайному власному значенню, рівному одиниці, тобто

[image: image158.wmf]*

*

X

L

X

k

=

, 
[image: image159.wmf]0

>

"

k

, 
[image: image160.wmf]1

1

*

=

å

=

s

j

j

x

, 
[image: image161.wmf]0

*

³

j

x

, 
[image: image162.wmf]n

j

£

£

1

;

2) нехай величина 
[image: image163.wmf])

(

min

max

1

1

)

(

k

l

ij

n

j

n

i

k

£

£

£

£

=

J

 така, що 
[image: image164.wmf]å

¥

=

¥

=

1

)

(

k

k

J

,
[image: image165.wmf]0

)

(

>

k

J

, 
[image: image166.wmf]0

>

"

k

;
тоді при будь-якому початковому розподілі ймовірностей 
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 рівномірно за всіма станами. 
Таким чином, показано, що поведінку граничного розподілу марківського ланцюга можна стабілізувати в околі наперед заданих значень незалежно від початкового розподілу. Це означає, що віковий склад неоднорідної моделі, яка відповідає цьому ланцюгу, можна стабілізувати в околі довільного заздалегідь заданого розподілу.
Прогнозування життєвих параметрів популяції в рамках неоднорідної моделі Леслі. Для побудови неоднорідної моделі Леслі використовуються реальні дані з демографічних таблиць, в яких представлені чисельності вікових груп у певні моменти часу. Проте на практиці зустрічаються такі популяції, визначення точного значення чисельності яких на всьому часовому проміжку або в деякі моменти часу є важким завданням. Для таких популяцій розрахунок коефіцієнтів моделі Леслі з подальшою побудовою матриць Леслі стає практично неможливим. Тоді актуальним завданням є прогнозування коефіцієнтів моделі Леслі за набором набутих раніше значень.
Поставлене завдання можна інтерпретувати таким чином: маємо часовий відрізок 
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. Тоді цю функцію можна інтерполювати кубічним сплайном. Після побудови інтерполяційної кривої можна обчислити значення цієї функції не тільки у вузлових точках, що вирішить завдання знаходження життєвих параметрів популяції, яких немає в демографічній таблиці. 
Під час побудови кубічного спайна, значення інтерполяційної кривої можна обчислити в будь-якій точці «пограничної» області. Таким чином, за допомогою інтерполяції функції 
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 кубічним сплайном з подальшою її екстраполяцією можна прогнозувати значення коефіцієнтів моделі Леслі.
Чисельна реалізація однорідної та неоднорідної моделі Леслі на прикладі Helmeted Honeyeater. Розглянемо популяцію медососових птиць Helmeted Honeyeater. Ця популяція є закритою (розселяються колоніями) і складається з 10-ти вікових груп. На підставі реальних даних (Schooley R., 2007), узятих за період з 1991 до 1994 років, побудовані неоднорідна, яка складається із трьох матриць, і однорідна моделі Леслі. Результати моделювання зміни чисельності популяції за допомогою цих двох моделей представлені на рисунку 7.
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Рис. 7. Прогноз за допомогою однорідної та неоднорідної моделей Леслі
Як видно з таблиці 1, відхилення неоднорідної моделі Леслі знаходяться в межах допустимих значень (4%). Проте під час порівняння однорідної моделі Леслі з реальними даними погрішність обчислень може перевершувати допустиму межу.
Таблиця 1. Відносні відхилення моделей від реальних даних
	
	1996
	1998
	2000
	2002
	2004
	2006
	2008

	Однорідна модель
	3 %
	5 %
	1,5 %
	5,9 %
	8 %
	1,7 %
	2 %

	Неоднорідна модель
	2,7 %
	3,8 %
	0,3 %
	1,4 %
	1,4 %
	1,2 %
	0,6 %

	Реальні данні
	104
	112
	128
	135
	144
	170
	176


Чисельна реалізація однорідної та неоднорідної моделі Леслі на прикладі населення України. У даний час гострою соціально-демографічною проблемою в Україні є не тільки зменшення власне чисельності населення, а й трансформація його вікової структури, зокрема зростання питомої ваги осіб старших вікових груп. Цей процес отримав у науковій літературі назву «старіння населення».
Розіб'ємо популяцію на 5 вікових груп: 1 група - від 0 до 14 років, 2 група – від 15 до 24 років, 3 група – від 25 до 44 років, 4 група – від 45 до 64 років, 5 група – від 65 років і більше. На підставі реальних даних перепису населення України, узятих за період з 1993 до 1996 років, були побудовані неоднорідна й однорідна моделі Леслі, вважаючи, що коефіцієнти народжуваності для першого і п'ятого вікового класу дорівнюють нулю. На рисунку 8 наведені результати моделювання зміни чисельності населення за період 14 років, починаючи з 1994 року, за допомогою однорідної і неоднорідної моделей Леслі. 
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Рис. 8 Моделювання чисельності населення за 14-літній період
З рисунка 8 видно, що зменшення загальної чисельності популяції спостерігається в двох даних моделях, проте неоднорідна модель досить добре узгоджується з реальними даними (відхилення не більше 2,5 %), на відміну від однорідної моделі. Отже неоднорідна модель Леслі є більш адаптованою до реальності, ніж однорідна. 
За допомогою неоднорідної моделі побудовано діаграму прогнозу загальної чисельності населення України (рисунок 9). Реальні дані використані зі звітів Інституту демографії та соціальних досліджень імені М. В. Птухи НАН України. Видно, що загальна чисельність має тенденцію до зменшення і в майбутньому.
	
[image: image181.png]HHCEN T, THE YO, Peanui aawi Mo ruos
0000

<0000
30000
20000
10000

Porn
2000 2008 2010 2016 2020 2025 2030 2035



 Рис. 9. Прогнозні дані загальної чисельності населення України
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 Рис. 10. Вікова структура населення України за 2000 рік
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   Рис. 11. Вікова структура населення України за 2005 рік
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 Рис. 12. Прогноз вікової структури населення України за 2025 рік


Зіставляючи результати моделювання вікового складу населення (рисунки 10-12), отримані за допомогою неоднорідної моделі Леслі, робимо висновок, що трансформація вікового складу популяції засвідчує тенденцію до «старіння населення».
Усі розрахунки були проведені за допомогою математичного пакета Mathematica 5.0.
ВИСНОВКИ
У дисертаційній роботі отримані результати, які є подальшим узагальненням та розвитком однорідної популяційної моделі Леслі на неоднорідний випадок. Отримані результати мають важливе наукове та практичне значення для прогнозування зміни чисельності різних біологічних видів. 

1. На основі вивчення та аналізу наукових робіт в галузі математичної біології виділено важливий підхід в описі популяційних систем – популяційний – що дозволяє чітко відокремити довкілля від досліджуваного об'єкта. У рамках цього підходу проведено аналіз моделей популяційної динаміки, в результаті якого був виділений клас дискретних матричних моделей (зокрема модель Леслі), який дозволяє враховувати не тільки загальну чисельність популяції, але і її віковий склад.

2. Сформульована узагальнена математична однорідна модель Леслі, що використовує уведений в роботу додатній оператор Леслі, який діє у нескінченновимірному просторі, що відповідає нескінченновимірній матричній моделі. Це дозволило із загальних позицій функціонального аналізу довести ряд теорем про якісні властивості даного оператора.

3. На основі однорідної популяційної моделі Леслі розроблена неоднорідна скінченновимірна модель Леслі, яка дозволила враховувати еволюція біологічних параметрів популяції з перебігом часу.

4. У рамках розглянутої неоднорідної популяційної моделі Леслі були досліджені асимптотичні властивості добутку невід’ємних матриць. Уведено та вивчено властивості коефіцієнтів ергодичності Біркгофа добутку таких матриць, а також отримано явний вид даних коефіцієнтів. 

5. Отримано умови, за яких добуток матриць має властивість слабкої ергодичності, що дозволило стабілізувати частки особин кожного вікового класу до загальної чисельності популяції. Показано, що швидкість збіжності до граничного розподілу є геометричною. 
6. Побудовано неоднорідну модель Леслі, яка відповідає неоднорідному марківському ланцюгу, керованому послідовністю стохастичних матриць. Знайдено достатні умови стабілізації розподілу неоднорідного марківського ланцюга. Це означає, що можна вказати таку послідовність перехідних матриць, яка в сукупності визначає поведінку неоднорідної системи з певним граничним розподілом.
7. Проведено чисельний аналіз властивостей однорідної і неоднорідної популяційних моделей Леслі на прикладах Helmeted Honeyeater. Встановлено, що результати, отримані за допомогою неоднорідної моделі Леслі в межах допустимої погрішності (4 %), чия динаміка розвитку враховує можливі коливання чисельності популяції з плином часу. Дані обчислювального експерименту, отримані за допомогою однорідної моделі Леслі, мають погрішність більше ніж 
4 % порівняно з реальними даними.
8. Зроблено прогноз зміни вікового складу населення України, який засвідчує тенденцію до «старіння населення» та зменшення загальної чисельності з перебігом часу. Показано, що дані, отримані за допомогою неоднорідної моделі Леслі, достатньо добре узгоджені з реальними даними, які були узяти зі звітів Інституту демографії та соціальних досліджень імені М. В. Птухи НАН України.
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АНОТАЦІЯ

Балакірєва О. Г. Стабілізація вікового складу популяції в рамках неоднорідної моделі Леслі. ( Рукопис.
Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук за спеціальністю 01.05.02 ( математичне моделювання та обчислювальні методи. ( Харківський національний університет радіоелектроніки, Харків, 2012.
Дисертація присвячена математичному моделюванню і чисельному аналізу дискретних матричних моделей динаміки популяції.
Розглянута однорідна популяційна модель Леслі і засоби її модифікації для більшої адаптації до прогнозування динаміки чисельності реальних популяцій. Перша модифікація була пов'язана з узагальненням моделі Леслі на нескінченновимірний випадок за допомогою введення нескінченновимірного оператора Леслі, що асоціюється з нескінченним графом життєвого циклу популяції.
Друга модифікація однорідної скінченновимірної моделі Леслі пов'язана з уведенням неоднорідності. Доведено, що неоднорідна модель Леслі має властивість слабкої ергодичності, тобто частка особин кожної вікової групи відносно до загальної чисельності залишається незмінною, хоча загальна чисельність може змінюватися з перебігом часу. Проведені апробації запропонованої неоднорідної та однорідної моделей Леслі шляхом прогнозування зміни чисельності різних біологічних видів.
Встановлена еквівалентність дискретної неоднорідної моделі Леслі і неоднорідного марківського ланцюга, для якого отримано умови, за яких граничний розподіл ймовірностей станів стабілізується з плином часу в околі наперед заданих значень.
Ключові слова: операторна модель Леслі, неоднорідна модель Леслі, динаміка популяції, властивість ергодичності, віковий склад популяції.
АННОТАЦИЯ

Балакирева А. Г. Стабилизация возрастного состава популяции в рамках неоднородной модели Лесли. ( Рукопись.
Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.05.02 ( математическое моделирование и вычислительные методы. ( Харьковский национальный университет радиоэлектроники, Харьков, 2012.

Диссертация посвящена математическому моделированию и численному анализу дискретных матричных моделей популяционной динамики. 
В диссертационной работе рассмотрена однородная популяционная модель Лесли и способы для ее модификации с целью лучшей адаптации к прогнозированию динамики численности реальных популяций. Первая модификация была связана с обобщением модели Лесли на бесконечномерный случай при помощи введения бесконечномерного оператора Лесли, ассоциированного с бесконечным графом жизненного цикла популяции. Основываясь на теории бесконечномерных матриц, было установлено, что для корректного задания такой модели Лесли оператор Лесли должен быть ограничен. Также было доказано ряд теорем о свойствах данного оператора.
Вторая модификация однородной конечномерной модели Лесли связана с введением неоднородности. С формальной точки зрения вместо степени матрицы Лесли рассматривается произведения матриц Лесли, каждая из которых отвечают определенному моменту времени. Неоднородная модель Лесли позволяет учесть эволюцию биологических параметров популяции для прогнозирования развития изменения численности возрастных групп с течением времени, в отличие от однородной модели, в которой коэффициенты рождаемости и выживания остаются неизменными. Применения неоднородной модели Лесли к прогнозированию динамики реальных популяций также оправдано и с практической точки зрения, поскольку реальные популяции имеют колебательный характер изменения численности, а траектории однородной модели Лесли монотонны.

Рассмотрено произведение неотрицательных матриц и доказан ряд теорем, которые устанавливают, что при определенных условиях данное произведение обладает свойством слабой эргодичности. Доказано, что произведение матриц Лесли, содержащееся в неоднородной модели Лесли, удовлетворяет дынным теоремам и как следствие обладает свойством слабой эргодичности. В биологической интерпретации это означает, что доля особей каждого возрастного класса по отношению к общей численности популяции остается неизменной, хотя общая численность может изменяться с течением времени.
Установлена эквивалентность дискретной неоднородной модели Лесли и неоднородной марковской цепи, для которой получены условия, при которых предельное распределение вероятностей состояний стабилизируется с течением времени в окрестности наперед заданных значений.
В рамках неоднородной модели Лесли решена задача прогнозирования и восстановления «недостающих» (в условиях неравномерности шага экспериментальных данных) жизненных показателей популяции (коэффициентов рождаемости и выживаемости) с помощью интерполяции с дальнейшей экстраполяцией жизненных показателей, изменяющихся во времени, кубическими сплайнами.
Проведена апробация предложенной в работе неоднородной модели путем прогнозирования изменения численности различных биологических видов, а также населения Украины. Показано, что прогнозные данные, полученные с использованием неоднородной модели, лучше согласуются с реальными, чем данные, полученные с помощью однородной модели Лесли.
Результаты диссертационных исследований, могут быть использованы для разработки математических моделей, описывающих процессы, происходящие в динамике численности как животных, так и человеческой популяций. Их использование для прогнозирования изменения численности популяций позволяет учесть динамику жизненных параметров популяции за определенный период в прошлом. Данный прогноз более адаптирован к изменениям окружающей среды, чем прогноз, полученный с помощью использования однородной модели Лесли. 
Ключевые слова: операторная модель Лесли, неоднородная модель Лесли, динамика популяции, свойство эргодичности, возрастной состав популяции.
ABSTRACT
Balakireva O.G. Stabilization of the population age structure within 
nonhomogeneous Leslie model. ( Manuscript.
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The thesis is about mathematical modeling and numerical analysis of discrete matrix models of the population dynamics.
The homogeneous Leslie population model has been considered along with the means of its modification for larger adaption to forecast the dynamics of a number of actual populations. The first modification was connected to the generalization of Leslie matrix on an infinitely dimensional case by entering Leslie infinitely dimensional operator that is associated with an infinite graph of a population lifecycle.
The second modification of Leslie finitely dimensional homogeneous model is connected to the input of nonhomogenity. The nonhomogeneous Leslie model is proved to have the weak ergodicity property, which means that the part of the age group individuals in relation to the general number of population remains unchangeable. Although the general number may change in the course of time. The approbations of the suggested nonhomogeneous and homogeneous Leslie models by means of forecasting of various species population changes have been held.
The equivalency of Leslie discrete nonhomogeneous model has been established as well as nonhomogenous Markov chain for which the conditions have been obtained. According to these conditions the limit distribution of state probabilities is stabilized within some time in the neighborhood of values given before.
Key words: operator Leslie model, nonhomogeneous Leslie model, population dynamics, weak ergodicity property, age structure of the population.







































PAGE  

_1388029234.unknown

_1388241288.unknown

_1391659266.unknown

_1391675358.unknown

_1391745486.unknown

_1391837589

_1392033236

_1392034646

_1392034688

_1392196209.unknown

_1392034666

_1392033287

_1391972495

_1391972621.unknown

_1391838201

_1391746519.unknown

_1391746539.unknown

_1391746501.unknown

_1391675365.unknown

_1391675373.unknown

_1391675378.unknown

_1391675369.unknown

_1391675361.unknown

_1391673657.unknown

_1391673668.unknown

_1391675355.unknown

_1391673662.unknown

_1391659290.unknown

_1391664794.unknown

_1391664813.unknown

_1391664713.unknown

_1391659275.unknown

_1388244080.unknown

_1390366543.unknown

_1391657775.unknown

_1391657806.unknown

_1391657736.unknown

_1388245054.unknown

_1388245086.unknown

_1389331108.unknown

_1388245078.unknown

_1388244962.unknown

_1388241520.unknown

_1388241724.unknown

_1388241725.unknown

_1388241524.unknown

_1388241530.unknown

_1388241517.unknown

_1388029857.unknown

_1388032914.unknown

_1388033781.unknown

_1388240913.unknown

_1388240987.unknown

_1388241278.unknown

_1388240995.unknown

_1388240938.unknown

_1388034167.unknown

_1388240743.unknown

_1388034164.unknown

_1388034161.unknown

_1388034162.unknown

_1388034163.unknown

_1388034112.unknown

_1388032938.unknown

_1388032949.unknown

_1388033678.unknown

_1388032942.unknown

_1388032924.unknown

_1388032927.unknown

_1388032921.unknown

_1388032916.unknown

_1388031178.unknown

_1388031212.unknown

_1388031220.unknown

_1388031207.unknown

_1388030484.unknown

_1388031152.unknown

_1388030274.unknown

_1388030483.unknown

_1388029651.unknown

_1388029668.unknown

_1388029679.unknown

_1388029852.unknown

_1388029674.unknown

_1388029660.unknown

_1388029664.unknown

_1388029655.unknown

_1388029412.unknown

_1388029473.unknown

_1388029644.unknown

_1388029457.unknown

_1388029243.unknown

_1388029255.unknown

_1388029239.unknown

_1374918753.unknown

_1388027730.unknown

_1388028910.unknown

_1388029056.unknown

_1388029229.unknown

_1388028982.unknown

_1388027932.unknown

_1388027936.unknown

_1388027931.unknown

_1388027923.unknown

_1376127489.unknown

_1388027627.unknown

_1388027717.unknown

_1388027729.unknown

_1388027707.unknown

_1376127554.unknown

_1376127571.unknown

_1376127576.unknown

_1376127562.unknown

_1376127548.unknown

_1376127479.unknown

_1376127484.unknown

_1374918756.unknown

_1373453023.unknown

_1374838938.unknown

_1374839486.unknown

_1374839560.unknown

_1374918586.unknown

_1374918744.unknown

_1374840043.unknown

_1374840325.unknown

_1374840331.unknown

_1374840317.unknown

_1374839969.unknown

_1374839516.unknown

_1374839532.unknown

_1374839503.unknown

_1374838965.unknown

_1374839477.unknown

_1374838958.unknown

_1373453209.unknown

_1374838906.unknown

_1374838923.unknown

_1374838933.unknown

_1374838913.unknown

_1373453232.unknown

_1373540964.unknown

_1374658087.unknown

_1373540963.unknown

_1373540962.unknown

_1373453215.unknown

_1373453227.unknown

_1373453187.unknown

_1373453190.unknown

_1373453204.unknown

_1373453188.unknown

_1373453049.unknown

_1373453186.unknown

_1373453185.unknown

_1373453026.unknown

_1373449957.unknown

_1373452476.unknown

_1373453008.unknown

_1373453012.unknown

_1373452979.unknown

_1373452459.unknown

_1373452465.unknown

_1373449960.unknown

_1373449686.unknown

_1373449700.unknown

_1373449942.unknown

_1373449696.unknown

_1307434497.unknown

_1319822361.unknown

_1373449677.unknown

_1307784334.unknown

_1307784373.unknown

_1307784122.unknown

_1307274285.unknown

