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Введение

Сначала остановимся на интуитивном понима-
нии действительных чисел. Ранее было сказано, 
что рациональные числа можно наглядно предста-
вить как точки на прямой. Хотя между двумя, даже 
сколь угодно близкими, точками можно вставить 
еще одну рациональную точку, тем не менее раци-
ональные точки заполняют прямую не полностью. 
Так например, длина диагонали квадрата со сторо-
нами длины 1 не является рациональным числом. 
Иными словами, уравнение xx = 1+1 в рациональ-
ных числах неразрешимо. Всех точек на прямой 
гораздо больше, чем всех рациональных точек. 
Чтобы иметь возможность каждой точке прямой 
поставить в соответствие свое число, приходит-
ся множество рациональных чисел расширить до 
множества действительных. Представить наглядно 
действительные числа можно в виде так называе-
мых сечений.

Сечением называется любое множество раци-
ональных чисел, обладающее следующими тремя 
свойствами: 1) в сечении содержатся рациональ-
ные числа, но не все; 2) каждое содержащееся в 
сечении число меньше не содержащегося в нем; 3) 
в сечении нет наибольшего числа. Сечение мож-
но уподобить части прямой, расположенной ле-
вее некоторой точки. Интуиция подсказывает, что 
каждому сечению должно соответствовать вполне 
определенное число, ограничивающее его сверху. 
Однако, оказывается, что сечений больше, чем ра-
циональных чисел, поэтому не для каждого сече-
ния существует его верхняя рациональная граница. 
Это следует из того, что множество сечений кон-
тинуально, а множество всех рациональных чисел 
лишь счетно, поэтому мощность первого множес-
тва больше мощности второго. Действительных же 
чисел достаточно: между сечениями и их действи-
тельными верхними границами существует взаим-
но однозначное соответствие.
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1. Аксиомы действительных чисел

Мы рассмотрели содержательную сторону воп-
роса. Теперь займемся формальным введением 
действительных чисел. Предполагаем, что множес-
тво B всех рациональных чисел уже введено и на 
нем определены операции сложения и умножения 
и отношение порядка. Множество всех действи-
тельных чисел обозначим символом C. Вводим пре-
дикат L(x, y) на B ×C, называемый формирователем 
действительных чисел. Предикат L требуется опре-
делить аксиомами действительных чисел так, что-
бы для каждого действительного числа y множество 
всех корней уравнения L(x, y) = 1 относительно пе-
ременной x было некоторым сечением α. Сечение α 
должно обладать свойством: если L(x, y) = 1, то x∈α, 
если же L(x, y) = 0, то x∉α. Иными словами, преди-
кат L(x, y) взаимно однозначно связывает действи-
тельное число y с соответствующим ему сечением. 
Если существует рациональная граница а сечения 
α, то в роли действительного числа y принимается 
рациональное число а, то есть y = а. Такое дейс-
твительное число называется рациональным. Если 
для сечения α рациональная граница не существу-
ет, то соответствующее ему действительное число 
y называется иррациональным. После пополнения 
множества всех рациональных чисел иррациональ-
ными ось рациональных чисел превращается в ось 
действительных чисел. В результате у каждого се-
чения появляется единственная верхняя граница - 
рациональная или иррациональная. Каждому дейс-
твительному числу соответствует единственное се-
чение, для которого это число является верхней 
границей. В силу наличия взаимно однозначного 
соответствия между всеми действительными чис-
лами и сечениями, действительные числа можно 
считать просто именами сечений.

Переходим к формулировке аксиом действи-
тельных чисел. Всего имеется семь аксиом дейс-
твительных чисел, они связывают множество С и 
предикат L:
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аксиома непустоты сечения

 ∀ ∈ ∃ ∈   y C x B L x y( , );  (1)

аксиома неполноты сечения

 ∀ ∈ ∃ ∈ ¬  y C x B L x y( , );  (2)

аксиома упорядоченности сечения

 ∀ ∈ ∀ ∈ ∧ ¬ ⊃ <  x y B z C L x z L y z x y, ( ( , ) ( , ) );       (3)

аксиома плотности сечения

∀ ∈ ∀ ∈ ⊃ ∃ ∈ ∧ <     z C x B L x z y B L y z x y( ( , ) ( ( , ) ));   (4)

аксиома включения рациональных чисел
∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ¬ ∧

∧¬ ⊃ ≤ ⊃ =
      z C x B y B L x z

L y z x y x z

(( ( ( , )

( , ) )) );
             (5)

аксиома единственности

∀ ∈ ∀ ∈ ⊃ =  y z C x B L x y L x z y z, (( ( ( , ) ~ ( , ))) );      (6)

аксиома существования
∀ ⊆ ∃ ∈ ∧ ∃ ∈ ¬ ∧
∧∀ ∈ ∀ ∈ ∧ ¬ ⊃

     

     

M B x B M x x B M x

x B y B M x M y x

(( ( ) ( ))

( ( ) ( ) << ∧
∧∀ ∈ ⊃ ∃ ∈ ∧ < ⊃

⊃ ∃ ∈ ∀ ∈

y

x B M x y B M y x y

z C x B M x L x z

)

( ( ) ( ( ) ))

( ( ) ~ ( , )

  

   ))).

     (7)

Аксиома (1) гласит, что любое сечение у не пус-
то. Аксиома (2) выражает мысль, что в каждом се-
чении у содержится не любое рациональное чис-
ло. Вместе взятые, эти два свойства формально 
выражают первое свойство сечений. Аксиома (3) 
выражает второе свойство сечений: любое рацио-
нальное число из сечения z меньше любого рацио-
нального числа вне этого сечения. Третье свойство 
сечений формулируется аксиомой (4): для любого 
рационального числа из сечения z найдется еще 
большее. Аксиома (5) гласит: если x - рациональ-
ная граница сечения z, то z = x. Смысл аксиомы (6) 
состоит в том, что каждому сечению соответствует 
не более одного действительного числа. Если сече-
ния совпадают, то совпадают и соответствующие 
им действительные числа. Аксиома (7) гласит: если 
множество M рациональных чисел обладает пер-
вым, вторым и третьим свойствами сечений, то су-
ществует действительное число, соответствующее 
ему. Иными словами, для каждого сечения най-
дется соответствующее ему действительное число. 
Свойства (1)-(7) называются аксиомами действи-
тельных чисел. Теория предикатов C и L, основан-
ная на аксиомах (1)-(7), называется теорией дейс-
твительных чисел.

Теорема 1 (о независимости аксиом действитель-
ных чисел). Каждая из аксиом действительных чи-
сел, кроме аксиомы (2), логически не зависит от со-
вокупности остальных.

Доказательство. Доказательство ведем мето-
дом интерпретаций. Убеждаемся в независимос-
ти аксиомы (1). Для этого примем С = R ∪ {а}, где  
R – множество всех действительных чисел, кото-
рое, как мы полагаем, имеется в нашем логическом 
инструментарии (и которое содержит в качестве 
подмножества множество В всех рациональных 

чисел), а – произвольный элемент универсума, не 
принадлежащий R. Определяем предикат L: ∀z ∈С 
∀x ∈В(L(x, z) ∼ ¬ zа ∧ x< z), где < – имеющееся в 
инструментарии отношение “меньше” на множес-
тве R; zа – предикат узнавания (zа ∼ z = a).  Тогда ак-
сиома (1) не выполняется, так как ∀x ∈В ¬ L(x, а). 
Аксиома (2) выполняется: для любого числа из R 
найдется большее рациональное число, то есть 
∀z ∈R  ∃x ∈B ¬ L(x, z), кроме того, условие ¬ L(x, а) 
выполнено для всех x ∈В. Аксиома (3) выполняет-
ся, так как имеем ∀z ∈С ∀x, у ∈В(L(x, z)∧ ¬L(x, z) ⊃  
⊃ R(z)∧x < z ∧ ¬ (у<z)), но x<z, ¬ (у < z) влечет x< у. 
Аксиома (4) выполняется, так как для любых z ∈R, 
x ∈B, таких что x< z, найдется у∈В, для которого 
x< у< z. Аксиома (5) выполняется: если для некото-
рых z  ∈R, x  ∈B при любом у ∈В условие z ≤ х и z≤ у 
влечет х ≤ у, то x = z, так как иначе z< х и ∃у x ∈B 
z< у< х; если z = а, то условие ∀у∈В(¬L(x, z) ∧ ¬L(у, z)  
⊃ х ≤ у) не выполняется ни при каком x∈B, но тог-
да имеем ∀х∈В (∀у∈В( ¬ L(x, z) ∧ ¬ L(у, z) ⊃ х ≤ 
≤ у) ⊃ x = z). Проверяем выполнение аксиомы (6). 
Если для некоторых y, z∈C имеем ∀х∈В(¬ уа ∧ x < 
< у ∼ ¬ zа ∧ x< z), то либо у = z = а, либо у ∈R, z ∈R 
и у = z (иначе найдется такой х ∈В, что z<х<у или 
у<х<z). Поэтому ∀у, z ∈С(∀х ∈В(L(x, у) ∼ L(x, z)) ⊃  
⊃ у = z) = ∀у, z ∈ С (∀х ∈В ( ¬ уа ∧ x < у ∼ ¬ zа ∧ x < z)⊃ 
⊃ у = z ) = 1, т.е. аксиома выполняется. Аксиома 
(7) выполняется, так как для любого М⊆В, удов-
летворяющего посылкам этой аксиомы, найдется 
такой z ∈R, что ∀х ∈В(М(х) ∼ x< z), то есть ∃z ∈C 
∀x ∈B(M(x) ∼ ¬ zа ∧ x < z).

Покажем теперь, что аксиома (2) зависима от 
остальных аксиом. Для этого достаточно убедиться 
в том, что если условие (2) не выполнено, то нару-
шается и какое-то из оставшихся условий. Пред-
положим ∃z1 ∈C ∀x ∈B L(x, z1). Тогда из аксиомы 
(5) получаем ∀х ∈В((∀у ∈В(¬ L(x, z1) ∧ ¬ L(у, z1) ⊃  
⊃ х ≤ у)) ⊃ x = z1), ∀х ∈В(∀у ∈В(0 ⊃ х ≤ у) ⊃ x =z1),  
∀х∈В (1 ⊃ x = z1),∀х∈В x = z1, что заведомо ложно. 
Таким образом, аксиома (2) не является независи-
мой от остальных.

Независимость других аксиом проверяет-
ся так же, как и независимость аксиомы (1). Для 
проверки независимости аксиомы (3) полагаем 
С = R ∪ {а} и ∀z ∈С ∀х ∈В(L(x, z) ∼ zа ∧ N(х) ∨ ¬ zа ∧  
∧ x < z), где N – множество натуральных чисел; ак-
сиомы (4) – С=R ∪{а} и ∀z ∈С ∀х ∈В(L(x, z) ∼ zа ∧ х ≤ 
≤ 0 ∨ ¬ zа ∧ x < z); аксиомы (5) – С = (R\{0})∪{а} и 
∀z ∈С ∀х ∈В(L(x, z) ∼ zа ∧ x< 0∨ ¬ zа ∧ x < z); аксио-
мы (6) – С = R ∪ {а} и ∀z ∈С ∀х ∈В(L(x, z) ∼ zа ∧ x <  
< 2  ∨ ¬ zа ∧ x < z); аксиомы (7) – С = R\{0} и ∀z ∈С 
∀х ∈В(L(x, z) ∼ x< z). Теорема доказана.

Следующие две леммы относятся к теории ра-
циональных чисел [5], но они необходимы для до-
казательства нижеследующих утверждений.

Лемма 1. Для любых u, v∈В условие u < v влечет 
∃w ∈B(u< w ∧ w < v).

Доказательство. Пусть u, v∈В и u < v. Положим 
w = (u+v)(1+1)-1. Тогда, в силу леммы 10 из второй 
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части этой статьи, будем иметь u+u < u+v < v+v, 
u(1+1) < u+v < v (1+1), u(1+1)(1+1)-1 < (u+v)(1+1)-1< 

< v(1+1)(1+1)-1, u < w < v. Лемма доказана.
Лемма 2. Для любых х, у ∈В условия х<у и -у < -х 

равносильны.
Доказательство. Пусть х, у∈В и х<у. Тогда, по 

лемме 6 из [5], существует такой z∈А, что у = х+z, 
где А – множество положительных рациональных 
чисел. Используя лемму 7 из части 2, получаем 
-у = (-1)(х+z), то есть -у = (-х)+(-z), -у+z= -х,  
-у < -х. Лемма доказана.

Теорема 2 (о включении рациональных чисел в 
действительные). Все рациональные числа являются 
также и действительными, и для любого z∈В выпол-
нено условие ¬L(z, z) ∧ ∀y∈B(L(у, z)∼y<z).

Теорема означает, что множество действитель-
ных чисел является расширением множества раци-
ональных чисел, то есть что B⊆C.

Доказательство. Выберем произвольно z∈B. Рас-
смотрим множество Mz= {y∈By< z}. Покажем, что 
это множество удовлетворяет всем посылкам акси-
омы (7), то есть обладает всеми свойствами, опреде-
ляющими понятие сечения. а) Положим x=z+(-1).  
Тогда x+1 = (z+(-1))+1 = z+((-1)+1) = z+0 = z, то 
есть х < z и верно Mz(x). б) Положим x = z+1. Тог-
да имеем z < х и ¬ Mz(x). в) Пусть для некоторых 
х, у∈В выполнено условие Mz(x) ∧ ¬Mz(у). Тогда 
х< z и z ≤ у, откуда получаем х< у. г) Пусть х∈В и 
Mz(x). Тогда, по лемме 1, ∃у∈B х< у< z, то есть ∃у∈B 
(Mz(у)∧х< у). Итак, все посылки аксиомы (7) вы-
полнены. Поэтому существует z ′∈С такой, что для 
любого y∈B условия Mz(у) и L(у, z ′) равносильны. В 
силу определения множества Mz, получаем ¬L(z, z ′)  
∧∀y∈B(¬L(у, z ′) ⊃ z ≤ y). Используя аксиому (5), 
выводим отсюда z ′ = z, то есть z∈С и верно ¬L(z, z). 
Теорема доказана.

Теорема 3 (об изоморфности множеств действи-
тельных чисел). Пусть В – множество рациональ-
ных чисел, а множества R, R1 и предикаты L, L1 на 
B×R и B×R1 соответственно удовлетворяют аксио-
мам (1)-(7) действительных чисел. Тогда найдется 
биекция ϕ: R→R1, такая что для любых x∈B и u∈R  
L(x, u) = L1(x, ϕ(u)).

Теорема означает, что в нашей власти – лишь 
менять обозначения действительных чисел (и то 
только тех, которые являются иррациональными, 
поскольку для рациональных чисел обозначения 
уже были выбраны заранее). Из теоремы непос-
редственно следует, что все множества действи-
тельных чисел равномощны. Любое множество, 
равномощное множеству всех действительных чи-
сел, называется континуальным (континуумом).

Доказательство. Выберем произвольно u∈R. 
Пусть M = {x∈QL(x, u)} (то есть M(x) ∼ L(x, u)). 
Множество M удовлетворяет всем посылкам ак-
сиомы (7). Поэтому существует u1∈R1, такой что 
для любого x∈Q M(x) ∼ L1(x, u1). Такой элемент u1 
– единственный (для множества M) согласно ак-
сиоме (6). Таким образом, каждому u∈R ставится 

в соответствие единственный u1 = ϕ(u)∈R1. Пока-
жем, что ϕ – биекция (ϕ:R→R1). Действительно, 
повторяя предыдущие рассуждения, получаем, что 
для любого u1∈R1 найдется, притом единственный, 
u∈R, такой что ∀x∈Q L1(x, u1) = L(x, u), то есть 
∀u1∈R1 ∃!u∈R u1 = ϕ(u). Поэтому ϕ - биекция. Те-
орема доказана.

2. Порядок на множестве действительных чисел

Вводим предикат порядка Н(u, v) на R×R, соот-
ветствующий отношению порядка u< v, следующим 
прямым определением:

 
∀ ∈ ¬ = ∧
∧ ∀ ∈ ⊃

 

 

u v R H u v u v

x B L x u L x v

, ( ( , ) ~ ( )

( ( ( , ) ( , )))).  (8)

Теорема 4 (о сравнимости действительных чисел). 
Для любых u, v∈R выполняется только одно из следу-
ющих условий: а) u = v, б) Н(u, v) = 1, в) Н(v, u) = 1.

Доказательство. Выберем произвольно u, v∈R. 
Если u = v, то условия б) и в) не могут быть выпол-
нены. Пусть u ≠ v. Тогда существует x∈B, такой что 
¬ (L(x, u)∼L(x, v)), - это следует из аксиомы единс-
твенности (6). Если справедливо ¬ L(x, u)∧L(x, v), 
то не существует такого y∈B, что L(y, u)∧ ¬L(y, v) 
(иначе, по аксиоме (3), с одной стороны, x< y,  
а с другой -у< х, что невозможно в силу теоремы о 
сравнимости рациональных чисел). Поэтому имеем  
∀у∈B (L(у, u) ⊃ L (у, v)), то есть Н (u, v) = 1 
и справедливо б). Если же, наоборот, верно 
L(x, u)∧ ¬ L(x, v), то Н(v, u) = 1, то есть выполнено 
условие в). Теорема доказана.

Теорема 5 (о транзитивности отношения порядка 
на множестве действительных чисел). Для всех u, v, 
w∈С из u< v и v< w следует u< w.

Доказательство. Пусть u, v, w∈С и u< v, v< w. Если 
u = w, то u< v и v< u, что противоречит теореме 4 (о 
сравнимости действительных чисел). Поэтому u ≠ w. 
Далее, имеем ∀х∈В((L(x, u) ⊃ L(x, v))∧(L(x, v) ⊃   
⊃ L(x, w))), то есть ∀х∈В(L(x, u) ⊃ L(x, w)). Значит 
u< w. Теорема доказана.

3. Сложение на множестве действительных чисел

Переходим к определению сложения действи-
тельных чисел. Предикат S на R3 называется преди-
катом сложения, если

∀ ∈ ∀ ∈ ∧ ⊃
⊃ + ∧ ¬

  

 

u v w R S u v w x y B L x u L y v

L x y w L

, , ( ( , , ) ~ ( , ( ( , ) ( , )

( , )) ( (xx u L y v L x y w, ) ( , ) ( , ))).∧ ¬ ⊃ ¬ +  
(9)

Из этого прямого определения непосредствен-
но следует, что предикат S определен единствен-
ным образом по заданным R и L.

Теорема 6 (о функциональности предиката сло-
жения действительных чисел). Для любых u, v∈R су-
ществует, притом единственный, w∈R, такой что 
S(u, v, w) = 1.

Доказательство. Выберем произвольно u, v∈R. 
Рассмотрим множество M={z∈B∃x, y∈B((z=x+y) ∧ 
∧L(x, u)∧L(y, v))}. Покажем, что существует w∈R, 
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такой что для любого x∈B M(x) ∼ L(x, w). Для этого 
проверим, что выполнены все посылки аксиомы (7) 
действительных чисел. а) Поскольку существуют x, 
y∈B такие, что L(x, u)∧L(y, v), то, положив z = x+y, 
получим M(z) = 1. б) Существуют x, y∈B, такие 
что ¬ L(x, u) ∧ ¬ L(y, v). Тогда для любых x1, y1∈B 
из L(x1, u)∧L(y1, v) следует (x1< x)∧(y1< y). Отсюда 
вытекает, что x1+y1< x+y, то есть ¬ M(x + y). Здесь 
была использована лемма 6. в) Пусть z1, z2∈Q и 
M(z1) ∧ ¬ M(z2). Существуют x1, y1, y2∈Q, такие 
что L(x1, u) ∧L(y1, v)∧(z1 = x1+y1)∧(z2 = x1+y2). Из 
¬ M (z2) следует ¬ L(y2, v), то есть y1< y2. Отсюда 
вытекает x1+y1< x1+y2, то есть z1< z2 (см. лемму 4 
из второй части этой работы). г) Пусть z∈B и M(z). 
Тогда существуют x, y∈B, такие что L(x, u) ∧L(y, v) ∧ 
∧(z = x+y). По аксиоме (4) существует y1∈B, такой 
что L(y1, v)∧(y< y1). Полагая z1 = x+y1, получим 
(z< z1) ∧ M(z1). Итак, все посылки аксиомы (7) вы-
полнены, то есть существует элемент w∈R, такой 
что M(x) ∼L(x, w), причем для любых x, y∈B усло-
вие L(x, u)∧L(y, v) влечет L(x+y, w). В силу аксиомы 
(6), такой элемент w - единственный. Пусть теперь 
x, y∈B, ¬ L(x, u)∧ ¬ L(y, v). Тогда, если предполо-
жить, что L(x+y, w), то существуют x1, y1∈B, такие 
что x+y = x1+y1 и L(x1, u)∧ L(y1, v). Но последнее 
условие означает, что x1< x, y1< y, то есть равенство 
x+y = x1+y1 неверно (по лемме 10 из части 2). По-
лучили противоречие с предположением L(x+y, w). 
Поэтому ∀x, y∈B(¬ L(x, u) ∧ ¬L(y, v) ⊃ ¬ L(x+y, w)).  
Теорема о функциональности S доказана.

Функциональность предиката S позволяет ввес-
ти на множестве C×C функцию w = u+v, называе-
мую операцией сложения действительных чисел, 
следующим правилом: для любых u, v, w∈C w = u+v 
тогда и только тогда, когда S(u, v, w) = 1.

Теорема 7 (о сложении действительного числа с 
нулем). Для всех u∈C u+0= u.

Доказательство. Выберем произвольно u∈C. 
Для любых х, y∈B, удовлетворяющих условию 
L(х, u)∧L(y, 0), имеем y< 0, х+у< х, L(х+у, u)  
(в силу леммы 10 и теоремы 25 из второй части 
этой работы, а также аксиомы (3)). С другой сто-
роны, для всех х, y∈B, удовлетворяющих усло-
вию ¬ L (x, u) ∧ ¬ L (y, 0), получаем 0 ≤ у, x ≤ х+у, 
¬ L(х+у, u). Учитывая определение операции сло-
жения действительных чисел и аксиому (9), прихо-
дим к выводу u+0 = u. Теорема доказана.

Лемма 3. Для любых u, v∈C, z∈В условия L(z, u+v) 
(а) и ∃х, y∈B(L(х, u) ∧ L(y, v)∧(z= х+у)) (б) равно-
сильны.

Доказательство. Выберем произвольно u, v∈C 
и рассмотрим множество М, определенное в дока-
зательстве теоремы 6. Тогда для любого z ∈В усло-
вие М(z) равносильно каждому из условий (а), (б)  
(с учетом определения операции сложения дейс-
твительных чисел), то есть (а) и (б) тоже равно-
сильны. Лемма доказана.

Теорема 8 (об ассоциативности сложения дейс-
твительных чисел). Для всех u, v, w∈C (u+v)+w =  
= u+(v+w) (а).

Доказательство. Выберем произвольно u, v, 
w∈C. Используя лемму 3 и ассоциативность сло-
жения рациональных чисел, получаем следующую 
цепочку равносильных для любого z∈В условий:  
L(z, (u+v)+w); ∃х, y∈B((z = х+у)∧L(х, u+v) ∧ L(y, w)); 
∃х1, y1, у ∈B((z = (х1+у1) + у) ∧ L (х1, u) ∧ L (y1, v)∧L (y, w)); 
∃х1, y1, у ∈B((z = х1+(у1+у)) ∧ L (х1, u) ∧ L (y1, v)∧L (y, w));  
∃х1,  y2 ∈B((z = х1+у2) ∧  L (х1,  u) ∧  L (y2,  v+w));  
L (z, u+(v+w)). В силу аксиомы (6), получаем отсюда 
(а). Теорема доказана.

Теорема 9 (о коммутативности сложения действи-
тельных чисел). Для всех u, v∈C u+v = v+u (а).

Доказательство. Выберем произвольно u, v∈C. 
Используя лемму 3 и коммутативность сложения 
рациональных чисел, получаем цепочку равно-
сильных для любого z∈В условий: L(z, u+v); ∃х, y
∈B((z = х+у) ∧L(х, u) ∧ L(y, v)); ∃х, y∈B((z = у+х) ∧  
∧ L(у, v) ∧ L(х, u)); L(z, v+u). В силу аксиомы (6), 
получаем отсюда (а). Теорема доказана.

Число -u∈R называется противоположным чис-
лу u∈R, если u+(-u) = 0.

Лемма 4. Для любых u∈C и х∈В условия L(х, u) и 
х< u равносильны.

Доказательство. Заметим, что случай и ∈В был 
уже рассмотрен в теореме 2. Пусть для некоторых 
и ∈С, х ∈В выполнено условие L(х, u). Тогда, с од-
ной стороны, невозможно х = u (в силу теоремы 2).  
С другой стороны, имеем L(х, u) ∧ L(х, х), то есть 
¬ (L(х, u) ⊃ L(х, х)). Используя определение (8) 
и теорему о сравнимости действительных чисел, 
приходим к выводу х< u. Если же для и∈С, х∈В 
выполнено условие х< u, то, по определению (8),  
∀у ∈В (L (у, х) ⊃ L(у, u)), или ∀у ∈В(¬ L(у, u) ⊃  
⊃ ¬ L(у, х)), ∀у ∈В(¬ L(у, u) ⊃ х ≤ у). Но тогда вер-
но L(х, u), поскольку в противном случае имеем  
∀у ∈В(¬ L(х, u) ∧ ¬ L(у, u) ⊃ х ≤ u) и, по аксиоме 
(5), получаем х = u, что противоречит условию  
х < u. Лемма доказана.

Теорема 10 (о противоположном действительном 
числе). Для любого u∈С существует, притом единс-
твенное, противоположное число (-u)∈С.

Доказательство. Для произвольного и∈С рассмот-
рим множество Ми = {z∈В|¬ L(-z, и) ∧ ¬ (-z = и)}.  
Проверим, что Ми удовлетворяет всем посылкам 
аксиомы (7) действительных чисел. а) По аксиоме 
(2), существует у∈В такой, что выполнено условие 
¬ L(у, и). Если при этом оказалось, что у = и (это 
возможно, когда и∈В), то положим у = и+1. В ре-
зультате получаем, что ∃у∈В ¬L(у, и) ∧¬ (у = и). А 
поскольку для любого рационального числа у су-
ществует противоположное ему число z = -у, то ∃z∈В 
¬L(-z, и) ∧ ¬ (-z = и), иными словами, множество 
Ми не пусто. б) Условие ∃z∈В ¬ Ми(z) выполнено, 
так как ∃у∈В L(у, и), или ∃z∈В L(-z, и). в) Для любых 
х, у∈В условие Ми(х) ∧¬ Ми(у) влечет ¬ L(-х, и) ∧ ¬    
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¬ (-х = и) ∧ (L(-у, и) ∨ (-у = и)), (¬L(-х, и) ∧ L(-у, и)) ∨  
∨ (¬ L(-х, и) ∧ ¬ (-х = и) ∧ (-у = и)). В силу акси-
омы (3) и теоремы 2, получаем отсюда -у< -х, или 
(по лемме 2) х< у. г) Покажем, что для любого х∈В 
условие Ми(х) влечет существование такого у∈В, 
что Ми(у) ∧ (х < у). Сначала рассмотрим случай 
и∈В. Из Ми(х) вытекает ¬L(-х, и) ∧ ¬ (- х = и), или 
(по теореме 2) и< - х. В силу леммы 1, существует 
такой z∈В, что и < z < - х. Полагая у = - z, получа-
ем ¬ L(-у, и) ∧ ¬ (- у = и) ∧ (- у< - х). Отсюда име-
ем (по определению множества Ми и по лемме 2) 
Ми(у) ∧ (х< у). Пусть теперь ¬ (и∈В). Если для неко-
торого х∈В выполнено Ми(х), то имеем ¬ L(-х, и). 
Предположим, что не существует такого у∈В, что 
Ми(у) ∧ (х< у). Тогда для любого у ∈В условие ¬L(- у, и) 
влечет ¬ (х < у), ¬ (-у< - х) (по лемме 2), -х≤ - у. От-
сюда имеем ∀у∈В (¬L(-х, и) ∧ ¬L(-у, и) ⊃ -х ≤ -у), 
или (по аксиоме (5)) -х = и, что противоречит ус-
ловиям х∈В и ¬ (и∈В). Исходное предположение 
оказалось неверным. Поэтому ∃у∈В (Ми(у) ∧ х < у). 
Итак, множество Ми удовлетворяет всем посылкам 
аксиомы (7) действительных чисел. Поэтому сущес-
твует, притом единственный, v∈C такой, что для 
любого х∈В Ми(х) ∼L(х, v). Пусть х, у∈В и L(х, и) ∧ 
∧ L(у, v). Поскольку L(у, v) ∼ Ми(у), то имеем 
¬L(-у, и) ∧ ¬ (-у = и), или и< -у (в силу леммы 4 и 
теоремы 4). С другой стороны, L(х, и) влечет х< и 
(по лемме 4). Отсюда следует х< -у, то есть х+у<0, 
L(х+у, 0). Аналогично доказывается, что если х, 
у∈В и ¬L(х, и) ∧ vL(у, v), то х+у ≥ 0, или ¬ L(х+у, 0). 
Поэтому (в силу определения (9)) и+v = 0, то есть 
v = -и. Доказываем единственность противополож-
ного числа. Пусть для некоторых и, v, w∈C и+v = 0 
и и+w = 0. Тогда и+v = и+w, v+(и+v) = v+(и+w), 
(v+и)+v = (v+и)+w, 0+v = 0+w, v = w (по теореме о 
сложении действительного числа с нулем). Теоре-
ма доказана.

Разностью u–v действительных чисел u и v на-
зывается число u+(-v).

Лемма 5. Для любых u, v, w∈C условие u > v влечет 
u+w > v+w.

Доказательство. Пусть u, v, w∈C и u > v. Тогда 
u ≠ v и ∀х∈В(L(x, v) ⊃ L(x, u)) (а). Возьмем z∈В, та-
кой что L(z, v+w) = 1. Тогда (по лемме 3) ∃x, y∈В  
(L(x, v)∧ L(у, w) ∧ z = х+у). С другой стороны, в 
силу условия u > v, имеем (а) и поэтому ∃x, y∈В 
(L(x, u) ∧ L(у, w) ∧ z = х+у), то есть L(z, u+w) = 1. 
Итак, L(z, v+w) = 1 влечет L(z, u+w) = 1. Кроме 
того u+w ≠ v+w, иначе (u+w)+(-w) = (v+w)+(-w), 
u+(w+(-w)) = v+(w+(-w)), u+0 = v+0, u = v, а это 
противоречит исходному предположению u > v. 
Значит, u+w > v+w. Лемма доказана.

Лемма 6. Для любых x1, y1, x2, y2∈C условие 
(x2 > x1) ∧ (y2 > y1) влечет x2+y2 > x1+y1.

Доказательство. По лемме 5 и теореме 9 
x2+y2< x1+y2 и x1+y2 = y2+x1 < y1+x1 = x1+y1, откуда 
по свойству транзитивности отношения порядка 
на множестве действительных чисел получаем тре-
буемое неравенство. Лемма доказана. 

Лемма 7. Для любого u∈C условия u > 0 и -u< 0 
равносильны.

Доказательство. Пусть u∈C и u>0. Тогда, по лем-
ме 5, u+(-u) > 0+(-u), 0 > -u. Лемма доказана.

Лемма 8. Для любых u, v∈C условия u < v и 
-v < -u равносильны.

Доказательство. Если u, v∈C и u<v, то невоз-
можно -u = -v. Также неверно -u < -v, так как ина-
че имеем u+(-u) < v+(-v), 0<0 – противоречие. По-
этому условие u<v влечет -v<-u, а в силу равенств 
- (-u) = u и -(-v) = v верно и обратное. Лемма до-
казана.

Лемма 9. Для любого u∈C условие u > 0 влечет 
∃x∈А L(x, u).

Доказательство. Пусть для некоторого u∈C вы-
полнено условие ∀x∈А ¬ L(x, u). Тогда, очевидно, 
если для некоторого x∈В L(x, u) = 1, то х ≤ 0. Кро-
ме того, L(0, u) = 0, так как в противном случае 
∃y∈В(L(y, u) ∧ 0 < у) (по аксиоме (4)). Поэтому имеем 
∀x∈В(L(x, u) ⊃ х < 0), то есть ∀x∈В(L(x, u) ⊃ L(x, 0)) 
(по лемме 4), или u ≤ 0 (в силу определения (8)). 
Итак, доказано ∀u∈C(∀x∈A(¬L(x, u) ⊃ u ≤ 0). От-
сюда сразу следует утверждение леммы. Лемма до-
казана.

4. Умножение на множестве действительных чисел

Рассмотрим определение умножения действи-
тельных чисел. Введем функцию |x|, называемую 
модулем действительного числа: |x| = x, если x ≥ 0; 
|x| = –x, если x < 0, и функцию sgn(x), называемую 
знаком действительного числа: sgn(x) = 1, если х > 0; 
sgn(x) = 0, если х = 0; sgn(x) = –1, если х < 0. Преди-
кат P на C3 называется предикатом умножения, если
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Из этого определения непосредственно следует, 
что предикат P определен единственным образом 
по заданным C и L.

Теорема 11 (о функциональности предиката ум-
ножения действительных чисел). Для любых u, v∈С 
существует, притом единственный, w∈С, такой 
что P(u, v, w) = 1.

Доказательство. Выберем произвольно u, v∈С. 
Если u = 0 или v = 0, то из (10) получаем ∀w∈ 
∈С(P(u, v, w) ∼ sgn(w) = 0), или ∀w∈С(P(u, v, w) ∼ w=   
= 0). Рассмотрим теперь случай u ≠ 0 и v ≠ 0. Обра-
зуем множество M = {z∈В|z ≤ 0 ∨ (∃x, y∈А(L(x, |u|) ∧ 
∧ L(y, |v|) ∧ z = xy))}. Проверим, что для этого 
множества выполнены все посылки аксиомы (7) 
действительных чисел. а) Очевидно, М(0) = 1.  
б) Существуют х, у∈А, такие что ¬ L(x, |u|) ∧ ¬ L(y, |v|).  
Тогда для любых х1, у1∈А, удовлетворяющих ус-
ловию L(x1, |u|) ∧L(y1, |v|), имеем (в силу аксиомы 
(3)) х1< x и y1< y. По лемме 9 из части 2, получа-
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ем отсюда х1у1< ху, и поэтому М(ху) = 0. в) Пусть 
z1, z2∈В и выполнено условие М(z1) ∧ ¬ М(z2) (а). 
Тогда либо z1 ≤ 0, и в этом случае имеем z1< z2 (так 
как 0< z2), либо 0< z1. Во втором случае существуют 
такие х1, у1∈А, что L(x1, |u|) ∧ L(y1, |v|) ∧ z1 = x1y1 (б),  
и z2 = x1y2, где y2 = x1

-1z2. Из условий (а), (б) и оп-
ределения множества М следует у1 = у2 (иначе име-
ли бы L(у2, |v|) = 1 и М(z2) = 1), откуда получаем 
z1< z2. г) Пусть z∈В и М(z) = 1. Покажем, что тогда 
∃z1∈В(М(z1) ∧ z< z1) (в). Не ограничивая общнос-
ти, будем считать, что z∈А, так как |u| > 0, |v| > 0 и, 
согласно лемме …, существуют такие х, у∈А, что 
L(x, |u|) ∧ L(y, |v-1|), то есть М(ху) = 1 и ху∈А. По ак-
сиоме (4), найдутся х1, у1∈А, такие что L (x1, |u|) ∧  
∧ L (y1, |v|) ∧ х < х1 ∧ y < y1. Тогда, полагая z1 = x1y1, 
получаем (в). Итак, множество М удовлетворя-
ет всем посылкам аксиомы (7) и поэтому ∃w∈C 
∀z∈B(М(z) ∼ L(z, w)). В силу аксиомы (6), такой эле-
мент w – единственный. При этом очевидно, что 
w > 0. Согласно определению множества М, имеем 
∀х, у∈А(L (x, |u|) ∧ L (y, |v|) ⊃ L(ху, w)). Пусть теперь 
х, у∈А и ¬ L(x, |u|) ∧¬ L(y, |v|). Если предположить, 
что L(ху, w) = 1, то существуют х1, у1∈А, такие что 
ху = х1у1 и L(x1, |u|) ∧ L(y1, |v|). Но тогда, согласно 
аксиоме (3), х1< х и y1< y, то есть x1y1< ху (по лемме 
9 из части 2) и равенство ху = х1у1 не выполняется. 
Поэтому имеем L(ху, w) = 0. Значит, условие ∀х, у∈ 
∈А(¬ L(x, |u|) ∧ ¬ L(y, |v|) ⊃ ¬L(ху, w)) выполнено. 
Положим w1 = w, если sgn(u)sgn(v) = 1, и w1 = - w 
в противном случае. Тогда |w1|=w и w1 – искомый 
(притом единственный) элемент множества С, для 
которого Р(u, v, w1) = 1. Теорема доказана.

Функциональность предиката Р позволяет ввес-
ти операцию умножения действительных чисел: для 
любых u, v, w∈C w = uv тогда и только тогда, когда 
Р(u, v, w) = 1.

Теорема 12 (об умножении действительного числа 
на нуль). Для всех u∈C u0 = 0u = 0 (а).

Доказательство. Как было отмечено в начале до-
казательства теоремы 11, для любых u, v∈C условие 
u = 0 ∨ v = 0 влечет ∀w∈C(Р(u, v, w) ∼ w = 0), то есть 
uv = 0. Отсюда выводим (а). Теорема доказана.

Теорема 13 (о коммутативности умножения дейс-
твительных чисел). Для всех u, v∈C uv = vu.

Доказательство. Утверждение теоремы непос-
редственно вытекает из определения (10) преди-
ката умножения, теоремы 11 о его функциональ-
ности и свойства коммутативности умножения 
рациональных чисел. Теорема доказана.

Лемма 10. Для всех u, v∈C |u||v| = |uv| (а).
Доказательство. Поскольку модуль действитель-

ного числа не меньше нуля (в силу леммы 7 и опре-
деления модуля числа), то sgn(|uv|) = 1 тогда и только 
тогда, когда uv ≠ 0, то есть когда sgn(|u|)sgn(|v|) = 1 (в 
силу теоремы 12). Поэтому sgn(|uv|) = sgn(|u|)sgn(|v|).  
Отсюда, используя определение (10) и теорему 11, 
выводим (а). Лемма доказана.

Лемма 11. Для любых u, v∈C, z∈A условия 
L(z, |uv|) = 1 (а) и ∃x, y∈А(L(x, |u|) ∧ L(y, |v|) ∧ z = xy) 
(б) равносильны.

Доказательство. Выберем произвольно u, v∈C 
и рассмотрим множество М = {z∈B|z ≤ 0 ∨ ∃x, 
y∈А(L(x, |u|) ∧ L(y, |v|) ∧ z = xy)}. Тогда, по опреде-
лению операции умножения действительных чи-
сел, для любого z∈А условие М(z) = 1 равносильно 
каждому из условий (а), (б) (см. доказательство 
теоремы 11), то есть (а) и (б) равносильны. Лемма 
доказана.

Теорема 14 (об ассоциативности умножения дейс-
твительных чисел). Для всех u, v, w∈C (uv)w = u(vw) 
(а).

Доказательство. Для любых u, v, w∈C имеем  
(sgn(u)sgn(v))sgn(w) = sgn(u)(sgn(v)sgn(w)) (б), в силу 
свойства ассоциативности умножения рациональ-
ных чисел. Используя снова это свойство и леммы 10, 
11, получаем цепочку равносильных для любого z∈А 
условий: L(z, |(uv)w|); L(z, |uv||w|); ∃x, y∈А(L(x, |uv|) ∧    
∧ L(y, |w|)∧z = xy); ∃x1, y1, y∈А(L(x1, |u|) ∧ L(y1, |v|) ∧   
∧ L(y, |w|) ∧ z = (x1y1)y); ∃x1, y1, y∈А(L(x1, |u|) ∧ L(y1, |v|)∧  
∧ L(y, |w|) ∧ z = x1(y1y)); L(z, |u||vw|); L(z, |u(vw)|). Но 
тогда |(uv)w| = |u(vw)|. С учетом условия (б), полу-
чаем (а). Теорема доказана.

Для доказательства теоремы о дистрибутивности 
умножения действительных чисел введем понятие 
А-сечений и действий над ними. При этом несколь-
ко отойдем от заданного стиля, и будем ссылаться 
на книгу Э. Ландау «Основы анализа» [3].

А-сечением назовем любое множество X поло-
жительных рациональных чисел, которое обладает 
следующими свойствами:

а) ∃x ∈ А  x ∈ X;
б) ∃x ∈ А  x ∉ X;
в) ∀x, y∈А (x∈X ∧ y∉X) ⊃ x< y;
г) ∀x∈X  ∃y∈X  y> x.
Если x∈X, будем называть его нижним числом 

относительно X, а если x∉X – соответственно вер-
хним числом относительно X.

А-сечения X и Y называются равными (обозна-
чается X = Y), если ∀x∈А (x∈X) ~ (x ∈Y). В против-
ном случае А-сечения X и Y не равны (обозначается 
X ≠ Y).

А-сечение X больше А-сечения Y (обозначается 
X > Y), если ∃x ∈ А: ( x ∈X) ∧ ( x ∉Y) .

Пусть X и Y – А-сечения. Множество положи-
тельных рациональных чисел, представимых в виде 
x + y, где x ∈X, а y ∈Y, называется суммой А-сечений 
X и Y и обозначается X + Y.

Пусть X и Y – А-сечения. Множество положи-
тельных рациональных чисел, представимых в 
виде xy, где x ∈X, а y ∈Y,  называется произведением 
А-сечений X и Y и обозначается XY.

Сумма и произведение сечений также являются 
сечениями [3].

Лемма 12 (дистрибутивность для А-сечений). 
Пусть X, Y и Z – А-сечения. Тогда выполняется со-
отношение X(Y + Z) = XY+XZ.
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Доказательство.
1) Каждое нижнее число относительно X(Y + Z) 

имеет вид x (y+z) = xy + xz, где x ∈X, а y ∈Y, z∈Z. Но 
xy + xz – нижнее число относительно XY+XZ.

2) Каждое нижнее число относительно XY+XZ 
имеет вид xy + x′z, где  x, x′∈X, y ∈Y, z∈Z. В случае 
x ≥ x′ обозначим через x′′число x; в случае x < x′ – 
число x′. В обоих случаях x′′∈ X и, значит, x′′(y+z) 
– нижнее число относительно X(Y + Z). Из нера-
венств xy ≤ x′′y, x′z≤ x′′z следует xy+x′z ≤ x′′y+x′′z =
= x′′(y+z), а значит, xy+x′z будет нижним числом и 
относительно X(Y + Z). Лемма доказана.

Следующие три леммы относятся к теории дейс-
твительных чисел.

Лемма 13. Для всех u,v∈C -(u+v) = -u + (-v).
Доказательство. Из коммутативности сложения 

действительных чисел следует, что -(u+v) = -(v+u) 
и -u+(-v) = -v + (-u), поэтому без ограничения об-
щности можно предполагать, что u ≥ v.

1) Если u>0, v>0, то -u+(-v) = -(u + v).
2) Если u>0, v = 0, то -u+(-v) = -u + 0 = -u =    

= -(u + 0) =-(u+v).
3) Если u >0, v< 0, то либо а) u>|v|, и, следова-

тельно, u+v = u - |v|, -u+(-v) = - u + |v| = - u( - |v| ) = 
=-(u+v); либо б) u = |v|, и, следовательно, -u+v = 0,  
-u+(-v) = - u + |v| = 0 = -(u+v); либо в) u < |v| , и, сле-
довательно, u + v = -( |v| - u), -u+(-v) = - u + |v| =    
= |v| - u = - (u + v).

4) Если u = 0, то - u+(-v) = 0 +(-v) = -v = -(0+v ) = 
= - (u+v).

5) Если u< 0, то v < 0, u+v = -(|u|+|v|) и - u+(-v) =  
=|u|+|v| = - (u+v). Лемма доказана.

Лемма 14. Для всех u,v∈C  -(u - v) = v - u.
Доказательство. По лемме 13 имеем - (u-v) =  

=-(u+(-v)) = -u+(-(v))= - u + v = v +(-u)= v - u. 
Лемма доказана.

Лемма 15. Любое действительное число u C∈  мо-
жет быть представлено в виде разности двух поло-
жительных чисел.

Доказательство. Если u >0, то u = (u + 1) -1. Если 
u = 0, то u = 1-1. Если u<0, то -u = |u| = (|u|+1) -1 и 
u = -((|u|+1) -1) = 1-(|u|+1). Лемма доказана.

Поскольку между А-сечениями и положитель-
ными действительными числами существует вза-
имно однозначное соответствие, положительные 
действительные числа можно считать именами А-
сечений. Таким образом, под разностью двух А-се-
чений будем понимать разность двух соответству-
ющих положительных действительных чисел. Эти 
числа будем обозначать так же, как и А-сечения, 
заглавными латинскими буквами.

Лемма 16. Из u = X1-X2, v = Y1-Y2, следует 
u+v = (X1+Y1) - (X2+Y2).

Доказательство.
1) Пусть u >0, v >0. Поскольку для произволь-

ных положительных чисел K, L, M, N  (K + L) +  
+(M + N) = (K + L) + (N + M) = ((K + L) + N) + M =  
= M + ((K + L)+ N) = (M + K) (L + N), то (u + v) + 

+ (X2 + Y2) = X1+Y1, и, значит, утверждение леммы 
справедливо.

2) Пусть u < 0, v < 0. Тогда, по лемме 13, 
X2 - X1 = -u >0, Y2-Y1 = -v >0 и, значит, в силу 1), 
-u+(-v) = (X2+Y2) - (X1+Y1), u+v = - (- u+(-v )) =   
= (X1+Y1) - (X2+Y2).

3) Пусть u >0, v< 0, так что X1 - X2 >0, Y2-Y1 >0.
а) Если u >|v|, то X1 - X2 >Y2-Y1 и, следовательно, X1

 + Y1 = ((X1 + X2) - X2) + Y1 = (X1 - X2) + (X2 + Y1) =  
= (X2 + Y1) + (X1 - X2) = (X2+Y1)+ ((Y2 - Y1) + ((X1 - 
- X2) - (Y2- Y1))) =((X2 + Y1)+ (Y2 - Y1))+((X1 - X2) -  
- (Y2 - Y1)) = (X2+(Y1 + (Y2-Y1))) + ((X1 - X2) - (Y2 - 
- Y1)) = (X2+Y2) + ((X1-X2) - (Y2-Y1)), откуда (X1+Y1)- 
- (X2+Y2) = (X1-X2) - (Y1-Y2) = - u - |v| = u+v.

б) Если u < |v|, то, в силу а), - ((Y2 - Y1) +  
+(X2 - X1)) = u+v = -(-u +(-v)) = -((Y2+X2) - (Y1+X1)) = 
= (Y1+X1) - (Y2+X2) = (X1+Y1) - (X1+Y2).

в) Если u = |v|, так что X1-X2 = Y2-Y1, то 
X1 = X2 + ( Y2-Y1), X1+Y1 = X2+Y2, и u+v = 0 =    
= (X1+Y1) - (X2+Y2).

4) Пусть u < 0, v > 0. Тогда, в силу 3), u+v =    
= (Y1+X1) - (Y2+X2) и u+v = (X1+Y1) - (X2+Y2).

5) Пусть u = 0. Тогда X1 = X2 , u+v = v .
а) При Y1>Y2 имеем (Y1 - Y2) + (X1 + Y2) = ((Y1-Y2) +   

+ Y2)+X1 = Y1+X1 = X1+Y1, v = Y1-Y2 = (X1+Y1) -    
- (X1+Y2) = (X1+Y1) - (X1+Y2).

б) При Y1 = Y2 имеем v = 0 =(X1+Y1) - (X2+Y2).
в) При Y1>Y2, в силу а), имеем -v = Y2 - Y1 =  

= (X2 + Y2) - (X1 + Y1) и v = -(-v) = (X1 + Y1) -  
- (X2 + Y2).

6) Пусть v = 0. Тогда, в силу 5), u+v = v + u =  
= (Y1 + X1) - (Y2 + X2) = (X1+Y1) - (X2 + Y2). Лемма 
доказана.

Лемма 17. Для произвольных положитель-
ных чисел X, Y, Z выполняется соотношение 
X(Y - Z) = (XY - XZ).

Доказательство.
1) При X > Z имеем (Y - Z) + Z = Y , и, следо-

вательно, по лемме 12, X(Y - Z) +XZ = XY, откуда 
X(Y - Z) = XY - XZ.

2) При Y = Z имеем XY = XZ, откуда получаем 
X(Y - Z) = X0 = 0 = XY - XZ.

3) При Y < Z, в силу 1), имеем X(Z - Y) = XZ - XY, 
откуда X(Y - Z) = X(-(Z - Y)) = -(X(Z - Y)) = -(XZ -  
- XY) = XY - XZ. Лемма доказана.

Теорема 15 (о дистрибутивности умноже-
ния действительных чисел). Для всех u, v, w ∈ C 
u(v + w) = uv + uw.

Доказательство.
1) Пусть u >0. По лемме 15, v = Y1 - Y2, w = Z1 - Z2. 

Тогда, по лемме 16, v + w = (Y1 + Z1) - (Y1 + Z2), сле-
довательно, по леммам 12 и 17, u(v + w) = u(Y1 + Z1) - 
- u(Y1 + Z2) = (uY1 + uZ1) - (uY2 +  + uZ2) и, значит, 
по леммам 16 и 17, u(v + w) = u(Y1 - Y2) + u(Z1 - Z2) = 
 = uv + uw.

2) Пусть u = 0. Тогда u(v + w) = 0 = uv + uw.
3) Пусть u < 0. Тогда, в силу 1), (-u)(v + w)= 

= (-u)v +(-u) w, следовательно, (-u(v + w))= 
= (-u)v + (-u)w, и u(v + w) = -((-u)v + (-u)w) =  
= -((-u)v) + (-((-u)w)) = uv + uw. Теорема доказана.
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Теорема 16 (о соответствии операций сложе-
ния, умножения и отношения порядка на множес-
твах рациональных и действительных чисел). Для 
любых z1, z2, z∈В условия z1 + z2 = z (а), z1z2 = z (б), 
z1< z2 (в) равносильны, соответственно, условиям 
S(z1, z2, z) = 1 (аґ), Р(z1, z2, z) = 1 (бґ), H(z1, z2) = 1 
(вґ), где S, P, H – предикаты сложения, умножения и 
порядка на множестве действительных чисел.

Доказательство. Пусть z1, z2, z∈В. Тогда, по тео-
реме 2  z1, z2, z∈С. Предположим, что выполнено ус-
ловие (а). Выберем х, у∈В так, что х< z1, у< z2, то есть 
L(х, z1) = L(у, z2) = 1. Тогда (по лемме 10 из второй 
части этой работы) х+у< z1+z2, то есть L(х+у, z) = 1. 
Если же z1≤х, z2≤у, то есть L(х, z1) = L(у, z2) = 0, 
то z1+z2≤х+у, L(х+у, z) = 0. Поэтому условие (а) 
влечет (аґ). В силу теоремы о функциональности 
предиката S, последнее означает равносильность 
условий (а) и (аґ). Предположим, что выполне-
но условие (б). Тогда, если х, у∈А и х<|z1|, у<|z2|, 
то, по лемме 9 из части 2, ху<|z1||z2| = |z|, то есть ус-
ловие L(х, | z1|) = L(у, |z2|) = 1 влечет L(ху, |z|) = 1. 
Если же |z1|≤х, |z2|≤у, то |z|=|z1||z2|≤ху, то есть усло-
вие L(x, |z1|)=L(у, |z2|) = 0 влечет L(ху, |z|) = 0. Легко 
убедиться также в том, что sgn(z)=sgn(z1)sgn(z2). 
Например, если z1< 0, z2> 0, то есть sgn(z1) = –1, 
sgn(z2) = 1, то (– z1) > 0 (по лемме 8 из части 2), 
(–z1)z2 = ((–1)z1)z2 = (–1)(z1z2) = – z1z2 > 0, z1z2 < 0, 
sgn(z) = sgn(z1z2) = –1 = sgn(z1)sgn(z2). Таким об-
разом, условие (б) влечет (бґ). В силу теоремы о 
функциональности предиката Р, выводим отсю-
да равносильность (б) и (бґ). Предположим, на-
конец, что выполнено условие (в). Тогда z1 ≠ z2 и 
для любого х∈В условие х< z1 влечет х< z2 (в силу 
транзитивности отношения порядка на множест-
ве рациональных чисел), то есть L(x, z1) = 1 влечет 
L(x, z2) = 1. Значит (вґ) следует из (в). Аналогично, 
условие z2< z1 влечет Н(z2, z1) = 1. Используя теоре-
му о сравнимости действительных чисел, прихо-
дим к выводу о равносильности условий (в) и (вґ). 
Теорема доказана.

Теорема 17 (об упорядоченности множества дейс-
твительных чисел). Множество действительных 
чисел с определенным на нем отношением нестрогого 
порядка является цепью.

Доказательство. Отношение нестрогого порядка 
рефлексивно, так как для любого u∈C имеем u = u, а 
значит u ≤ u. Доказываем антисимметричность это-
го отношения. Пусть u, v∈C и одновременно u ≤ v, 
v ≤ u, то есть выполнены условия (u < v) ∨ (u = v) и 
(v < u) ∨ (v = u). Из теоремы о сравнимости дейс-
твительных чисел следует, что такое возможно 
лишь в случае u = v. Поэтому нестрогий порядок 
обладает свойством антисимметричности. Свойс-
тво транзитивности нестрогого порядка выводится 
из теоремы 5 с учетом того, что для любых u, v, w∈C 
условие (u<v) ∧ (v = w) или (u = v) ∧ (v < w) влечет 
u< w, а условие (u = v) ∧ (v = w) влечет u = w. Нако-
нец, по теореме о сравнимости действительных чи-

сел, для любых u, v∈C всегда либо u = v, либо u< v, 
либо v< u, и поэтому условие (u ≤ v) ∨ (v ≤ u) выпол-
нено. Теорема доказана.

Покажем теперь, что среди действительных чи-
сел имеются такие, которые не являются рацио-
нальными числами.

Лемма 18. При любом а∈А уравнение хх = а имеет 
решение х∈С.

Доказательство. Выберем произвольно а∈А и 
рассмотрим множество М={у∈В|у< 0∨ уу< а}. По-
кажем, что это множество удовлетворяет всем 
посылкам аксиомы (7) действительных чисел. 
а) Множество М не пусто, так как содержит 0.  
б) Выбирая у∈А так, чтобы выполнялось условие 
а < у ∧1< у (например, полагая у = а+1), получа-
ем, по лемме 9 из части 2, что а< уу, то есть ¬ М(у).  
в) Пусть z1, z2∈В и выполнено условие 
М(z1)∧¬ М(z2). Тогда имеем 0 ≤ z2 ∧ а ≤ z2z2 ∧   
∧ (z1< 0 ∨ z1z1< а). Если z1< 0, то сразу получаем z1< 

z2  Если же z1z1< а (и 0≤ z1), то из условия а≤ z2z2 и 
леммы 9 из части 2 следует z1z1< z2z2, z1< z2. г) Пусть 
для некоторого у∈В верно М(у). Если у< 0, то доста-
точно заметить, что М(0) = 1. Рассмотрим случай 
0≤ у. Определим такой u∈А, чтобы удовлетворить 
условию (у+и)(у+и)< а. Так как уу< а, то L(уу, а) 
(по лемме 4) и существует w∈А такой, что уу< w< а 
(в силу аксиомы (4)). Выберем в качестве и мень-
шее из чисел 1 и (а +(–w)) (у+у+1+1)-1.Тогда будем 
иметь (у+и)(у+и) = уу+уи+уи+uи ≤ уу+уи+уи+и = 
= уу+ (у+у+1)и≤уу + (у+у+1)(а+(–w))(у+у+1+1)-1 ≤ 
≤ уу+ (а+ (–w)) = а+ (уу + (–w))< а. Здесь было ис-
пользовано очевидное условие у+у+1< у+у+1+1, 
(у+у+1)(у+у+1+1)-1< 1. Полагая z = у + и, получим 
у< z и М(z). Все посылки аксиомы (7), таким обра-
зом, выполнены. Поэтому существует х∈С такой, 
что для любого у∈В М(у) ~ L(у, х). Пусть какие-то u, 
v∈А удовлетворяют условию L(и, х) ∧ L(v, х). Тогда 
ии< а ∧ vv < а и если, например, и ≤ v, то иv ≤ vv< а, 
то есть верно L(иv, а). Пусть теперь для некоторых 
и, v∈А имеем ¬L(и, х) ∧ ¬L(v, х). Тогда а≤ ии, а≤ vv и 
если, например, и≤ v, то а≤ uи ≤ иv, а значит¬ L(иv, 
а). Из определения (10) предиката умножения вы-
водим, что хх = а. Лемма доказана.

Лемма 19. Для любого z ∈А найдутся такие х, у ∈N, 
что zу = х (а).

Доказательство. Выберем произвольно z∈А. По 
аксиоме (2) из части 2, существуют х, у∈N такие, 
что R(x, y, z) = 1. Поскольку R(y, 1, y) = 1 (теорема 2  
из части 2), то, по определению умножения поло-
жительных рациональных чисел, имеем R(xу, y1,  
zу) = 1 (б). Тогда из условий (б), R(x, 1, х) = 1, 
(ху)1 = х(у1) и аксиом (2), (4) положительных ра-
циональных чисел (в части 2 настоящей работы) 
выводим (а). Лемма доказана.

Теорема 18. Существует действительное число, 
не принадлежащее множеству рациональных чисел.

Доказательство. По лемме 18, найдется такой 
х∈С, х> 0, который удовлетворяет условию хх=1+1 

О ТЕОрИИ дЕйСТвИТЕЛьНых ЧИСЕЛ



158

(а). Предположим, что х∈А. Тогда, в силу леммы 
19, существует такой q∈N, что хq∈N (б). Выбе-
рем среди всех натуральных q, удовлетворяющих 
условию (б), наименьшее (это можно сделать, 
по лемме 2 из части 2). Обозначим хq= р. Тогда  
рр=(хq)(хq)=(хх)(qq)=(1+1)(qq), то есть qq+qq = рр 
(в). Поскольку q< q+q, то из (в) получаем q< р< q+q 
и р+(– q) < q. С другой стороны, непосредствен-
ной проверкой из (а), (б) и (в) выводим условие 
хх(р+ (– q))(р +(– q)) = (q+q +(–р))(q+q+ (– р)). 
Поэтому х(р+ (– q)) = q+q+ (–р), и q не есть ми-
нимальное натуральное число, удовлетворяющее 
условию (б). Получили противоречие с исходным 
предположением о том, что х – рациональное чис-
ло. Теорема доказана.

Действительные числа, не принадлежащие мно-
жеству рациональных чисел, называются иррацио-
нальными.

Выводы

Полученные здесь результаты по идентифи-
кации понятия числа имеют много общего с из-
вестными положениями из учения об основаниях 
арифметики, поэтому необходимо проанализи-
ровать различие между ними. В нашей постанов-
ке речь идет только об идентификации (то есть о 
математическом описании) понятия числа, воп-
рос об обосновании этого понятия не ставится. 
При решении задачи идентификации объектов все 
средства формального описания хороши, лишь бы 
они были надежны; нет необходимости их ограни-
чивать, как это делается в математической логике 
при обосновании понятий арифметики. Снятие 
запрета на средства формального описания дает 
возможность идентифицировать именно ту ариф-
метику, которая фактически используется в мате-
матической практике, а не тот ее вариант, который 
носит название формальной арифметики.

Наиболее близкую к формулируемой здесь пос-
тановку задачи мы находим в классической работе 
Ландау [3], опубликованной впервые в 1930 году. 
Насколько нам известно, до настоящего времени 
результаты этой работы не пересматривались и не 
улучшались. Главный недостаток данной работы, 
оцениваемой нами с точки зрения задачи иден-
тификации (а такая задача в ней не ставится, пос-
кольку речь там идет только об обосновании ариф-
метики), заключается в том, что в ней все аксиомы 
арифметики записаны на неформализованном 
логическом языке, то есть на том языке, который 
был общепринятым среди математиков в то вре-
мя, когда эта работа была написана. При решении 
задачи идентификации этого недостаточно. Для 
этой цели мы использовали язык алгебры подста-
новочных операций [1]. Аксиомы (1)-(5), (15), (16), 
(20) и (21) из первой части настоящей работы, по 
существу, повторяют формулировки Ландау, раз-
личие заключается лишь в языке описания. Акси-

омы (1)-(4) из второй части этой работы у Ландау 
вовсе отсутствуют. Это обусловлено тем, что он не 
различает дроби как пары натуральных чисел и как 
положительные рациональные числа и поэтому не 
вводит связывающий их предикат R. Однако при 
использовании языка алгебры подстановочных 
операций сделать это необходимо. То же самое 
относится и к аксиомам (7)-(10) из второй части 
работы, в которых фигурирует отсутствующий у 
Ландау предикат Т, связывающий пары положи-
тельных рациональных чисел с соответствующими 
им рациональными числами. У Ландау отсутствует 
также предикат L, связывающий сечения с соот-
ветствующими им вещественными числами. Вве-
дение предиката L потребовало существенно иной 
системы аксиом для теории действительного числа 
(аксиомы (1)-(7)).
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