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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ФІЛЬТРАЦІЙНИХ 
ТЕЧІЙ ТА ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ 
R-ФУНКЦІЙ ДЛЯ ЇХ ЧИСЕЛЬНОГО АНАЛІЗУ 
ПОДГОРНИЙ О.Р. 
Розглядаються постановки основних крайових задач 
для функції течії фільтраційного потоку. Для тестової 
крайової задачі теорії стаціонарної фільтрації у ізот-
ропному ґрунті будується (відповідно до методу R-
функцій) структура розв’язку крайової задачі та об-
ґрунтовується застосування методу Рітца для апрок-
симації невизначеної компоненти структурної форму-
ли. 
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Вступ. Фільтрацією називається повільний рух 
(просочування) рідин, нафти та газу, газованої 
рідини у пористому середовищі під дією якихось 
факторів [16]. Явище фільтрації зустрічається у 
науці, промисловості, сільському господарстві 
тощо. Це процеси осушення і зрошення, втікання 
морської води в прісну, обтікання гідротехнічних 
споруд, просочування води крізь земляні дамби, 
задачі прийняття рішень і управління у надзви-
чайних ситуаціях, пов’язаних з паводками, та ба-
гато іншого. 
При математичному моделюванні фільтраційних 
течій приходять до крайових задач для рівнянь у 
частинних похідних. Точні розв’язки таких задач 
можна у деяких випадках отримати, використо-
вуючи методи теорії функцій комплексної змін-
ної [11]. Більш універсальними є чисельні мето-
ди – метод сіток, метод скінченних елементів, 
метод мажорантних областей, метод суматорних 
подань, метод фіктивних областей тощо [4, 5, 6, 
9, 12, 13]. Кожен з цих методів має свої переваги 
та недоліки. До недоліків точних методів слід ві-
днести обмежену кількість областей, до яких во-
ни застосовні, а основним недоліком існуючих 
наближених методів є те, що при їх реалізації у 
геометрично складних областях межа області ап-
роксимується, наприклад, вписаною ламаною, 
тобто втрачається точність у врахуванні геомет-
ричної інформації у чисельному алгоритмі. 

Найбільш точно і повно врахувати геометри-
чну та аналітичну інформацію, яка міститься у 
постановці задачі математичної фізики, дозволяє 
структурний метод R-функцій [18]. Для числен-
ного розв’язання задач фільтрації метод R-
функцій було застосовано у [2,3,19], але в них 

було розглянуто лише задачі фільтрації під гід-
ротехнічними спорудами. 
Отже, розробка нових та вдосконалення існую-
чих методів чисельного аналізу фільтраційних 
течій є актуальною науковою задачею. 
1. Мета та задачі дослідження. Метою роботи є 
розробка нових та вдосконалення існуючих ме-
тодів чисельного аналізу плоских стаціонарних 
фільтраційних течій на основі математичної мо-
делі у термінах «функція течії». Для досягнення 
цієї мети необхідно: 
– провести аналіз постановок можливих крайо-
вих задач для функції течії; 
– для тестової задачі теорії фільтрації побудува-
ти на основі методу R-функцій структуру 
розв’язку; 
– обґрунтувати застосування варіаційних методів 
до апроксимації невизначених компонент побу-
дованої структурної формули. 
2. Математичні моделі теорії плоскої фільтра-
ції. Побудова математичних моделей фільтра-
ційних течій заснована на використанні закону, 
встановленого емпірично французьким інжене-
ром А. Дарсі (1803-1858) у 1852-1855 рр. [16]. 
Математичне формулювання закону Дарсі для 
ізотропного середовища має вигляд: 
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за шляхом s ; p  – тиск; ρ  – щільність рідини; g  
– прискорення сили тяжіння; z  – геометрична 
висота над деякою площиною порівняння; γ  – 
питома вага рідини; κ  – коефіцієнт фільтрації. 
Закон Дарсі (1) означає, що втрати напору при 
фільтрації пропорційні її швидкості. 
Коефіцієнт фільтрації κ  залежить від властивос-
тей як пористого середовища, так і рідини: 

 k gρ
κ =

µ
, 

де κ  – проникність пористого середовища; ρ  – 
щільність рідини; g  – прискорення сили тяжін-
ня; µ  – коефіцієнт динамічної в’язкості рідини. 
Типові значення κ  при фільтрації води у піску 
мають порядок 5 210 10− −÷  м/с, у ґрунті – 

6 410 10− −÷  м/с, у глині – 7 610 10− −÷  м/с. 
При фільтрації у анізотропних пористих середо-
вищах лінійна залежність швидкості фільтрації 

40 РИ, 2018, №1



та градієнта тиску зберігається, але ці вектори у 
загальному випадку вже не будуть колінеарні. 
Коефіцієнт фільтрації наразі буде симетричним 
додатно-означеним тензором. 
Критерієм застосовності закону Дарсі є малість 
числа Рейнольдса. 
Якщо межа області фільтрації складається лише 
з проникних та непроникних ділянок, то фільт-
рацію називають напірною. Якщо ж до складу 
межі входять сухий чи змочений ґрунт, а також 
поверхні (проміжки) просочування, з яких рідина 
потрапляє безпосередньо в атмосферу, то фільт-
рацію називають безнапірною. 
Основні рівняння гідромеханічної теорії фільт-
рації були отримані в роботах Н.Є. Жуковського 
[8] та М.М. Павловського [15].  
Система рівнянь руху рідини у пористому сере-
довищі має вигляд: 
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 f ( , H, T) 0ρ =  . (6) 
Рівняння (5) називається рівнянням нерозривнос-
ті ( п  – пористість ґрунту), а (6) – рівнянням ста-
ну, що характеризує стан рідини відношенням 
між густиною ρ , ізотермічним напором Н та аб-
солютною температурою Т. 
Система (2) – (6) є замкнутою системою рівнянь, 
які описують нестаціонарну фільтрацію важкої 
стисливої рідини у недеформованому ґрунті, як-
що справедливий закон Дарсі.  
Інтегруючи систему рівнянь (2) – (6) в області 
фільтрації (при крайових та початкових умовах), 
отримуємо проекції швидкості фільтрації, 
п’єзометричний напір та густину рідини, яка фі-
льтрується.  
Для нестисливих однорідних рідин рівняння ста-
ну має вигляд constρ = . Тоді рівняння нерозрив-
ності перетворюється на рівність: 
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Для стаціонарної фільтрації з (2) – (4) отримаємо 
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Підстановкою (8) у (7) отримаємо, що напір Н 

задовольняє в області фільтрації однорідному 
еліптичному рівнянню 
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яке для однорідно-ізотропного ґрунту ( constκ = ) 
переходить у рівняння Лапласа 
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Ввівши потенціальну функцію ϕ  як  
 Hϕ = −κ , (11) 
з (9) та (10) отримаємо, що при constκ =  функція 
ϕ  є гармонічною в області фільтрації: 
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Лінії рівня constϕ =  функції ϕ  називаються ек-
віпотенціальними поверхнями (поверхнями рів-
ного потенціалу), а враховуючи (11), вони є по-
верхнями рівного напору. Зрозуміло, що вектор 
швидкості фільтрації у будь-якій точці області 
фільтрації спрямований за нормаллю до поверхні 
рівного напору, який проходить через цю точку. 
У випадку плоскої стаціонарної фільтрації в од-
норідному ізотропному недеформованому ґрунті 
(фільтрація відбувається у площині, яка є пара-
лельною до координатної площини xOy ) система 
(2) – (6) матиме вигляд:  
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а рівняння (12) – 
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Плоскі фільтраційні течії зручно аналізувати за 
допомогою функції течії ψ , яка вводиться спів-
відношеннями: 
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Завдяки такому означенню функції течії ψ  рів-
няння нерозривності (третє з рівнянь (13)) обер-
тається в тотожність, а з (8) матимемо, що 
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Оскільки Hϕ = −κ , то за умови constκ =  функції 
ϕ  та ψ  пов’язані умовами Коші-Рімана: 
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Диференціюючи перше з рівностей (16) за y  і 
віднімаючи з нього друге з рівностей (16), яке 
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продиференційоване за x , отримаємо, що функ-
ція течії задовольняє в області фільтрації рівнян-
ня 

 1 1 0
x x y y

 ∂ ∂ψ ∂ ∂ψ − − =  ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
. (18) 

Лінії рівня constψ =  функції течії ψ  називають 
лініями течії. Вони мають властивість: вектор 
швидкості фільтрації в будь-якій точці області 
фільтрації спрямований за дотичною до лінії те-
чії, що проходить через цю точку. 
Рівняння для напору (9), (10), потенціалу (12), 
(14), функції течії (17), (18) необхідно доповнити 
крайовими умовами [4, 5, 6]. 
На ділянках межі області фільтрації, які є непро-
никними поверхнями, нормальна складова шви-
дкості повинна дорівнювати нулю (умова непро-
тікання): 
 n 0=v . (19) 
Прикладами таких ділянок є поверхні бетонних 
основ гідроспоруд або межі піску та глини. 
Із закону Дарсі та рівнянь (11), (17), (19) випли-
ває, що на цих ділянках межі виконуються умови 

 0∂ϕ
=

∂n
, constψ = , 

тобто вони є лініями течії. 
Деякі ділянки межі області фільтрації можуть 
межувати з областями вільної рідини. Прикладом 
такого випадку є межа між пористим середови-
щем та водоймою, через яку рідина просочується 
з водойми в ґрунт та навпаки – коли ґрунтові во-
ди можуть потрапляти у водойму. У цьому випа-
дку на ділянках межі дотична складова швидкос-
ті повинна дорівнювати нулю: 
 0=sv . (20) 
Із закону Дарсі та рівнянь (11), (17), (19) випли-
ває, що 

 constϕ = , 0∂ψ
=

∂n
, 

тобто вони є еквіпотенціальними лініями. 
Припустимо, що область фільтрації частково 
межує з атмосферою. Такі межі називаються 
проміжками височування, оскільки на таких ді-
лянках рідина може витікати з пористого середо-
вища і, наприклад, стікати уздовж межі або ви-
паровуватися. Прикладами таких меж служать 
стінки земляних гребель, через які фільтрується 
вода, або стінки колодязів, викопаних у водона-
сиченому ґрунті. 
На проміжку височування мають місце умови 
неперервності тиску (якщо знехтувати капіляр-
ними ефектами, то тиск рідини в пористому се-

редовищі на межі збігається з атмосферним) та 
додатності проекції швидкості фільтрації на зов-
нішню нормаль: 
 0>nv ,  
тобто рідина може тільки витікати з пористого 
середовища. Саме ж значення швидкості фільт-
рації на межі області розв’язання задачі є неві-
домим. 
Частина межі області фільтрації може бути лінією 
розділу між сухим і вологим ґрунтом. Така ділян-
ка називається вільною поверхнею (лінією) або 
поверхнею депресії. Відзначимо, що до 
розв’язання задачі її форма невідома. На ділянці 
вільної поверхні мають місце зазвичай загальна 
умова збереження маси і умова неперервності ти-
ску. Крім того, ця крива є лінією течії. 
Тепер припустимо, що ґрунтова вода проходить 
крізь два ґрунти з різними коефіцієнтами фільт-
рації 1κ  и 2κ . Нехай ґрунти межують по деякій 
лінії L . На цій лінії повинні бути виконані умови 
неперервності тиску:  
 1 2p p=  в будь-якій точці L  
та нерозривності течії: 
 1 2=n nv v  в будь-якій точці L . 
Тоді із закону Дарсі і рівнянь (11), (17) випливає, 
що на L  виконуються умови 
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3. Конструктивний апарат теорії R-функцій та 
його застосування в математичному моделю-
ванні фізико-механічних полів. Розглянемо ос-
новні відомості з теорії R-функцій та загальну 
схему застосування методів цієї теорії у матема-
тичному моделюванні фізико-механічних полів 
[10, 18]. 
Вперше R-функції з’явилися у 1963 р. в роботі 
акад. НАН України В.Л. Рвачова [17]. Серед фу-
нкцій неперервного аргументу ним було виділе-
но клас функцій, які мають властивості, схожі з 
властивостями функцій дискретного аргументу, а 
саме – з функціями алгебри логіки. 
Можна дати таке означення [10, 18]. 
Означення. Функція 1 ny f (x , ..., x )=   , nf : →R R , 
називається R-функцією (функцією В.Л. Рвачо-
ва), що відповідає розбиттю множини 

( , )= −∞ +∞ =X R  на три градації: 

 1
3S (0) (0) ( , 0)− = = −∞X  , 1

3S (1) (1) {0}− = =X , 

42 РИ, 2018, №1



 1
3S (2) (2) (0, )− = = +∞X  , 

якщо існує така функція тризначної логіки 
1 nY F(X , ..., X )=   , що 

 3 1 n 3 1 3 nS [f (x , ..., x )] F[S (x ), ..., S (x )]=    , (21) 

де 3

0, t 0,
S (t) 1, t 0,

2, t 0.

<
= =
 >

 

Множина всіх таких R-функцій позначається так: 
3 3[ ( , ); S ]ℜ =ℜ = −∞ +∞  X . 

Функція тризначної логіки F , що задовольняє 
(21), називається супровідною для R-функції f . 
Множина 3ℜ  має непустий перетин з множиною 
елементарних функцій, тому над R-функціями 
можна виконувати, зокрема, операції диферен-
ціювання та інтегрування.  
На теперішній час відома велика кількість сис-
тем R-функцій [18]. Зокрема, система αℜ  має ви-
гляд 
 x x≡ − ; 

 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1x x x x x x 2 x x
1α

 ∧ ≡ + − + − α 
 + α

; (22) 

 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1x x x x x x 2 x x
1α

 ∨ ≡ + + + − α 
 + α

. 

Тут 1 2(x , x )α   – довільна функція, яка задоволь-
няє умови 
 1 21 (x , x ) 1− < α ≤ , 
 1 2 2 1 1 2 1 2(x , x ) (x , x ) ( x , x ) (x , x )α ≡ α ≡ α − ≡ α −     
 для всіх 1 2x , x ∈R . 
Для R-функцій (22) супровідними є функції три-
значної логіки заперечення, диз’юнкція та 
кон’юнкція відповідно. 
Розглянемо розв’язання методом R-функцій обе-
рнену задачу аналітичної геометрії. Ця задача 
полягає у наступному: нехай у nR  задано геоме-
тричний об’єкт Ω  з кусково-гладкою межею ∂Ω  
і необхідно побудувати таку функцію ( )ω x , яка 
додатна всередині Ω  і дорівнює нулю на ∂Ω . 
Тоді рівняння ( ) 0ω =x  у неявній формі визнача-
тиме геометричне місце точок, що є межею гео-
метричного об’єкта Ω . 
Нехай геометричний об’єкт Ω  побудовано з опі-
рних множин i i( ( ) 0)Σ = σ ≥x , i 1, ..., m=   , за допо-
могою операцій − , ∧ , ∨  алгебри логіки над ни-
ми: 
 1 mF( , ..., )Ω = Σ Σ  . (23) 
 
 
Вважаємо, що i ( )σ x , i 1, ..., m=   , – прості непере-

рвні (елементарні) функції, тобто i ( ) 0σ =x  є ме-
жею множин i ( ) 0σ ≥x  і i ( ) 0σ >x . 
Якщо тепер у (23) провести формальну заміну Ω  
на ( )ω x , iΣ  на i ( )σ x , i 1, ..., m=   , а символів − , ∧ , 
∨  алгебри логіки на символи відповідних R-
операцій, то отримаємо аналітичний вираз, який 
в елементарних функціях визначає рівняння ме-
жі ∂Ω  [9]: 
 ( ) 0ω =x . 
При цьому для внутрішніх точок Ω  виконується 
нерівність ( ) 0ω >x . 
На функцію ( )ω x  також можна накладати додат-
кові умови: наприклад, умову нормалізованості, 
яка полягає у задоволенні вимог 
 ( ) 0ω =x  на ∂Ω ; ( ) 0ω >x  всередині Ω ; 

 1
∂Ω

∂ω
= −

∂n
, (24) 

де n  – зовнішня до ∂Ω  нормаль. 
При розв’язанні диференціальних задач матема-
тичної фізики метод R-функцій дозволяє побуду-
вати так звану структуру розв’язку крайової за-
дачі, тобто жмуток функцій, який точно задово-
льняє всім крайовим умовам задачі та залежить 
від деяких невизначених компонент. Вибір цих 
невизначених компонент роблять так, щоб у де-
якому сенсі задовольнити диференціальне рів-
няння задачі. Для цього використовуються різні 
чисельні методи математичної фізики, зокрема, 
метод Рітца, метод найменших квадратів, метод 
Гальоркіна тощо. 
Перевагою цього підходу порівняно, наприклад, 
з різницевими методами і методом скінченних 
елементів є те, що геометрія розрахункової обла-
сті враховується точно, тобто, зокрема, не відбу-
вається заміни криволінійних ділянок. 
Схему застосування методу R-функцій в задачах 
чисельного аналізу фізико-механічних полів мо-
жна розбити на такі етапи: 
1) точний аналітичний опис геометрії розрахун-
кової області, тобто побудова функції ( )ω x  з вла-
стивостями (24); 
2) продовження крайових умов всередину облас-
ті, тобто довизначення функцій та операторів, 
заданих на межі, у внутрішніх точках області; 
3) побудова загальної структури розв’язку, тобто 
такої формули, яка залежить від деяких невизна-
чених функцій (компонент) та за будь-якого їх 
вибору точно задовольняє всім крайовим умовам 
задачі; 
4) побудова наближеного розв’язку, тобто апрок-
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симація невизначених компонент структури де-
яким чисельним методом. 
Для продовження крайових умов всередину об-
ласті використовуються два основних підходи 
[18]. 
Нехай функція 0ϕ  в точках ∂Ω  задана у вигляді 

 

(1)
0 1

0
( )
0

( ), ,
( )

( ), ,r
r

s s
s

s s

ϕ ∈∂Ω
ϕ = 
ϕ ∈∂Ω

K K  

де ділянки межі 1∂Ω , …, r∂Ω  попарно різні, не 
мають спільних внутрішніх точок і 

1 r∂Ω = ∂Ω ∂ΩUK . 
Нехай далі ( )iϕ x , 1, ...,i r= , такі, що ( )

0
i

i
i ∂Ω

ϕ = ϕ , а 

( )iω x , 1, ...,i r= , такі, що ( ) 0iω =x  на i∂Ω  і 
( ) 0iω >x  в \ iΩ ∂Ω . Тоді функція 

 
1

1 1
1

1 1 1

...

1 1...

rr

i jr
i j

j ir
rr

j
r i j

j i

= =
≠

= =
≠

ϕ ωϕ ϕ
+ +

ω ω
ϕ = =

+ + ω
ω ω

∑ ∏

∑∏
 (25) 

має властивість 0∂Ω
ϕ = ϕ . 

Формулу (25) називають формулою «склейки» і 
позначають 0ECϕ = ϕ , де EC  – оператор склею-
вання межових значень. 
Другий підхід пов’язаний з продовженням дифе-
ренціальних операторів, які задані на ∂Ω , в сере-
дину області Ω . Нехай 0ω =  – нормалізоване рі-
вняння межі ∂Ω  області Ω . Тоді оператор 1D , 
який діє за правилом 

 1
1

( , )
n

i i i

uD u u
x x=

∂ω ∂
≡ ∇ω ∇ =

∂ ∂∑ , 

в регулярних точках ∂Ω  задовольняє рівність 

 1
uD u

∂Ω

∂
− =

∂n
, 

де n  – зовнішня до ∂Ω  нормаль. 
При цьому вираз 1D u  має сенс всюди в Ω∪∂Ω . 
За допомогою оператора 1D  будують жмутки 
функцій, нормальна похідна яких, або лінійна 
комбінація нормальної похідної і самої функції 
на межі області приймає задані значення. 
Деякими класичними прикладами структур 
розв’язку є: 
– структура розв’язку, яка точно враховує крайо-
ву умову Діріхле 0u (s)∂Ω = ϕ , s∈∂Ω : 

 u = ϕ+ωΦ ; (26) 
– структура розв’язку, яка точно враховує крайо-

ву умову Неймана 0
u (s)
∂Ω

∂
= ϕ

∂n
, s∈∂Ω : 

 1u D= −ωϕ+Φ −ω Φ . (27) 
У формулах (26), (27) 0ECϕ = ϕ , ( )ω x  задоволь-
няє умови (24), Φ  – невизначена компонента. 
Загальний метод побудови структурних формул 
розглянуто у [10, 18]. Основні застосування ме-
тоду R-функцій до розрахунку різних фізико-
механічних полів містяться у [7, 10, 14, 18, 20 та 
ін.]. 
4. Побудова структури розв’язку тестової за-
дачі теорії фільтрації. Розглянемо таку крайову 
задачу теорії стаціонарної фільтрації: 

 1 1 0
x x y y

 ∂ ∂ψ ∂ ∂ψ − − =  ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
 у Ω , (28) 

 
1

0∂Ωψ = , 
3

Q∂Ωψ = , (29) 

 
2

0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
, 

4
0

∂Ω

∂ψ
=

∂n
. (30) 

Розрахункова область Ω  (область фільтрації) на-
ведена на рисунку. 

 

 

Ω  

1∂Ω  

2∂Ω  

3∂Ω  

4∂Ω  

H′  

 
 Рис. 1 

 
Межа ∂Ω  області Ω  складається з чотирьох ді-
лянок: 1 2 3 4∂Ω = ∂Ω ∪∂Ω ∪∂Ω ∪∂Ω . На ділянках 

2∂Ω , 4∂Ω  ґрунт межує з областями вільної ріди-
ни (наприклад, це дно водойми), а ділянки 1∂Ω , 

3∂Ω  відповідають непроникним поверхням (гра-
нітна основа або бетонна гідротехнічна споруда). 
Задачу (28) – (30) можна розглядати як тестову 
при апробації чисельних методів. Тут ψ  – функ-
ція течії, κ  – коефіцієнт фільтрації , n  – зовніш-
ня нормаль до відповідних ділянок межі, Q  – 
повна витрата рідини, H′  – діючий напір. 
Стала величина Q  є невідомою і визначається 
інтегральним співвідношенням 

 
3

1 ds H
∂Ω

∂ψ ′= −
κ ∂∫ n

. (31) 
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Помітимо, що якщо u  – розв’язок задачі 

 1 u 1 u 0
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ − − =  ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
 у Ω , (32) 

 
1

u 0∂Ω = , 
3

u 1∂Ω = , (33) 

 
2

u 0
∂Ω

∂
=

∂n
, 

4

u 0
∂Ω

∂
=

∂n
, (34) 

то функція Quψ = , де відповідно до (31) 

 
1

3

1 uQ H ds
−

∂Ω

 ∂ ′= − ⋅ ⋅
 κ ∂ 
∫ n

, 

є розв’язком задачі (28) – (30). 
Відповідно до структурного методу R-функцій 
побудуємо структуру розв’язку крайової задачі 
(32) – (34). Нехай відомі функції (x, y)ω , i (x, y)ω , 
i 1, 2, 3, 4=    , такі що: 

 (x, y) 0ω =  на ∂Ω ;  (x, y) 0ω >  у Ω ;  1
∂Ω

∂ω
= −

∂n
, 

 i (x, y) 0ω =  на i∂Ω ;  (x, y) 0ω >  у i( \ )Ω∪ ∂Ω ∂Ω ; 

 i

i
1

∂Ω

∂ω
= −

∂n
, i 1, 2, 3, 4=    . 

Якщо межа ∂Ω  складається зі скінченної кілько-
сті кусково-гладких кривих, кожна з яких може 
бути описана елементарною функцією, то функ-
ції зі вказаними властивостями можна побудува-
ти у вигляді єдиного аналітичного виразу, корис-
туючись конструктивним апаратом теорії R-
функцій [18], причому вони також будуть функ-
ціями елементарними із заданими диференціаль-
ними властивостями. 
За допомогою формули «склейки» (25) будуємо 
функцію 

 3

1 3

(x, y)
f (x, y)

(x, y) (x, y)
ω

=
ω +ω

, 

яка має властивість 
 

1
f 0∂Ω = , 

3
f 1∂Ω = . 

Тоді крайові умови (33) можна записати у вигля-
ді 
 

1 3
(u f ) 0∂Ω ∪∂Ω− = . (35) 

А за допомогою диференціального оператора 

 (2 4) 2 4 2 4
2 41

u uD u ( , u)
x x y y

− − −
−

∂ω ∂ω∂ ∂
= ∇ω ∇ = +

∂ ∂ ∂ ∂
, 

де 2 4 2 4(x, y) (x, y) (x, y)− αω = ω ∧ ω , крайові умови 
(34) запишуться так: 
 (2 4)

1
2 4

D u 0−

∂Ω ∪∂Ω
= . (36) 

З (35) випливає, що функція u  належить жмутку 
функцій вигляду 

 1 3u f −= +ω Φ , 
де 1 3 1 3(x, y) (x, y) (x, y)− αω = ω ∧ ω , (x, y)Φ = Φ  – не-
визначена компонента. 
З умови (36) витікає, що 
 (2 4)

2 41D u−
−= ω Ψ . (37) 

Подамо невизначену компоненту Φ  у вигляді 
 1 2 4 2−Φ = Φ +ω Φ  
і підберемо 1Φ , 2Φ  такими, щоб виконувалась 
умова (37). Матимемо: 
 (2 4) (2 4)

1 31 1D u D (f )− −
−= +ω Φ =  

 (2 4)
1 3 1 1 3 2 4 21D (f )−
− − −= +ω Φ +ω ω Φ =  

 (2 4) (2 4)
1 3 11 1D f D ( )− −
−= + ω Φ +  

 (2 4) (2 4)
2 4 1 3 2 1 3 2 2 41 1D ( ) D− −
− − − −+ω ω Φ +ω Φ ω =  

 (2 4) (2 4)
1 3 11 1D f D ( )− −
−= + ω Φ +  

 (2 4)
2 4 1 3 2 1 3 2 2 41D ( ) (1 )−
− − − −+ω ω Φ +ω Φ +ω χ . 

Тоді рівність (37) набуде вигляду 
 (2 4) (2 4)

1 3 11 1D f D ( )− −
−+ ω Φ +  

 (2 4)
2 4 1 3 2 1 3 2 2 4 2 41D ( ) (1 )−
− − − − −+ω ω Φ +ω Φ +ω χ = ω Ψ . 

Додавши до обох частин останньої рівності до-
данок 2 4 2−ω Φ , отримаємо 

 (2 4) (2 4)
1 3 1 1 3 2 4 2 2 4 01 1D f D ( ) ( )− −
− − − −+ ω Φ + ω +ω Φ = ω Ψ , 

де (2 4)
0 2 1 3 2 1 3 21D ( )−

− −Ψ = Φ +Ψ − ω Φ −ω Φ χ . 
Звідси 
 2Φ =  

 (2 4) (2 4)
1 3 1 2 4 01 1

1 3 2 4

1 [ D f D ( ) ]− −
− −

− −
= − − ω Φ +ω Ψ
ω +ω

 

і 
 1 3 1 1 3 2 4 2u f − − −= +ω Φ +ω ω Φ =  
 1 3 1f −= +ω Φ +  

 (2 4) (2 4)1 3 2 4
1 3 1 2 4 01 1

1 3 2 4
[ D f D ( ) ]− −− −

− −
− −

ω ω
+ − − ω Φ +ω Ψ
ω +ω

. 

Покладемо 0 0Ψ = . Тоді структуру розв’язку за-
дачі (32) – (34) отримаємо у вигляді (перепозна-
чимо 1Φ  наΦ ) 

 (2 4)1 3 2 4
1

1 3 2 4
u f D f−− −

− −

ω ω
= − +

ω +ω
 

 (2 4)1 3 2 4
1 3 1 31

1 3 2 4
D ( )−− −

− −
− −

ω ω
+ω Φ − ω Φ

ω +ω
. (38) 

Теорема 1. Структура розв’язку крайової задачі 
(32) – (34), яка точно задовольняє крайові умови 
(33), (34), має вигляд (38). 
5. Метод знаходження чисельного розв’язку 
тестової задачі теорії фільтрації. Формула (38) 
при будь-якому виборі невизначеної компоненти 
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Φ  точно задовольняє крайові умови (33), (34). 
Для знаходження наближеного розв’язку (32) – 
(34) апроксимуємо Φ  з використанням методу 
Рітца. 
У задачі (32) – (34) зробимо заміну 
 u g v= + , 

де (2 4)1 3 2 4
1

1 3 2 4
g f D f−− −

− −

ω ω
= −

ω +ω
, v  – нова невідома 

функція. Тоді для v  отримаємо задачу з однорі-
дними крайовими умовами: 

 1 v 1 v F
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ − − =  ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
 у Ω , (39) 

 
1 3

v 0∂Ω ∪∂Ω = , 
2 4

v 0
∂Ω ∪∂Ω

∂
=

∂n
, (40) 

де 1 g 1 gF
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ = +   ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
. 

Введемо у розгляд оператор A  крайової задачі 
(39), (40), який діє за правилом 

 1 v 1 vAv
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ = − −   ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
 

на області визначення AD , що складається з тих 
функцій простору 2L ( )Ω , які належать множині 

2 1C ( ) C ( )Ω ∩ Ω  та задовольняють крайові умови 
(40). 
Можна показати, що цей оператор буде додатно-
означеним, а отже, задача (39), (40) еквівалентна 
задачі знаходження у відповідному енергетич-
ному просторі AH  мінімуму функціонала енергії 
 J[v] [v, v] 2(F, v)= − , 
де 

 
221 v v[v, v] dxdy

x yΩ

  ∂ ∂  = +   κ ∂ ∂     
∫ , 

 (F, v) F v dxdy
Ω

= ⋅∫ . 

Наближений розв’язок цієї екстремальної задачі 
відповідно до методу Рітца шукатимемо у вигля-
ді 

 
n

n k k
k 1

v c
=

= ϕ∑ . 

Елементи координатної послідовності k{ }ϕ  від-
повідно до структури (38) обираємо у вигляді 

 (2 4)1 3 2 4
k 1 3 k 1 3 k1

1 3 2 4
D ( )−− −

− −
− −

ω ω
ϕ = ω τ − ω τ

ω +ω
, 

де k{ }τ  – будь-яка повна у 2L ( )Ω  система функ-
цій (поліноми, сплайни тощо). 
Тоді для визначення сталих kc , k 1, 2, ..., n=    , ма-
ємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

 
n

k j k j
k 1

[ , ]c (F, )
=

ϕ ϕ = ϕ∑   , j 1, 2, ..., n=    , 

де 

 j jk k
k j

1[ , ] dxdy
x x y yΩ

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
ϕ ϕ = + κ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ , 

 j j(F, ) F dxdy
Ω

ϕ = ⋅ϕ∫ , k, j 1, 2, ..., n=    . 

Із загальних теорем збіжності методу Рітца та 
викладеного вище випливає така теорема. 
Теорема 2. Нехай 2F L ( )∈ Ω . Тоді послідовність 
 n n nQ uψ = , 
де 

 
1

n
n

3

u1Q H ds
−

∂Ω

 ∂ ′= − ⋅ ⋅
 κ ∂ 
∫ n

, n nu f v= + , 

збігається у 2L ( )Ω  до узагальненого розв’язку 
задачі (28) – (30). 
6. Висновки. Розглянуто основні математичні 
моделі фільтраційних течій, зокрема, постановка 
найпростішої задачі фільтрації, яка може слугу-
вати тестовим прикладом для перевірки роботи 
чисельних методів. Для цієї крайової задачі 
отримано структуру розв’язку та обґрунтовано 
застосування метода Рітца для апроксимації не-
визначеної компоненти. 
Отже, отримано подальший розвиток застосу-
вання структурного методу R-функцій у матема-
тичному моделюванні фізико-механічних полів, 
а також вдосконалено метод математичного мо-
делювання фільтраційних течій у частині ураху-
вання у чисельному методі додаткового інтегра-
льного співвідношення для знаходження повних 
витрат рідини. 
Отримані результати можуть бути поширені на 
інші крайові задачі теорії фільтрації, а також 
можуть застосовуватись у розв’язанні приклад-
них задач, пов’язаних з розрахунком фільтрацій-
них течій. Це і визначає наукову новизну та 
практичну значущість отриманих у роботі ре-
зультатів. 
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