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Д И Ф Р А К Ц И Я  Э Л Е К Т Р О М А Г Н И Т Н Ы Х  В О Л Н  Н А  Д В О Й Н О Й  

С К Р Е Щ Е Н Н О Й  Р Е Ш Е Т К Е  И З  М Е Т А Л Л И Ч Е С К И Х  Л Е Н Т  

В. В. Щ е р б а к
1. Н а рис. 1 изображ ена периодическая структура, состоящ ая из двух 

ленточных реш еток, располож енны х параллельно, на расстоянии г друг 
от друга. Н аправления щелей верхней и нижней реш еток взаимно пер­
пендикулярны. Л енты  предполагаю тся бесконечно тонкими и идеально 
проводящ ими.

П усть на эту  систему 
сверху (г >  0) нормально 
к реш еткам падает плоская 
монохроматическая волна

£ пад, Н пад ■ е ,к2\ к =  у  

(1)
и нам нуж но наити п ол­
ное поле диф ракции.

И з соображ ений сим­
метрии следует, что это 
поле периодично с перио­
дом а  в направлении х  и
с периодом Ь в направлении у  и поэтому мож ет быть разлож ено в двойной 
ряд Ф урье:

Рис. 1. Периодическая структура из двух ленточных 
решеток.

Е , Н ~ ^ С П' т (г)е 'НпУ+* тХ\ К  = ■П\
т —-

2тс
8  т =  а П1' (2)

Сп, т (г) находим из реш ения волнового уравнения. П ри этом учитываем, 
что в верхнем полупространстве (г >  0) искомое поле является  н ал о ж е­
нием падающ ей волны и суммы отраж енны х волн, распространяю щ ихся 
(или затухаю щ их) в направлении — г, а в нижнем полупространстве 
(г <  — г) имеем прош едш ие волны, распространяю щ иеся или затухаю щ ие 
в направлении г.

Тогда х-е  составляю щ ие полей в трех областях  запиш утся в сле­
дующем виде:

Е \  =  Ае~*кг тЬ V  аптеПпт*+*№!/+‘етх-,
п, т—■—о

Е \ =  X  (спте - ‘̂ г +  Сіпте п™ {г+Г}) е1к"у+*<" х:

р 3  _  V  \  Ґ - ‘ п т ^ + П + і І і п у + ^ т х .Л-‘Х ,упг>іе •
п , т —— со

н \ =  У

(3)

^  С1пт£ 
н, т

н 1  = (с„те

Ппт2+ ‘ІІпУ+‘&тх В е ~ 'к*\

Л пт<г+г>) е 'ъпУ+'&тх \Г~11пт7
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И* — t  Ь’п -<Т пт1г+ г )+ ‘ЬпУ+‘£т х . (3)

Здесь "[п т — \  k2 — h'n — А  и В  — амплитуды  соответственно Е х 
и Н х составляю щ ей падающ ей волны.

О стальны е компоненты поля вы раж аю тся через Е х и Н х из уравне­
ний М аксвелла, Мы выпишем только  вы раж ения для у -х  составляю щ их 
полей во второй (0 >  г >  — г) и третьей (г <  — г) области:

\
И 1 =  ±  {Cnme - ^ + D n m e ^ + n ) e ' W ^ .

п, т ——<м

м 3 —  V  Я  р - ‘ 1 п т < г + г > + 1 Ь п У ~ Ч 1 т х .
11 У  —  Zm - п т -  1

п, т = —“

е \ =  у  {Спте~‘̂ +  D^e'W'-K')
п, т —— °о

р 3 —  У  О '  Р — П  n m ( z + r ) + ‘ h n y + i g m x  
у — Z j  пт^ 1

(4)

где

С  п т  —

k t  пт hng m • _ _ k-\ пт •
■г с пт “  г Спт, С/шг. — — —  Т  с пт т  Т, Т с ^т ,

k '  —  Sm Ь ' —  Sm k 8т k * ~  8т
Г) _ ^Тят 1 hagn

пт k t _ ^  пт h , _ g]nГ  d r m ; О пт  =  -  , ^ V d nm -  d n m . (5 )h ,

а  — kirim "пит г, . и '*лйт i "Чят и '
ят  ~  Л  ли 0 ят’ Вят “  “  ^  _Г bnm-

КВт h n S m

k * ~ 8 m
i k'{nm

А мплитуды полей связаны  соотнош ениями

Л 8А .  +  апт =  спт +  ептйпт\ ' —  ВЬпЬт +  апгП' =  — спт +  ептй ’пт\ (6)
к  п т  п т ^ п т  ' ^  п т  » А т  =  ^ п т ^ п т  ^  п т  & п т  ' ' ' *  п т  1

вытекающ ими из непрерывности составляю щ их Е х и Е у при г — 0 и при 
г =  — г. |

Кроме того, имеем граничны е условия, вы полняю щ иеся на лентах  
и щ елях реш еток: у

й  =  0 ,

дЕ1 д Е \  dy д н \
г ) ?  —  Я, > У  I <  о ■> = —  0.д г  —  д г  ’  1

при 2 =  0 и

dz

У — 2 <  т ;

<
Ь — а (7)

£ t = 0 ,  \ < \ х \ < ± - , H l  =  H l

dEl дБ*- . 0Яу n
дг дг ’ I х ! <  2 ’ д г  *

<

а
Х ~ ~ 2

а
Х ~ - 2 <1
<

а  —  а
(В)

при 2 =  — Г.
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У довлетворяя этим граничным условиям , получим уравнения

(9)

V  Г р ,нпУ+‘&тх _  А .
пт к ’

| п.
\ У \ < - 2

■о

V  с * еЛлУ+Чпх — в  ь — йи^  и*тсг *2
6

У ~ ~ 2
Ь
2

ГЕ, т  = — ОС (10)
V  /с ' — е У е‘НпУ+‘*тХ =  0- I и — —^  'снт ептипт' к * \У 2

6 - 4 ”

X ---- < 1
п, т = — “

V  П КНпУ+‘&т* _  П <2.1 • V “ — и» 2

\ Л /П   о г  1 ^2/2 е ‘кпУ+‘ет х — п. , __  .
\ и пт  еп т У п т / д  ^  и » *

72 = — ов

2  (Опт +  ептСпт) е ‘̂ +‘̂  =  0, £ < | * | < £

( П )

(12)

« . /72 — — ов

Рассмотрим первую  пару этих уравнений. Т ак  к ак  (9) вы полняю тся 
при любых х,  то при равнивая нулю  коэффициенты при е‘ЪтХ, получим 
бесконечное количество пар более просты х уравнений:

I

(Спр +  Упрепр) е,НпУ =  0, ^  <  I у  \ <  у

"  (13)

У  свд^ ^  =  А р . \ У \ < Ттт* • п, О ^П ~

каж дую  из которы х решаем при помощи метода задачи Р и м ан а— Г иль­
берта [1 ]. П одробно на реш ении уравнений (13) мы остан авли ваться  не будем, 
поскольку уравнения, сходные с (13), исследованы в известных работах 
по диф ракции. Зам етим  только , что при этом для каж дой р -й пары у р ав­
нений (13) получается бесконечная система алгебраических уравнений 
(относительно епр, Упр). Всего, таким  образом, имеем бесконечное коли­
чество таких  систем. Вместе они образую т бесконечную  двумерную  систе­
му уравнений

—  (1 —  °/) (с 1р +  ^1рУ-!р) +  {Спр +  епрУ-пр) ^ 1 ^ п р ~
П = —«а

=  л в х +  V  а преПр Ш : (Сло - М ) ;  1 , Р  =  -  оо . . .  со
(14)
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где

а V",  У„, /?<,— коэффициенты работы [1], вы раж аю щ иеся через полиномы 
Л еж ан дра Р п (и.у).

Д л я  уравнений (10) получим бесконечную  систему (/, р  =  — с® • • • с®)

Д л я  зам ы кан ия общей системы используем  уравнения (11) и (12) 
из которы х находим (/, р  =  — оо • - • о о ):

ответственно из W, и w t при замене на гг =  cos —  .

У равнения (14)— (17) вместе с  соотнош ениями (5) образую т зам кн у­
тую  квази регулярную  систему. Э та система содерж ит два вида парам ет­

ров малости. и характери зую т взаимодействие между различными
гарм оникам и поля, возбуж денны ми на одной из реш еток, а епр и е1т 
характери зую т взаимодействие диф ракционны х волн, возбуж денны х на 
разны х реш етках . П ри численных расчетах полученная бесконечная сис­
тема уравнений зам еняется на конечную  в результате  отбрасы вания 
м алы х величин. П ри этом чем больш е (по сравнению  с А и г) пе­
риоды а и b реш еток, тем больш ее количество членов приходится удер­
ж и вать .

2 . П роизведем  дополнительны е преобразования уравнений (14) — (17). 
Рассм отрим  равенства (14). С читая в этой незам кнутой системе величины, 
стоящ ие справа, известными, применим к ней ф ормулу К рам ера. В резуль­
тате  вы разим  (спр —  enpdnp) через dnp и А.

- ( l - h ) ( c lp - o f i pB ) +  V  (cn p - o nbpB ) W X p
Я  — —  со (15)

где W*  (и у) =  (— (— иУ).

(17)

(16)

где =  | m | -г  i- j-  у  "[tm’ а коэффициенты W l0' m и W ) . m получаю тся со-
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А налогично преобразуем  (15), (16), (17). П ри этом получим новую  
квазирегулярную  систему уравнений

с1р =  м т } ^  +  V  йпрЧ\рвпепр, (18)
П =—

с1р =  +  V  йпрК1-рпепр, (19)
П = — оа

01р=  X  С1тКЪ1ме1т, (20)
т = — “

о 1р=  х  с ;т я ^ т егт, (21)
т = — оо

содержащ ую  только  быстроубываю щ ие параметры е„с, е/ т .
Здесь

я Х рл =  т а  -  8;_ „ ; т а  =  о;_„ -  т а

— решение системы уравнений

- ( / -  5 ,)Г ;_ „ +  V  Г А_ Х  =  <  ( Ч р - | « | ) .  (22)
/ ? л  оа

^   Ц|

а — решение системы, отличаю щ ейся от (22) заменой ТЕ; на . 
При некоторы х условиях удобно реш ать систему (5), (18) — (21) вместо 
системы (5), (14) — (17).

Зам етим  еще, что если падаю щ ая волна п оляризован а в направлении 
Ох (Л или В  равно нулю ), то неизвестные амплитуды  будут удовлетво­
рять соответственно равенствам

С п , т - 0 —п, т Оп, —т\ " О —гг, т =  О п , —пг

(аналогично для йпт, <1пт) 
или

Оп, т С —п, т — С п , —т\ Оп, т =  С ~ Пг т =  Огг,

В оспользовавш ись этим, можем дополнительно преобразовать уравне­
ния (18) — (21) так , что порядок системы сокращ ается вчетверо.

3. Д л я  вы яснения физического смысла коэффициентов (22) рассмотрим 
поведение поля на поверхности реш еток (2 =  0 и 2 =  —  г). В устан овив­
ш емся реж име на первую  реш етку сверху набегает основная волна, а со 
стороны второй реш етки — полный двумерный спектр диф ракционны х 
волн (с ам плитудам и йпт, с1пт). О т реш етки вниз такж е  уходит полный 
спектр гарм оник (ам плитуды  спт, срт). Естественно, что ам плитуда каж дой  
из уходящ их от реш етки волн равна сумме ам плитуд всех падаю щ их 
волн, умнож енны х на соответствую щ ие коэффициенты преобразования 
(волны с номером л , р  в волну с номером I, р). А налогичны е рассуж де­
н и я — для волн п ри ходящ их и уходящ их от второй реш етки.

Таким  образом, равенства (18) — (21) вы раж аю т связь между искомы­
ми амплитудами и коэффициентами отраж ения, прохож дения и преобра­
зовани я при падении волн на одиночную  реш етку. П ри этом чем меньше 
расстояние г м еж ду реш еткам и, тем больш ее количество приходящ их волн 
вносит ощ утимый вклад  в каж дую  из уходящ их, а значит, приходится 
в (18) — (21) учиты вать больш ее количество членов.
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В случае, когда взаимодействие меж ду реш етками происходит только
/ а Ь , \

на основной волне I -у-, -у- <  1; а г достаточно в е л и к о ! , получим простое
V .

решение
  у.1.0

г   г  —. л ___________#______. п  _  А — г К Я,п р>'0,0 — '•0,0 — I I ц! О Ь-« 11 . > 0,0 — и0,0 — <'0,0* '0—0С0,0

  Г'
и0,0 — *-‘0,0

^0,0
с?1  0

> » 0,0 —■ ^ 0.0 — ^0,0̂ 0—0̂ 0,0

(23)

1+ К - Л - а  (ео,о)2

Д л я  сп сп<0, О 0<т, О 0 т получаю тся аналогичные формулы. О стальны е 
амплитуды  в этом приближ ении равны нулю. у

В оспользовавш ись соотнош е­
ниями (6), по значениям  ам плитуд 
волн внутренней области (0 >  г >  
> — г) определяем амплитуды  Ьп, 
Ь'п прош едш их и ап, а'п отраж ен­
ных волн.

Н а рис. 2 представлены  ре­
зультаты , вычисленные с помощью 
формул (26), (6). К ак и в случае 
обычных двойных реш еток [4], 
в случае скрещ енны х проявляю тся 
резонансные явления, вызывающ ие 
«изрезанность» кривы х.

Если реш етки одинаковы  (и* — 
=  и у\ а  =  Ь), то коэффициенты 
прохож дения Е х и Н х — поляризо­
ванных волн совпадаю т в данном 
приближ ении (в общем случае — 
нет).

С ущ ественное отличие рас­
смотренной в данной работе си­
стемы от приведенной в [4] заклю ­
чается в том, что в д иф ракци он­
ном поле присутствую т обе поля­
ризационные составляю щ ие, даж е 
если в падающем поле одна 
из них отсутствует (А  или В  равно 
нулю ).

В случае м алы х г в (18) — (21) 
необходимо удерж ивать больш ее 
количество членов. П рактически 
при этом можно получить решение

Рис. 2. Зависимость модулей коэффициента 
отражения | а,,0 1 и коэффициента прохож­

дения ( Ь00 | от -г- в случае падения £*-поля- 

ризованной волны единичной амплитуды ( Д = 1 ,

I; =  о ) при и *  =  и*--=г0, £  ~ 1 . - -  — 1 .о а
В  данном частном случае эти кривые совпа­
дают с кривыми для амплитуд о0'0, Ь̂ „, отне­

сенных к В, в случае Л =  0, £ = 1 .

для любых конечных — , — й даж е

при — , 1 [3].
В заклю чение отметим, что 

уравнения (18) — (21) связы ваю т 
решение для двойной скрещ енной 
системы с решением для любых 
типов входящ их в нее одинарных
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решеток. Т ак , если одну или обе реш етки в системе рис. 1 зам енить 
решетками специальной геометрической формы, рассмотренными в .работе 
[5] и [6], то достаточно подставить в (18) —  (21) вместо коэффициентов (22) 
коэффициенты преобразования, соответствую щ ие данным реш еткам .
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