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Дуже часто у низцi наук зустрiчається ситуацiя коли модель процесу,
який розглядають, зводися до диференцiйного рiвняння чи системи таких
рiвнянь. У бiльшостi реальних моделей для цих рiвнянь неможливо отрима-
ти розв’язок аналiтичними методами, а застосовують рiзноманiтнi чисельнi
методи.

Вельми широке коло питань, що вiдносяться до вивчення рухiв дина-
мiчних систем, укладається в рамки вивчення структури розбиття фазового
простору на фазовi траєкторiї.

Для побудови фазового простору i фазових траєкторiй застосовують рi-
зноманiтнi методи, в тому числi й з використанням комп’ютерних програм.

Метою цiєї роботи є iлюстрацiя можливостей побудови фазових портре-
тiв динамiчних систем, використовуючи систему комп’ютерної математики
(СКМ) Maple.

Пiд динамiчною системою розумiють будь–який об’єкт або процес, для
якого однозначно визначено поняття стану як сукупностi деяких величин
у певний момент часу й задано оператор, що описує еволюцiю початкового
стану в часi. Динамiчнi системи можуть бути механiчними, фiзичними, хiмi-
чними та бiологiчними об’єктами, обчислювальними процесами та процесами
перетворення iнформацiї, якi вiдбуваються у вiдповiдностi до конкретних ал-
горитмiв.

Опис динамiчних систем також дозволяє велику рiзноманiтнiсть: вiн мо-
же здiйснюватися або за допомогою диференцiйних рiвнянь, або такими за-
собами, як функцiї алгебри логiки, графи, маркiвськi ланцюги тощо [1].

Математична модель динамiчної системи вважається заданою, якщо вве-
дено параметри (координати) системи, що визначають однозначно її стан, й
вказано еволюцiйний оператор, який дозволяє розв’язувати задачу визначе-
ння змiни стану в часi [1].



Сутнiсть цього методу полягає у тому, що вiн дозволяє будувати фазовi
траєкторiї з використанням диференцiйних рiвнянь у такий системi коорди-
нат:

∙ вiдхилення керованої величини 𝑥;

∙ швидкiсть змiни керованої величини 𝑦 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
.

Процес змiни траєкторiї є рухом певної твiрної точки на фазовiй площинi.
Початковi умови визначатиме початкове значення твiрної точки на фазовiй
площинi.

Сукупнiсть фазових траєкторiй на площинi (𝑥, 𝑦) є фазовим портретом.
Фазовий простiр – не пов’язана зi звичайним простором умовно–геомет-

рична iнтерпретацiя станiв процесiв динамiчної системи. Певний стан будь-
якої динамiчної системи зображується вiдповiдним цiй системi фазовим про-
стором. Перехiд системи вiд одного стану до iншого (процес) зображується
траєкторiєю фазової точки у фазовому просторi

Як вже вiдмiчалося, з кожної точки фазового простору виходить одна i
тiльки одна фазова траєкторiя, й тим самим увесь фазовий простiр динамi-
чної системи розбивається на фазовi траєкторiї.

З геометрично наочної точки зору пiд структурою розбиття фазового
простору на траєкторiї розумiється геометрична картина взаєморозташуван-
ня фазових траєкторiй у фазовому просторi.

Метод фазової площини — це точний графоаналiтичний метод дослi-
дження, який надає змогу дослiджувати як наявнiсть стану рiвноваги, так i
режиму автоколивань у нелiнiйних системах. Обмеженням цього методу є те,
що математична модель об’єкту дослiдження повинна бути не бiльше другого
порядку.

З усiх систем комп’ютерної математики для побудови фазових портретiв
найпривабливiшою виглядає СКМ вищого класу Maple, яка має найбiльше
розповсюдження серед таких систем. На ядрi СКМ Maple базуються такi
популярнi СКМ нижчого класу як Matlab та MathCad [2].

Iнша СКМ вищого класу Matematica пiд час експлуатацiї має суттєво
бiльше проблем рiзноманiтного характеру [3].

Розглянемо можливiсть застосування СКМ Maple для побудови фазових
портретiв.

Як приклади розглянемо добре вiдому задачу про коливання фiзичного
маятника i задачу про рух заряджених частинок у приладах цилiндричної
конструкцiї зi схрещеними полями.



Почнемо з простого прикладу: розглядатимемо коливання стрижня, який
пiдвiшений за один з кiнцiв. Як вiдомо, коливання цiєї фiзичної системи опи-
сують таким диференцiйним рiвнянням

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝜔2 sin𝑥 = 0,

тут 𝑥 — кут вiдхилення стрижня вiд вертикального положення;
𝜔 — коефiцiєнт, що залежить вiд розмiру та маси стрижня.

Побудова фазового портрету будь-якої динамiчної системи в СКМ Maple
вiдбувається за таким алгоритмом:

1. пiдключаємо бiблiотеку DEtools, яка мiстить iнструменти для перетво-
рення, розв’язання та малювання систем диференцiйних рiвнянь;

2. задаємо рiвняння системи;

3. задаємо набiр початкових точок через якi проходитимуть фазовi трає-
кторiї;

4. за допомогою команди DEplot розв’язуємо рiвняння системи та будуємо
фазовий портрет.

Використовуючи команду

DEplot([eq1,eq2], [s(t),z(t)], t=0..40, s=-4..4, z=-4..4,
stepsize=0.05, linecolour=black, init, scene=[s,z],color=black,
arrows=none);

отримаємо добре вiдомий фазовий портрет



Тепер розглянемо рух заряджених частинок у приладах цилiндричної
конструкцiї зi схрещеними полями, який описується таким диференцiйним
рiвнянням

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑥

4
+

𝑏

𝑥
+

1

4𝑥3
,

тут 𝑏 — коефiцiєнт, який враховує вплив електростатичного та магнiтостати-
чного полiв на рух заряджених частинок в таких приладах.

Фазовий портрет для цiєї системи матиме вигляд

Показано можливiсть застосування системи комп’ютерної математики
Maple для побудови фазових портретiв динамiчних систем. Застосування
комп’ютерних технологiй пiд час вивчення поведiнки динамiчних систем до-
зволяє отримати iнформацiю по систему, не розв’язуючи диференцiйних рiв-
нянь.
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