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В работе осуществлен обзор и проведен качественный и 

количественный анализ основных математических моделей 

и алгоритмов многопутевой маршрутизации (МПМ), кото-

рые нашли свою реализацию или определяют перспектив-

ное развитие маршрутизирующих протоколов современных 

мультисервисных телекоммуникационных сетей (ТКС). 

Определены наиболее рациональные направления теорети-

ческого обоснования удовлетворения требований, стоящих 

перед многопутевой маршрутизацией. 

Введение 

Современные телекоммуникационные сети нового 

поколения (Next Generation Network, NGN) в соответ-

ствии с тенденциями развития мировой отрасли связи 

[1,2] должны строиться как мультисервисные сети с 

обеспечением заданного уровня качества обслужива-

ния (Quality of Service, QoS) разнотипным трафикам 

пользователей. В качестве транспортной основы 

мультисервисных ТКС на первом этапе могут высту-

пать сети, использующие стеки протоколов техноло-

гий IP (Internet Protocol) [3] или ATM (Asynchronous 

Transfer Mode) [4], а в последующем – технологий 

MPLS (MultiProtocol Label Switching) [5] и GMPLS 

(Generalized MPLS) [6].  

В рамках перечисленных технологий NGN важное 

место занимают средства управления трафиком и 

маршрутизации, функционирование которых проис-

ходит согласно содержания концепций инжиниринга 

трафика (Traffic Engineering, TE) [7], активных сетей 

(Active Network, AN) [8], маршрутизации на основе 

качества обслуживания (QoS-based (constraint based) 

Routing) [3,9], сбалансированной загрузки сети (Load-

Balancing Routing) [10], резервирования ресурсов 

(Routing by Resource Reservation) [3] и быстрой пере-

маршрутизации (Fast ReRoute) [5]. В этой связи эф-

фективным средством удовлетворения противоречи-

вых требований по обеспечению гарантированного 

QoS и сбалансированной загрузки ресурсов ТКС, вы-

двигаемых в ходе реализации отмеченных концепций, 

выступает многопутевая маршрутизация (MultiPath 

Routing). В ходе МПМ пакеты одного трафика могут 

передаваться одновременно вдоль нескольких путей, 

обеспечивая сбалансированную загрузку ТКС и спо-

собствуя повышению, прежде всего, скоростных и 

связанных с ним вероятностно-временных показате-

лей качества обслуживания. Целью данной статьи яв-

ляется проведение обзора и качественного анализа, 

классификации известных средств (моделей, алгорит-

мов и протоколов) МПМ с выяснением перспектив их 

дальнейшего становления и развития. 

1. Требования, выдвигаемые к многопутевым    

решениям маршрутных задач 

К средствам многопутевой маршрутизации выдви-

гаются две группы требований. Требования первой 

группы являются традиционными для любых алго-

ритмов маршрутизации и предполагают их низкую 

вычислительную сложность, быструю сходимость и 

минимальные объемы создаваемого служебного тра-

фика. Вторая группа требований обусловлена необхо-

димостью обеспечения гарантированного качества 

обслуживания и сбалансированной загрузки ТКС на 

основе реализации ранее отмеченных принципов кон-

цепций управления трафиком – Traffic Engineering 

QoS-based (constraint based) Routing и Load-Balancing 

Routing. В связи с тем, что в большинстве своем при-

веденные требования по своей природе являются про-

тиворечивыми, в настоящее время предложен целый 

ряд подходов к формализации и решению задач мно-

гопутевой маршрутизации, основанных на использо-

вании различных математических моделей и алгорит-

мов решения возникающих в том или ином виде оп-

тимизационных задач.  

2. Классификация математических моделей МПМ 

Результаты анализа основных подходов к матема-

тическому моделированию и решению задач много-

путевой маршрутизации позволили провести их клас-

сификацию на графовые (графокомбинаторные) и 

потоковые модели. В основу графовых (графокомби-

наторных) моделей положено математическое описа-

ние ТКС в виде ориентированного или неориентиро-

ванного графа с последующим использованием ком-

бинаторных алгоритмов поиска множества кратчай-

ших путей или мультипутей между заданными пара-

ми узлов (вершин) сети. Потоковые модели, в свою 

очередь, одновременно с расчетом множества иско-

мых путей формализуют решение задачи распределе-

ния трафиков пользователей по этим путям.  

2.1. Анализ графовых моделей и комбинаторных 

алгоритмов решения задач МПМ 

Длительное время графокомбинаторный подход 

оставался доминирующим в ходе протокольных ре-

шений маршрутных задач – RIP (Routing Information 

Protocol), IGRP (Interior Gateway Routing Protocol), 

EIGRP (Extended IGRP), IS-IS (Intermediate System – to 

– Intermediate System), OSPF (Open Shortest Path First), 

PNNI (Private Network – to – Network Interface) и др. 

Перечисленные протоколы, в основу которых поло-

жены графовые модели и комбинаторные решения 

задачи кратчайшего пути с помощью алгоритмов 

Дийкстры, Беллмана-Форда или Флойда-Уоршела 

реализуют преимущественно однопутевую стратегию 

маршрутизации. Основным достоинством комбина-

торных алгоритмов решения задачи поиска кратчай-

шего пути является невысокая и заранее известная 

вычислительная сложность их реализации. Недостат-

ки подобных моделей и алгоритмов связаны с ограни-



ченными возможностями обеспечения сбалансиро-

ванной загрузки сети и QoS одновременно по не-

скольким показателям.  

В соответствии с требованиями времени с целью 

обеспечения сбалансированной загрузки ТКС в ряде 

маршрутизирующих протоколов предусмотрена ба-

лансировка нагрузки, предполагающая многопутевую 

доставку передаваемых данных. Причем протоколы 

RIP и OSPF выполняют балансировку нагрузки одно-

временно максимум по шести маршрутам с равной 

стоимостью (метрикой). В протоколах IGRP и EIGRP, 

кроме того, поддерживается функция балансировки 

нагрузки по маршрутам с различной стоимостью, что 

требует дополнительной, достаточно трудоемкой и 

основанной на эвристиках настройки сетевого обору-

дования. Настройка осуществляется преимуществен-

но вручную путем проверки условий пригодности 

маршрутов на основе анализа их метрики с админист-

ративно назначаемым множителем, определяющего 

максимально допустимое отклонение «длины» ис-

пользуемых маршрутов от «длины» кратчайшего 

маршрута [11, 12]. 

Кроме того, графокомбинаторные модели претер-

пели изменение не только на технологическом (про-

токольном) уровне, но и существенно модифицирова-

лись на уровне постановки задачи, что позволило 

осуществить поиск некоторого множества путей – 

мультипутей (multipath) или многократных путей 

(multiple). В табл.1 представлены основные алгорит-

мы поиска мультипутей в сети между заданной парой 

узлов [13-23], основанные на использовании графо-

вых моделей. 

 

 

Таблица 1 

Алгоритмы поиска мультипутей в сети 

Название алгоритма Краткое описание алгоритма 
Тип 

алгоритма 

ECMP (Equal Cost 

Multipath) [13, 22] 

Алгоритм расчета путей равной стоимости. Может использоваться в 

расширениях протокола OSPF, оптимизированного под многопуте-

вые решения. 

Алгоритм 

состояния 

связей 

MPA (Multiple Path 

Algorithm) [13] 

Алгоритм нахождения мультипутей. Может использоваться в рас-

ширениях протокола OSPF, оптимизированного под многопутевые 

решения. 

Алгоритм 

состояния 

связей 

DSPA (Discount 

Shortest Path Algo-

rithm) [14, 22] 

Алгоритм отказа от кратчайшего пути. Используется для минимиза-

ции задержки пакетов. Учитывает количество и независимость (не-

пересекаемость) путей в сети. 

Дистанционно- 

векторный 

алгоритм 

CRA (Capacity Re-

moval Algorithm) [14] 

Используется для максимизации производительности сети. Учиты-

вает изменение состояния трактов для вычисления путей, максими-

зирующих поток между узлами. 

Алгоритм 

состояния 

связей 

DASM (Diffusing Al-

gorithm for Shortest 

Multipath) [14, 18] 

Обобщает алгоритмы Дийкстры/Шолтена, гарантирует отсутствие 

петель в рассчитываемых многопутевых таблицах маршрутизации и 

обеспечивает балансирование загрузки ресурсов сети. 

Дистанционно- 

векторный 

алгоритм 

ROAM (Routing On-

Demand Acyclic 

Multipath) [23] 

Алгоритм маршрутизации по требованию, который поддерживает 

многопутевой способ доставки пакетов без образования петель. Рас-

считывает множество независимых путей доставки. Устранена про-

блема поиска в бесконечность. 

дистанционно- 

векторный 

алгоритм 

MDVA (multipath dis-

tance vector algo-

rithm) [14, 17, 22] 

Обобщает распределенный алгоритм Беллмана-Форда на случай 

расчета множества кратчайших путей. 

Дистанционно- 

векторный 

 алгоритм 

MPATH (Multipath 

Routing Algorithm) 

[14, 16, 20] 

Обобщает дерево кратчайших путей, получаемых в рамках алгорит-

мов Дийкстры и Беллмана-Форда, в граф кратчайших мультипутей 

различной стоимости. 

Дистанционно- 

векторный 

 алгоритм 

MPDA (Multipath 

Partial Dissemination 

Algorithm), 

QMPDA (Quality Mul-

tiple Partial Dissemi-

nation Algorithm) [14, 

19] 

Алгоритмы с частичным распространением информации о состоянии 

сети. Они обеспечивают расчет множества безпетельных путей с 

учетом изменения состояния трактов сети, в т.ч. при выходе их из 

строя (QMPDA). Синхронизация информации о состоянии сети огра-

ничена одним переприемом. QMPDA также поддерживает различные 

классы обслуживания трафиков. 

Алгоритмы 

состояния 

связей 

 



Например, суть алгоритма многопутевой маршру-

тизации MPATH [14, 16] состоит в отыскании графа 

маршрутизации, представленного множеством дуг  

Mm,Sn|n,mSG m
ji , 

где M  – множество узлов сети, iM  – множество уз-

лов-соседей i -му узлу, m
jS  – множество вариантов 

последующей передачи пакетов от узла i  к узлу j . 

Основная идея обобщения дерева кратчайших пу-

тей, получаемых в рамках алгоритмов Дийкстры и 

Беллмана-Форда, в граф кратчайших мультипутей 

состоит в переходе от множества 

i
j

i
k

k
j

ii
j DcD|MkS  к множеству 

i
j

k
j

ii
j DD|MkS ,                     (1) 

где k
jD  и i

jD  – кратчайшие пути от узлов i  и k  к 

узлу j , а величина 
i
kc  – стоимость (вес) дуги )k,i( . 

В алгоритме MPATH выражение (1) заменяется на  

i
j

i
jk

ii
j DD|MkS , 

где i
jkD  – локальная величина дерева кратчайших 

путей от узла i  к узлу k . 

Тогда устранение петель достигается выполнени-

ем следующих условий: 

)t(D)t(FD k
ji

i
j ,     iMk ; 

)t(FD)t(D|Mk)t(S i
j

i
jk

ii
j , 

где i
jFD  – допустимое расстояние при вычислении 

множества i
jS . 

Алгоритм MPATH гарантирует, что при достиже-

нии равенств 

k
ji

i
j

i
j DDFD ,   

iMk,j,i  

граф решения задачи МПМ будет представлять собой 

требуемый кратчайший мультипуть без петель. 

Наряду с отмеченными достоинствами графоком-

бинаторных моделей и алгоритмов (табл.1), стоит 

отметить ряд важных недостатков, существенно огра-

ничивающих их практическую реализацию в совре-

менных мультисервисных ТКС. Во-первых, согласо-

ванное решение задач балансировки нагрузки, мар-

шрутизации и обеспечения QoS в рамках графовых 

моделей и комбинаторных алгоритмов, оптимизиро-

ванных под однопродуктовые двухполюсные сети, с 

ростом числа трафиков (продуктов) в сети наталкива-

ется на ряд серьезных трудностей описательного и 

вычислительного характера, так как предполагается, 

что все сетевые ресурсы выделены одному рассмат-

риваемому трафику. Во-вторых, основное достоинст-

во рассмотренных моделей, состоящее в простоте и 

прогнозируемой вычислительной сложности реализа-

ции, с ростом количества учитываемых показателей 

QoS (три и более) сводится к нулю, поскольку задача 

поиска даже одного кратчайшего пути в этом случае 

становится NP-полной.  

Стоит отметить, что решение маршрутных задач 

изначально не укладывалось в рамки графокомбина-

торных моделей, так как они не позволяют корректно 

математически описать процессы динамики состоя-

ния, обеспечения мультисервиса и гарантированного 

качества связи более чем по двум показателям. В со-

временных условиях поиск кратчайшего пути (муль-

типути) для каждого из обслуживаемых трафиков не 

всегда является даже необходимым (а тем более дос-

таточным) условием успешного решения задач мар-

шрутизации, поскольку по-прежнему остается откры-

тым вопрос распределения ресурсов вдоль каждого из 

путей. В условиях, когда решение маршрутных задач 

сложно, а иногда и практически невозможно охватить 

счетным количеством вариантов, применение комби-

наторных алгоритмов становится нецелесообразным, 

или же их используют совместно с другими методами 

поиска [19]. Особенно это характерно для задач, в 

которых кроме параметров сети необходимо учиты-

вать множество внешних факторов, например пара-

метры информационных потоков. 

Несмотря на ограниченность возможностей гра-

фокомбинаторных математических моделей, отсутст-

вие жестких требований к качеству решения мар-

шрутных задач ранее способствовало широкому рас-

пространению подобных алгоритмов. В этой связи 

графовые модели и комбинаторные алгоритмы МПМ 

могут рассматриваться лишь как временный (проме-

жуточный) шаг между реализованными на практике и 

перспективными решениями при удовлетворении 

комплекса требований, выдвигаемых к мультисервис-

ным ТКС. 

2.2. Анализ потоковых моделей решения задач 

многопутевой маршрутизации 

Потоковые модели занимают ключевое место в 

средствах математической формализации задач МПМ 

поскольку в настоящее время на практике трафик (ау-

дио, видео) носит четко выраженный потоковый ха-

рактер. Наглядность и логическая обоснованность 

этих моделей нередко позволяет выработать новый и 

довольно естественный подход к решению постав-

ленной задачи, позволяющий определить пути после-

дующего прикладного анализа. Значительный вклад в 

развитие потоковых моделей и методов их анализа 

внесли Хитчкок и Купманс, Форд и Фалкерсон [24], 

Элмаграби, Брэдли, Магнаннти и Голден, Фрэнк и 

Фриш [25], Саати, Ху и др.  

2.2.1. Сетевое моделирование задач МПМ 

Большинство потоковых задач могут быть сфор-

мулированы в форме задач математического (линей-

ного, целочисленного, нелинейного) программирова-

ния [26]. В ряде важных случаев удобнее решать по-

добные задачи сетевыми методами [27] в терминах 

распределения потока на графах. Важно отметить, что 

при использовании потоковых моделей основное 



внимание уделяется изучению особенностей струк-

туры сети, что играет главную роль в повышении 

эффективности вычислительных алгоритмов. В зна-

чительной степени сетевой анализ основан на теории 

графов. Однако сетевое моделирование по сравнению 

с комбинаторными методами расчета графовых моде-

лей ТКС позволяет получить теоретические результа-

ты и вычислительные алгоритмы, в которых более 

полно производится учет параметров трафиков, что 

важно при решении задач обеспечения QoS. В сете-

вых моделях каждая дуга характеризуется тремя па-

раметрами: минимальным значением потока, который 

может протекать по дуге (нижняя граница); пропуск-

ной способностью, которая показывает, какой макси-

мальный поток можно передавать по дуге (верхняя 

граница); стоимостью передачи единицы потока по 

данной дуге [24-26]. 

При анализе решений задач МПМ нередко возни-

кает необходимость в вычислении оптимального зна-

чения функции потока, протекающего от источника к 

стоку, что, как правило, связано с однопродуктовым 

потоком, поскольку потоки в дугах сети соответству-

ют потокам некоторого однородного продукта. Клю-

чевую роль в сетевом моделировании играет теорема 

о максимальном потоке, предложенная Фордом и 

Фалкерсоном [24]: для любой сети с одним источни-

ком и одним стоком величина максимального потока 

от источника к стоку равна величине минимального 

разреза. Алгоритмы, которые находят максимальный 

поток, кроме того, позволяют определить минималь-

ный разрез. Тем самым, во-первых, для задачи макси-

мизации потока становятся наглядно видны «узкие 

места», и, во-вторых, появляется возможность решать 

некоторые задачи об оптимальных разбиениях (разре-

заниях) сетей. Выяснилось, что алгоритмы и мини-

максные теоремы для различных задач близки друг к 

другу и фактически являются конкретизациями алго-

ритма увеличивающих путей и теоремы о максималь-

ном потоке и минимальном разрезе Форда и Фалкер-

сона. Благодаря этому стало возможным сконцентри-

ровать усилия на построении эффективных потоковых 

алгоритмов. 

Некоторые комбинаторные задачи, возникшие как 

задачи на графах и матрицах, допускают потоковую 

интерпретацию и могут быть решены посредством 

одно- или многократного нахождения максимального 

потока в сети. Потоковый подход к комбинаторным 

задачам был также развит Фордом и Фалкерсоном 

[24] и применен к задачам балансировки нагрузки 

[28]. Для многих задач было установлено важное еди-

нообразие как в доказательствах минимаксных теорем 

– аналогах теоремы о максимальном потоке и мини-

мальном разрезе, так и в методах решения – аналогах 

метода увеличивающихся путей Форда и Фалкерсона. 

Тем самым создание новых алгоритмов нахождения 

максимального потока в сети фактически означает 

появление новых алгоритмов решения комбинатор-

ных потоковых задач. 

В отличие от комбинаторных алгоритмов сетевые  

методы более адаптированы под решение многопо-

люсных и (или) многопродуктовых задач, что связано 

с одновременным расчетом множества путей в сети. 

Правда основным средством решения многополюс-

ных задач является редукция к задаче о максимальном 

потоке в сети с одним источником и одним стоком 

или к нескольким таким задачам [24, 29]. Потоковые 

многополюсные задачи (задача нахождения потока 

максимальной суммарной мощности, задача на допус-

тимость, задача о нахождении допустимого потока 

максимальной мощности) могут быть непосредствен-

но интерпретированы под задачи МПМ. 

В сетях с неориентированными дугами поток по 

дуге может протекать в любом направлении. В слу-

чае, когда поток однопродуктовый, неориентирован-

ную дугу можно заменить двумя противоположно 

направленными дугами. Для переноса рассматривае-

мых результатов на неориентированный случай дос-

таточно каждую ветвь заменить двумя дугами, инци-

дентными тем же вершинам, идущими во взаимно 

противоположных направлениях и имеющими одина-

ковые пропускные способности. Это можно сделать 

благодаря тому, что потоки, протекающие по проти-

воположным направлениям, поглощают друг друга. 

Однако при моделировании многопродуктовых сетей 

возникают определенные сложности, так как для мно-

гопродуктового потока такую замену произвести 

нельзя ввиду того, что потоки различных продуктов, 

протекающие по противоположным направлениям, не 

поглощают друг друга, а суммируются, и суммарная 

величина потока не должна превосходить пропуск-

ную способность дуги. 

В рамках сетевых моделей задача о максимальном 

многопродуктовом потоке, так же как и задача о мно-

гопродуктовом потоке минимальной стоимости, явля-

ется весьма сложной. Их решения обеспечены только 

для ряда специфических случаев. Например, в резуль-

тате решения задачи (алгоритм Гомори-Ху) [29] опре-

деляются максимальные потоки между всеми узлами 

сети (многополюсный максимальный поток), но без 

учета влияния друг на друга. Такая же ситуация и в 

задаче о многополюсной цепи с максимальной пропу-

скной способностью. 

Разрешимые многопродуктовые задачи в ориенти-

рованных сетях сводятся к однопродуктовым много-

полюсным задачам [24]. Существует подход, при ко-

тором для решения многопродуктовой задачи доста-

точно решить модельную однопродуктовую задачу, а 

затем разделить построенный однопродуктовый поток 

на составляющие. Однако подобный подход в прило-

жении к задачам МПМ не является адекватным. Это 

проявляется в том случае, когда один и тот же узел 

является источником и стоком потоков разных про-

дуктов. Результативные решения удалось получить 

лишь для случая  двухпродуктовой неориентирован-

ной задачи (задача Ху). Для задачи Ху существует и 

может быть эффективно построен поток, максимизи-



рующий вместе с суммарной мощностью мощность 

потока любого продукта [25, 28]. 

В качестве примера в работе [30] предложен под-

ход к обеспечению сбалансированной загрузки сети 

путем расчета K -кратчайших путей с помощью 

обобщенного алгоритма Дийкстры, где в качестве 

метрики выбиралось или число переприемов, или по-

казатели пропускной способности тракта передачи 

(ТП). Требуемые результаты были получены в ходе 

решения задачи поиска K  путей из узла s  в узел t  

Kk0|Pk  так, чтобы 

Kk0,)P( k
пk    и  ij

kP)j,i(
k min)P( , 

где 
k
п  – требуемая пропускная способность (ПС) 

пути kP , ij  – ПС тракта передачи )j,i( . 

Кроме того, в зависимости от критериев и проце-

дур выбора из рассчитанного множества искомых K 

путей в работе [30] предложены следующие пять ал-

горитмов: BKW (Best-K-Widest), RKW (Random-K-

Widest), SKW (Shortest-K-Widest), BKS (Best-K-

Shortest), WKS (Widest-K-Shortest). 

Подход к потоковому моделированию задач МПМ 

и балансировки нагрузки в виде решения задач дина-

мического [31] и линейного, в т.ч. целочисленного, 

программирования предложен в работах [32-35]. На-

пример, пусть граф )E,M(G  представляет структу-

ру ТКС, где M  – множество узлов сети, а E  – мно-

жество дуг (трактов передачи) ТКС. Для каждой дуги 

E)j,i(  характерна пропускная способность ij . 

Пусть также K  – множество обслужтваемых сетью 

трафиков. Тогда для Kk  необходимо указать k , 

ks  и kt  – требуемую полосу пропускания, узел-

источник и узел-получатель соответственно. Для каж-

дой связи E)j,i(  и передаваемого трафика Kk  

величина k
ijX  характеризует долю требуемой полосы 

пропускания для этого трафика от пропускной спо-

собности тракта. Пусть также величина  представ-

ляет собой максимальный порог использования трак-

тов сети. Тогда задачу маршрутизации с обеспечени-

ем требований ТЕ можно сформулировать следую-

щим образом: 

X
min ,                                    (2) 

0XX
E)i,j(:j

k
ji

E)j,i(:j

k
ij  при Kk , kk t,si ;    (3) 

1XX
E)i,j(:j

k
ji

E)j,i(:j

k
ij  при Kk , ksi ;        (4) 

ij
Kk

k
ijkX

; 0 ; E)j,i( .            (5) 

При этом в зависимости от вида дополнительно 

накладываемых ограничений на переменные k
ijX  за-

дача может быть классифицирована двояко. В случае 

наличия ограничений  

1X0 k
ij                                 (6) 

сформулированная задача приобретает вид обычной 

задачи линейного программирования, а если имеют 

место ограничения  

1,0Xk
ij ,                              (7) 

то это задача целочисленного программирования. 

Целевая функция (2) характеризует минимизируе-

мую величину максимальной загрузки трактов пере-

дачи, а выполнение ограничений гарантирует сохра-

нение потока в узлах (3,4) и предотвращение пере-

грузки тракта )j,i(  (5), а ограничения (6) и (7) опреде-

ляют соответственно многопутевой или однопутевой 

способ доставки пакетов обслуживаемых трафиков. 

Описанные выше потоковые модели ТКС в боль-

шинстве своем ориентированы на формализацию 

процессов многопутевой маршрутизации лишь с точ-

ки зрения обеспечения сбалансированной загрузки 

сети. Получаемые в рамках подобных моделей реше-

ния действительно способствуют росту общей произ-

водительности сети, а также косвенно повышают ка-

чество обслуживания пользовательских трафиков 

данных по показателям пропускной способности. Но 

в виду того, что не производится учет важнейших 

вероятностно-временных параметров сети в их взаи-

мосвязи, обеспечение гарантий QoS по временным 

показателям и показателям надежности не представ-

ляется возможным, что, в свою очередь, предполагает 

н6еобходимость использования более информатив-

ных, а значит и более сложных моделей ТКС. 

2.2.2. Модели МПМ, основанные на сетях              

массового обслуживания 

Кроме необходимости обеспечения сбалансиро-

ванной загрузки ТКС в рамках потоковых моделей 

нашел свое применение подход, основанный на ис-

пользовании теории массового обслуживания с целью 

учета временных параметров качества обслуживания. 

С позиции теории массового обслуживания каждый 

тракт передачи ТКС рассматривается, как правило, в 

виде модели М/М/1. При этом предполагается, что все 

каналы связи абсолютно надежны и помехоустойчи-

вы, емкость буферной памяти на узлах является неог-

раниченной, а время обработки в узлах пренебрежимо 

мало. Поток, поступающий в сеть, считается пуассо-

новским, при этом длины всех пакетов предполагают-

ся независимыми и распределенными по показатель-

ному закону. Одним из основных моментов является 

принятие «гипотезы о независимости», предполагаю-

щей, что при объединении нескольких потоков в ли-

нии передачи сохраняется независимость между ин-

тервалами поступления и длинами пакетов [36]. 

В работах [37, 38] предложена потоковая модель 

(модель Галлагера), в рамках которой предполагается 

в качестве критерия качества решения задачи мар-

шрутизации использовать следующее выражение:  

)j,i(
ijij )(DminD ,                        (8) 



где каждая функция ijD  является монотонно возрас-

тающей, в качестве которой обычно выбирается соот-

ношение 

ijij
ijij

ij
ijij )(D ,                   (9) 

ij  – поток (1/с), проходящий по тракту )j,i( ; ij  – 

ПС тракта )j,i(  (1/с);  ij  – задержка пакетизации и 

распространения пакетов (с). 

Формульное выражение (9) получено при рас-

смотрении ТКС как сети массового обслуживания. В 

этом случае D  соответствует среднему числу паке-

тов, находящихся в системе. Другим стоимостным 

критерием по отношению к (8) с аналогичными каче-

ственными свойствами является 
ij

ij

)j,i(
max , численно 

характеризующий максимум коэффициента использо-

вания линии [38]. Если ijr  – интенсивность входного 

потока (1/с), поступающего в сеть через узел i  и 

предназначенного для узла j ; ij  – сумма входного 

потока и потока, поступающего на узел i  от смежных 

узлов соседей для узла j ; маршрутная переменная 

i
jk  – часть потока ij , который отправляет узел i  по 

тракту )k,i( . В процессе решения необходимо вы-

полнять условие сохранения потока  

iMk

k
jikjijij r  при ik

Mj

i
jkij . 

Тогда на маршрутные переменные накладываются 

следующие условия: 

,jiесли,0
;jiесли,0i

jk    
   

   
   

  и   
iMk

i
jk 1. 

Ранее предложены [37, 38] метод Галлагера и ме-

тод Франка-Волфа для решения сформулированной 

оптимизационной задачи. Для решения задачи мар-

шрутизации (алгоритм Галлагера) были сформулиро-

ваны необходимые и достаточные условия для полу-

чения минимальной величины задержки в среднем по 

сети. Слагаемые )(D j,ij,i  (9) являются функциями 

величины потока, протекающего по тракту передачи 

)j,i( , и характеристик этого тракта (пропускной спо-

собности, задержки на обработку и распространение). 

При этом ключевую роль в формулировке и решении 

задачи играют частные производные целевой функ-

ции 
j,ir

D
 и 

k
j,i

D
. Алгоритм Галлагера позволяет 

получить оптимальное по критерию минимума за-

держки распределение потоков в сети. Однако, как 

показано в [19, 39], алгоритм медленно сходится и 

может применяться для маршрутизации стационарно-

го и квазистационарного трафика.  

Ввиду ориентации модели Галлагера на формали-

зацию процессов маршрутизации статического или 

квазистатического трафика в работах [19, 40] предло-

жено развитие данной модели и ее адаптация под тре-

бования концепции TE, но без учета условий QoS. В 

этих работах описаны подходы к улучшению алго-

ритма по вычислению им минимальной задержки, а 

также используются вторые производные, чтобы ус-

корить сходимость алгоритма Галлагера. Для устра-

нения зависимости от глобальных констант состояния 

сети и требований к статичности передаваемого тра-

фика в работах [19, 40] предложен комбинированный 

подход к получению близких к оптимальным реше-

ний задачи обеспечения минимальной задержки пу-

тем последовательного использования следующих 

трех процедур: 

1. Распределенная процедура расчета кратчайшего 

множества безпетельных путей (кратчайших мульти-

путей), основанная на комбинаторных методах мно-

гопутевой маршрутизации, например MPDA или 

MPATH [14, 16, 20]. 

2. Процедура расчета оптимальных потоков в рам-

ках модели Галлагера, основанная на ранее рассчи-

танном множестве мультипутей [37, 38]. 

3. Процедура расчета задержек в трактах передачи 

сети (9) для последующей работы первой процедуры, 

где они выступают в качестве метрических перемен-

ных.  

Последующее развитие модели Галлагера состоит  

в формулировке задачи K -путевой маршрутизации, 

которая представляется как оптимизационная задача 

по минимизации средней временной задержки паке-

тов в ТКС [39]: 

)j,i( j,ij,i

j,i)l,k(
j,i r

1
)(T               (10) 

при ограничениях 

M

1k

M

1l
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;  (11)      ijij0 ;      (12) 
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где 
M

1k

M

kl
,1l

l,krr  – величина полного внешнего потока 

(1/с), 1  – средняя длина пакета; 
)l,k(

j,i
 – доля пото-

ка l,k , которая передается по тракту j,iE . 

Ограничение (14) предполагает, что для обслужи-

вания потока из k -го узла в l -й узел может исполь-

зоваться более чем один маршрут, то есть задача в 

постановке (10)–(14) описывает процесс многопуте-

вой маршрутизации, оптимальной по критерию сред-

него времени задержки. При замене (14) на выраже-

ние 1,0
)l,k(

j,i
 ( M,1l,k,j,i ) будет получена фор-



мулировка задачи однопутевой оптимальной маршру-

тизации. Для описания сформулированной оптимиза-

ционной задачи как задачи K -путевой маршрутиза-

ции необходимо использовать следующие дополни-

тельные ограничения на число исходящих трактов для 

передачи данных из каждого узла k  узлу-адресату j : 

M

1l

)j(
kl K  M,1j,k , 

,0если,0

;0если,1

M

1i

)j,i(
kl

M

1i

)j,i(
kl

)j(
kl

      

      

  M,1l,k,j . 

В более строгой постановке сформулированной 

задачи [39] может осуществляться поиск множества 

оптимальных путей 
)e(

ijij pP , ijE,1e  ( ijE  – коли-

чество оптимальных путей из i -го узла в j -й узел), а 

также доли потока 
)e(

ij
 от ijr , в соответствии с кото-

рыми используются пути 
)e(

ijp   1
ijE

1e

)e(
ij

. 

В работах [41-44] получены выражения для оценки 

среднего времени доставки пакетов, джиттера и веро-

ятности своевременной доставки с учетом возможных 

отказов и восстановления сетевых элементов. Однако 

область их применения ограничена однофазными се-

тями, т.е. сетями, в которых доставка происходит без 

переприема передаваемых пакетов.  

Решение маршрутной задачи в рамках сетевых мо-

делей теории массового обслуживания сводится к 

оптимальному в рамках критериев (8) или (10) рас-

пределению потоков. Однако использование в качест-

ве критерия оптимальности средней по сети времен-

ной задержки пакетов, способствуя решению задачи 

балансировки нагрузки, не позволяет обеспечить рас-

пределение ресурсов сети, удовлетворяющее индиви-

дуальным QoS-требованиям каждого конкретного 

потока, что является ключевым моментом при QoS-

маршрутизации. Возможность использовать выраже-

ния для оценки межконцевых значений задержки, 

джиттера, показателей надежности связи [45, 46] по-

является лишь при реализации статических стратегий 

маршрутизации или маршрутизации на основе забла-

говременного предвычисления путей (Precomputation 

Routing, PR) [47, 48], что сужает область применения 

подобного рода моделей.  

Кроме того, в рамках рассмотренных моделей 

многопутевой маршрутизации отсутствуют процеду-

ры адаптивного определения необходимого количест-

ва путей доставки пакетов различных трафиков, т.е. 

задача сбалансированной загрузки ТКС решается ав-

тономно от задач обеспечения QoS. В отсутствие до-

полнительных ограничений, гарантирующих диффе-

ренцированное обслуживание трафиков пользовате-

лей, модели ТКС, полученные в рамках теории массо-

вого обслуживания, пока применяются на промежу-

точных этапах решения более сложных задач, напри-

мер задач структурного синтеза ТКС [40]. 

2.2.3. Модели МПМ, основанные на использовании 

интегрально-дифференциальных и разностных 

уравнений стояния ТКС 

В работе [49] математическая модель решения за-

дачи МПМ в ТКС получена с помощью аппарата тео-

рии интегральных уравнений и позволяет описать 

динамику изменений интенсивности информацион-

ных потоков в трактах передачи и загрузку очередей 

на узлах сети. Для этого используется система нели-

нейных интегральных уравнений Вольтерра второго 

рода 

z

ij

t

0
ijj

0
jjij

0
jjii )t(d)()t(),t()(p)t( ,(15) 

где )t(i  – интенсивность обслуживания пакетов на 

выходе очереди без потерь (j,i) в момент времени t; z  

– количество очередей на узле сети;
 

)(j  – интен-

сивность потока в момент времени ;
 

)(p 0
ji,j  - веро-

ятность обслуживания пакетов; )t(i  – детерминиро-

ванная составляющая потока )t(i ; 0
j  – интенсив-

ность потока пакетов на обслуживание в момент вре-

мени 0t ; ),(
dt

d
),( 0

ji,j
0
jj,i  и ),( 0

ji,j  – 

функция распределения времени обслуживания паке-

тов в очереди (j,i). 

Система уравнений (15) описывает динамику сети 

в окрестности точки равновесия 
0
z

0
2

0
1

0 ,...,, , а 

ее решение может быть получено методом последова-

тельных приближений: 

ji
i

t

0

k
j

k
ji,j

k
ji,j

1k
i )t(d)()(),t()(p)t( . 

Отметим, что система (15) всегда имеет единст-

венное непрерывное решение [49].  

Достоинствами предложенного подхода к функ-

циональному описанию сети является следующее: 

 учет динамики сети, определяемой характе-

ристиками сети в точке 0 , интенсивностями потоков 

в узлах 0
j , вероятностями передачи )(p 0

ji,j , плотно-

стями распределения времени обслуживания пакетов 

в очередях сети ),( 0
jj,i  и изменением интенсивно-

стей входных потоков; 

 возможность анализа таких важных свойств 

сети, как устойчивость и управляемость; 

 обеспечение сбалансированной загрузки в 

ТКС в целом. 

К недостаткам рассмотренной модели следует от-

нести сложность расчета стационарного состояния 

сети и последующего решения системы нелинейных 

интегральных уравнений (15), что в общем случае 

составляет достаточно громоздкую и трудоемкую 



вычислительную задачу. В связи с этим подобное 

описание задачи МПМ пока не нашло должного прак-

тического применения в современных ТКС. 

Достаточно плодотворным при построении дина-

мических моделей МПМ в ТКС является подход, ос-

нованный на использовании аппарата дифференци-

альных или разностных уравнений состояния. При 

этом обеспечивается степенной рост сложности моде-

ли от числа состояний [50, 51]. Под состоянием ТКС 

обычно понимаются основные показатели, характери-

зующие функционирование системы (длины очередей 

на узлах сети, время доведения сообщений, занятость 

трактов передачи). Особенностью применения  аппа-

рата дифференциальных или разностных уравнений 

состояния является то, что процесс информационного 

обмена в ТКС трактуется как протекающий в про-

странстве и во времени. Пространственные характе-

ристики (адреса отправителей и получателей, номера 

узлов и трактов, в которых в данный момент находит-

ся информация, величины задержек в передаче слу-

жебной информации и т.д.) определяются топологией 

ТКС, характеристиками отдельных ее компонентов, а 

также деревом допустимых маршрутов передачи. 

Тогда динамику сети можно отследить с помощью 

следующей системы неавтономных разностных урав-

нений загрузки буферов очередей на узлах ТКС [50]:  

M

il
,1l

l,il,ij,ij,i )k(u)k(b)k(x)1k(x  

),k(y)k(u)k(b j,i

M

j,im
,1m

i,mi,m
          (16) 

где t)k()k(b i,mi,m
, t)k()k(y j,ij,i , 

(k=0,1,2...; k1k ttt ); )k(x j,i  – объем данных, 

находящихся на узле i  и предназначенных для пере-

дачи узлу j  в момент времени kt , трактуемый в 

дальнейшем как переменная состояния; )k(j,i  – ПС 

тракта j,iE  в момент времени kt ; )k(u
l,i  – доля ПС 

тракта l,iE , выделенная потоку с адресом j  в момент 

времени kt  и трактуемая в дальнейшем как маршрут-

ная переменная; )k(j,i  – интенсивность поступления 

данных на маршрутизатор i  в момент времени kt  с 

адресатом j  от абонентов сети; t  - период перерас-

чета маршрутных переменных. 

Модель (16) была расширена на случай комплекс-

ного решения задач многопутевой маршрутизации и 

управления доступом [52]. 

С целью предотвращения перегрузки элементов 

ТКС, ввиду ограниченности буферов очередей на уз-

лах и ПС трактов передачи, для ограничения внутри-

сетевого трафика на переменные состояния и мар-

шрутные переменные накладываются ограничения  

max
j,ij,i x)k(x0 ;  )k(u0

l,i
;  1)k(u

M

1n

n
l,i , 

где max
j,ix  – емкость буфера очереди на узле i  для 

трафиков с адресатом j . 

В качестве критерия оптимальности решения задач 

МПМ в рамках модели (16) как правило выбирался 

минимум стоимостного линейного [50] или квадра-

тичного [51, 52] функционала, характеризующего 

суммарные затраты по загрузке буферных устройств 

узлов, пропускных способностей трактов передачи 

ТКС, а также стоимость доступа к сети на протяже-

нии цикла оптимизации taT  и функционально 

связан с объемом своевременно доставленных або-

нентских данных. Подобная формулировка миними-

зируемого функционала позволяет реализовать свой-

ство прогнозирования предполагаемого состояния 

ТКС на некотором упреждающем временном интер-

вале – периоде прогнозирования, совпадающем по 

своему смыслу с величиной T .  

Расчет маршрутных переменных )k(u
j
l,i

 осущест-

вляется путем решения вариационной задачи извест-

ными методами оптимального управления [53]. Вы-

шеописанная динамическая модель решения задач 

МПМ адаптирована для сетей, ориентированных на 

виртуальные соединения [54], для гибридных сетей и 

сетей с комбинированным типом маршрутизации [55], 

а также для сетей с иерархической маршрутизацией 

[56]. Подобный подход к моделированию ТКС откры-

вает дополнительные возможности к оценке таких ее 

системных свойств, как наблюдаемость, управляе-

мость, оптимальность, устойчивость и др. 

Несмотря на ряд присущих рассмотренной модели 

неоспоримых достоинств, ее ограниченность состоит 

в сложности организации резервирования сетевых 

ресурсов и обеспечения гарантированного качества 

обслуживания согласованно и дифференцированно 

для каждого пользовательского трафика. Также опре-

деленные сложности связаны с расчетом искомых 

переменных ввиду высокой размерности сформули-

рованной оптимизационной задачи, а также наличия 

ограничений на переменные состояния и маршрутные 

переменные, что не позволяет получить искомое ре-

шение в аналитическом виде. 

2.2.4. Тензорные модели многопутевой  

маршрутизации с поддержкой гарантированного 

качества обслуживания в ТКС 

Оригинальный подход к решению задач многопу-

тевой маршрутизации получен в ходе математическо-

го описания ТКС в рамках тензорных моделей [57-

59], полученных на основе использования возможно-

стей математического аппарата тензорного анализа 

сетей Г. Крона. [60]. Тензорное представление осно-

вывается на обобщении векторно-матричных моделей 

путем обоснованного введения того или иного типа 

пространства, исходя из особенностей структурно-



функционального построения ТКС.  

В рамках тензорного моделирования ТКС [57-59] 

удалось получить аналитические выражения, связы-

вающие между собой параметры трафика, показатели 

качества обслуживания и основные сетевые парамет-

ры, которые могут выступать в качестве нелинейных 

ограничений при формализации в виде оптимизаци-

онной задачи проблемы многопутевой маршрутиза-

ции. Использование тензорных моделей МПМ в отли-

чие от ранее известных подходов позволяет обеспе-

чить, прежде всего, предоставление услуг связи га-

рантированного качества одновременно по несколь-

ким показателям QoS вдоль каждого из рассчитанных 

путей. Например, в работах [58, 59] искомые аналити-

ческие ограничения, представленные в форме нера-

венств имеют следующий вид: 

13,4
1

4,42,41,41
TLLLL - ,     (17) 

13,4
1

4,42,41,41
PXXXX - , (18) 

13,4
1

4,42,41,41
- ,  (19) 

где 
1

 – вектор интенсивности обслуживаемого 

трафика; 
1

T , 
1

, 
1

P  – векторы, формализующие 

такие показатели QoS, как среднее время, джиттер и 

вероятность своевременной доставки соответственно, 

,
L , 

,
X  и 

,
 – матрицы, описывающие пара-

метры надежности и пропускной способности ТП. 

Ограничения (17)-(19) получены на основе тензор-

ного описания ТКС четырехвалентным смешанным 

тензором риманова пространства, введенного путем 

представления ее структуры в виде -сети, т.е. 

множества независимых (базисных) контуров и узло-

вых пар. Выполнение приведенных условий также 

гарантирует расчет множества беспетельных (безкон-

турных) путей доставки пакетов [58, 59]. В работе 

[57] результаты тензорного моделирования однопро-

дуктовых двухполюсных сетей обобщены на случай 

описания многопродуктовых многополюсных сетей. 

Выводы 

Как показал проведенный анализ вопросы органи-

зации эффективной многопутевой маршрутизации в 

современных и перспективных ТКС вызывают значи-

тельный теоретический и прикладной интерес, о чем 

свидетельствует значительное число технологических 

решений и научных публикаций по данной проблеме. 

Важно отметить, что технологические решения в об-

ласти МПМ, основанные на использовании процедур 

балансировки нагрузки на узлах ТКС, все еще носят 

эвристический характер, что, в свою очередь, предпо-

лагает необходимость их всестороннего теоретиче-

ского обоснования. При этом ключевым этапом по-

добного теоретического обоснования выступает этап 

математического описания ТКС, нацеленный на по-

лучение адекватных математических моделей МПМ. 

Основываясь на результатах обзора, можно кон-

статировать тот факт, что сама постановка задачи 

многопутевой маршрутизации значительно усложни-

лась ввиду необходимости комплексного удовлетво-

рения требований к качеству обслуживания и сбалан-

сированной загрузки ТКС. В этой связи наблюдается 

существенное расширение используемых средств ма-

тематической формализации МПМ – от классических 

графовых моделей и комбинаторных методов расчета 

до многомерных симплициальных, тензорных моде-

лей и методов оптимального управления маршрутиза-

цией, которые более полно отвечают вновь выдвигае-

мым требованиям системного характера. 

Согласно проведенному анализу при моделирова-

нии процессов многопутевой маршрутизации в со-

временных и перспективных мультисервисных ТКС 

наиболее приемлемым представляется подход, осно-

ванный на комбинированном использовании возмож-

ностей графовых (графокомбинаторных), потоковых и 

тензорных моделей МПМ. При этом использование 

графокомбинаторных моделей позволяет существенно 

снизить вычислительную сложность получаемых ре-

шений за счет предварительного расчета путей дос-

тавки передаваемых пакетов. Потоковые же модели 

традиционно обеспечивают адекватную формализа-

цию решения задач распределения потоков по пред-

варительно рассчитанным путям в соответствии с ог-

раничениями на QoS, полученных на основе исполь-

зования тензорных моделей ТКС.  
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