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Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ãàðìîíè-
÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè (èñõîäíîãî ìåòîäà Ïðîíè) äëÿ
ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà âûõîäíîãî ñèãíàëà â ñïåêò-
ðàëüíûõ ìîäåëÿõ ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ. Îíà áîëåå
óñòîé÷èâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ Ïðîíè (ãàðìîíè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé) ïðè
íàõîæäåíèè ÷àñòîò ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíò äëÿ
ñëàáî çàøóìëåííûõ âûáîðîê. Èññëåäóåòñÿ ÷àñòîòíîå
ðàçðåøåíèå ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêè äëÿ ðàçëè÷íîãî
÷èñëà áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç ñîñòàâíûõ ÷àñòåé àëãîðèòìà ñïåêòðàëüíî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ âàêóóìíûõ è ïîëóïðîâîäíèêî-
âûõ ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ [1] ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêèé àíàëèç âûõîäíîãî ñèãíàëà, ïîëó÷åííîãî â
âèäå äèñêðåòíîé âðåìåííîé âûáîðêè ìãíîâåííûõ
çíà÷åíèé íàïðÿæåíèÿ èëè òîêà íà âûõîäíûõ êëåì-
ìàõ ïðèáîðà.

Êëàññè÷åñêîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
èñïîëüçîâàâøååñÿ ðàíåå äëÿ ýòîé öåëè [2], îáëàäàåò
ïðåäåëüíî âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ (ðîáàñòíîñòüþ)
îöåíîê è äàåò èíôîðìàöèþ íå òîëüêî îá àìïëèòóäå,
íî è î ôàçå êàæäîé èç áàçèñíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
êîìïîíåíò, ÷òî ñóùåñòâåííî ïðè àíàëèçå óñèëèòå-
ëåé (òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü
“ýëåêòðîííîå ñìåùåíèå ôàçû” ñèãíàëà). Îäíàêî
åìó ïðèñóùè íåäîñòàòêè â âèäå îãðàíè÷åííîãî
÷àñòîòíîãî ðàçðåøåíèÿ íà êîðîòêèõ âðåìåííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ïîëó÷àåìûõ ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå ÿâëåíèÿ
“óòå÷êè” [3]. Ïîýòîìó ðàçâèòèå ñïåêòðàëüíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàëî âîçìîæíûì òîëüêî ïîñëå
îñâîåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ãàðìîíè÷åñêî-
ãî è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà [4].

Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè ñïåêòðàëü-
íîãî îöåíèâàíèÿ (íàïðèìåð, àâòîðåãðåññèîííàÿ)
ïëîõî ïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è,
ïîñêîëüêó ãàðìîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âûõîäíîãî
ñèãíàëà ïðèáîðà òðåáóåò ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîé
ìîùíîñòè ïðîöåññà ïðè ïåðåõîäå ê äèñêðåòíûì
ãàðìîíè÷åñêèì êîìïîíåíòàì. Êðîìå òîãî, òàêèå
ìîäåëè îáû÷íî äàþò îöåíêó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-
ñòè ìîùíîñòè ñèãíàëà áåç ó÷åòà åãî ôàçû. Ïîýòîìó
àíàëèç âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ñëåäóåò ïðîâîäèòü ñ

èñïîëüçîâàíèåì äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé. Íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàíåíû ñðåäè íèõ ãàðìîíè÷åñêàÿ
èíòåðïîëÿöèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé, èçâåñò-
íûå åùå êàê èñõîäíûé ìåòîä Ïðîíè è ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ Ïðîíè ñîîòâåòñòâåííî [4].

Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè äåêîìïî-
çèöèè çàøóìëåííûõ ôóíêöèé, êàêèìè îáû÷íî
ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèáîðîâ
ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî, áîëåå öåëåñîîáðàçíà àïï-
ðîêñèìàöèÿ âðåìåííûõ âûáîðîê, òàê êàê îíà
íåïîñðåäñòâåííî îáåñïå÷èâàåò ñòàòèñòè÷åñêè óñ-
ðåäíåííûå îöåíêè. Îäíàêî ïðàêòèêà ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ Ïðîíè ïîêàçàëà, ÷òî
ïðè äîñòàòî÷íî “÷èñòîì” (ò.å. íåçàøóìëåííîì)
âûõîäíîì ñèãíàëå, êîòîðûé îáû÷íî èìååò ìåñòî â
“õîëîäíîì” ïðèáîðå, à òàêæå â ïåðâûå ìîìåíòû
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà äàííûé ìåòîä èìååò òåíäåí-
öèþ ê íåíîðìàëüíîìó çàâåðøåíèþ. Îíî ïðîèñõî-
äèò, êàê ïðàâèëî, íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòìà
(ðåøåíèå ñèñòåìû íîðìàëüíûõ êîâàðèàöèîííûõ
óðàâíåíèé) è âûçâàíî òåì, ÷òî ïðåäïîëàãàåìûé
ïîðÿäîê ìîäåëè ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ôàêòè÷åñ-
êîå êîëè÷åñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíò â àíàëè-
çèðóåìîé ôóíêöèè.

Â ýòîé ñâÿçè èìååò ñìûñë ïîïûòàòüñÿ âìåñòî
ãàðìîíè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçîâàòü äëÿ
àíàëèçà ñëàáî çàøóìëåííûõ âûáîðîê âûõîäíûõ
ñèãíàëîâ ãàðìîíè÷åñêóþ èíòåðïîëÿöèþ (èñõîä-
íûé ìåòîä Ïðîíè), êîòîðàÿ, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ,
äîëæíà îáëàäàòü ìåíüøåé êðèòè÷íîñòüþ ê âûáîðó
ïîðÿäêà ìîäåëè. Â äàííîé ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ
ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïîäõîäà, êîòîðûé ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ïîëåçíûì è â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ (íàïðè-
ìåð, â ðàäèîëîêàöèè).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îïðåäåëåíà âðåìåííàÿ âûáîðêà èñõîäíîé ôóíêöèè

)tl(ffl , ãäå t  – âðåìåííîé èíòåðâàë äèñêðåòè-

çàöèè; l=0, 1, ..., L–1; 3L  – äëèíà âûáîðêè,
êðàòíàÿ 3. Ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü êîìïëåêñíîé èëè
âåùåñòâåííîé.

Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ íåîáõîäèìî çàìåíèòü çàäàííóþ
âûáîðêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ M íåçàòóõàþùèõ
êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíò, ãäå M=2L/3 – ïîðÿäîê
ìîäåëè, ò.å.
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Çäåñü m  è mA  – êðóãîâàÿ ÷àñòîòà è êîìïëåêñíàÿ
àìïëèòóäà m-é íåèçâåñòíîé êîìïëåêñíîé ýêñïî-

íåíòû ñîîòâåòñòâåííî; )tiexp(z mm  – z-ïðåîá-
ðàçîâàíèå èñõîäíîé âðåìåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

M óðàâíåíèé (1) ñ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè mz

è mA  ìîãóò áûòü çàïèñàíû â îáîáùåííîé ìàòðè÷-
íîé ôîðìå:

,fAz                       (2)
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ãäå z  – )MM(  ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ l
mz ,

çàïèñûâàåìàÿ â âèäå:
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A  è f  – âåêòîðû mA  è lf  (çäåñü l=0...M–1).

Äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f óðàâíåíèÿ (1) è (2)

íå èçìåíÿþòñÿ, íî ìíîæåñòâà âåëè÷èí mz  è mA
ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà äâà ðàâíûõ ïîäìíîæåñòâà
èç M/2 ÷ëåíîâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì äðóãîãî. ×òîáû îáåñïå÷èòü
óíèôèêàöèþ àëãîðèòìà, æåëàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü
ñïåêòð âåùåñòâåííîé ôóíêöèè êàê äâóñòîðîííèé
(ò.å. ñ îòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè ÷àñòî-
òàìè). Àëãîðèòì ãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè äà-
ëåå áóäåò îïèñàí òîëüêî äëÿ êîìïëåêñíîé âûáîðêè,
òàê êàê ìîäèôèêàöèÿ åãî äëÿ âåùåñòâåííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè î÷åâèäíà.

3. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà

Ïåðâîé ñòàäèåé àëãîðèòìà ãàðìîíè÷åñêîé èíòåð-
ïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòîâ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Ýòîò ïîëèíîì ñ M
íóëÿìè M1 zz  ìîæåò áûòü çàïèñàí òàê:
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ãäå ma  – êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà (êîìïëåêñ-
íûå èëè âåùåñòâåííûå, â çàâèñèìîñòè îò òèïà
ôóíêöèè f) è 1a0 . Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó, ïðèìå-
íåííóþ â [4] äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ Ïðîíè, ìîæíî çàïèñàòü
ñèñòåìó èç M/2 ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
äëÿ M êîýôôèöèåíòîâ M1 aa :
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çäåñü l=M/2...L–M/2–1. Äîïîëíèòåëüíûì óñëî-
âèåì ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñîïðÿæåííîñòü êîýô-
ôèöèåíòîâ:

,aaa mM
*
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ïîçâîëÿþùàÿ â äâà ðàçà óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî
íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ.

Åñëè ââåñòè íîðìàëèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû

2/Mm2/Mm a/ab , õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì
(3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí òàê:
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óñëîâèåì (5) *

2/Mm2/M2/Mm2/M )a/a(a/a .

Ñèñòåìà M/2 ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ
M/2 êîýôôèöèåíòîâ 2/M1 bb  èìååò âèä:
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ãäå l=M/2...L–M/2–1. ×òîáû ïðåîáðàçîâàòü ýòó
ñèñòåìó ê ïðèãîäíîìó äëÿ ðåøåíèÿ âèäó, êîýôôè-
öèåíòû b è f äîëæíû áûòü ÿâíî âûðàæåíû ÷åðåç èõ
âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè, ò.å. ir ibbb ;

ir ifff . Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (7) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíà â âèäå:
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Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàí
àëãîðèòì ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ ÷àñòè÷íûì âûáî-
ðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà [5]. Â èòåðàöèîííîì óòî÷-
íåíèè, êàê ïðàâèëî, íåò íåîáõîäèìîñòè, ïîñêîëüêó
òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé âûõîäíîãî
ñèãíàëà â ìîäåëÿõ ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ îáû÷íî
íåâûñîêà.

Âòîðûì ýòàïîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (6) ñ íàõîæäåíèåì

âñåõ åãî íóëåé M1 zz . Äëÿ ïîëèíîìîâ ñ êîìïëåê-
ñíûìè è âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàèáî-
ëåå ïðèãîäíû ìåòîäû Äæåíêèíñà-Òðàóáà [6] è
Äæåíêèíñà [7] ñîîòâåòñòâåííî. Òèïè÷íàÿ äëèíà
âûáîðêè âûõîäíîãî ñèãíàëà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ è
ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ ðàâ-

íà 30...255 (ò.å. áëèæàéøåå ìåíüøåå, ÷åì 85 22
çíà÷åíèå, êðàòíîå 3). Ïîýòîìó ïîðÿäîê ìîäåëè M
îáû÷íî ðàâåí 20...170. Ê ñîæàëåíèþ, îðèãèíàëü-
íûå àëãîðèòìû Äæåíêèíñà-Òðàóáà è Äæåíêèíñà
ðàáîòàþò óäîâëåòâîðèòåëüíî òîëüêî ñî ñòåïåíÿìè
ïîëèíîìîâ, íå ïðåâûøàþùèìè 49 è 99 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äëÿ áîëüøèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòü íàõîæäå-
íèÿ ïîñëåäíèõ íóëåé íåäîïóñòèìî ñíèæàåòñÿ.

Ïðè÷èíà íåêîððåêòíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îðè-
ãèíàëüíûõ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè î÷åâèäíà ñ
ó÷åòîì ïîíèæåíèÿ èìè ñòåïåíè ïîëèíîìà ïîñëå
íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùåãî íóëÿ. Íîâûå êîýôôèöè-
åíòû ïîëèíîìà íàêàïëèâàþò îøèáêè îêðóãëåíèÿ.
Âñëåäñòâèå âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà ê çíà÷åíèÿì ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ [5]
ïîñëåäíèå íàéäåííûå íóëè ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî
äàëåêè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé èñõîäíîãî (íå-
ðåäóöèðîâàííîãî) ïîëèíîìà.

Ðàäèêàëüíîå óñòðàíåíèå ýòîãî íåäîñòàòêà â êîí-
òåêñòå èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ, âåðîÿòíî, íåâîçìîæ-
íî. Òåì íå ìåíåå, åãî âëèÿíèå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî
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ïóòåì óìåíüøåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîãðåøíî-
ñòè âû÷èñëåíèÿ êîðíåé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä
îïèñàí â [8]. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè äâóõ
êðèòåðèåâ ñõîäèìîñòè (“ñèëüíîãî” è “ñëàáîãî”)
âìåñòî ïåðâîíà÷àëüíîãî îäíîãî. Ýòî ïîçâîëÿåò
óâåëè÷èòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ òî÷íîñòü ôàêòîðè-
çàöèè ïîëèíîìà öåíîé óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ñ÷åòà
(ïðèìåðíî â 2-3 ðàçà). Ìîäèôèöèðîâàííûå àëãî-
ðèòìû Äæåíêèíñà-Òðàóáà è Äæåíêèíñà ðàáîòàþò
óäîâëåòâîðèòåëüíî ñ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè äî 256
âêëþ÷èòåëüíî.

Òðåòüåé ñòàäèåé àëãîðèòìà ãàðìîíè÷åñêîé èíòåð-
ïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé (2). Íàéäåííûå íóëè M1 zz  äîëæíû áûòü
ïðåäâàðèòåëüíî íîðìàëèçîâàíû ê åäèíè÷íîìó
ìîäóëþ è çàòåì îòñîðòèðîâàíû ïî ÷àñòîòå ñ óäàëå-
íèåì êðàòíûõ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîðÿäîê ìîäåëè M
ìîæåò áûòü óìåíüøåí. Ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2)
òàêîé æå, êàê íà ïåðâîì ýòàïå, ò.å. ãàóññîâî
èñêëþ÷åíèå ñ ÷àñòè÷íûì âûáîðîì âåäóùåãî ýëå-
ìåíòà è áåç èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ.

Ïîñêîëüêó íà êàæäîì ýòàïå îïèñàííîãî àëãîðèòìà
ìîãóò ïðîèñõîäèòü îøèáêè èç-çà ïëîõîé îáóñëîâ-
ëåííîñòè èñõîäíîé âûáîðêè, âàæíî îáåñïå÷èòü
íàäåæíîå åãî ôóíêöèîíèðîâàíèå äëÿ óñòðàíåíèÿ
âîçìîæíîñòè àâàðèéíîãî çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà
ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ìîæåò áûòü
èòåðàòèâíîå ñíèæåíèå ïîðÿäêà ìîäåëè M íà 2 ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì óìåíüøåíèåì äëèíû âûáîðêè L
íà 3 äî òåõ ïîð, ïîêà áóäåò ïîëó÷åí óñïåøíûé
ðåçóëüòàò. Äîáàâëåíèå àääèòèâíîãî áåëîãî øóìà ñî
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì çíà÷åíèåì îêîëî –100-120
äÁ îò àìïëèòóäû àíàëèçèðóåìîé ôóíêöèè òàêæå
ìîæåò áûòü ïîëåçíûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ðàáîòû àëãîðèòìà ñî ñëàáî çàøóìëåííûìè
âûáîðêàìè. Â öåëîì æå, êàê è ïðåäïîëàãàëîñü,
ðåøåíèå ñèñòåìû (8) ñóùåñòâåííî ðåæå ïîäâåðæåíî
íåíîðìàëüíîìó çàâåðøåíèþ, ÷åì ðåøåíèå ñèñòåìû
íîðìàëüíûõ êîâàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé íà ñîîò-
âåòñòâóþùåì ýòàïå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
Ïðîíè.

Äåìîíñòðàöèîííàÿ ïðîãðàììà íà Ôîðòðàíå – 90
äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè êîìïëåêñíîé
âûáîðêè ïðèâåäåíà íà ðèñ.1. Ôóíêöèÿ
Number_Of_Harmonics âîçâðàùàåò êîëè÷åñòâî ãàð-
ìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíò äëÿ àíàëèçèðóåìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïîñëå óäàëåíèÿ êðàòíûõ íóëåé õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Ôóíêöèè
Harmonic_Frequency è Harmonic_Amplitude âîç-
âðàùàþò îòíîñèòåëüíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòîòó (â åäè-
íèöàõ ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè) è êîìïëåêñíóþ
àìïëèòóäó ëþáîé êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî
óïðîùåííàÿ âåðñèÿ ïðîôåññèîíàëüíîé ïðîãðàììû
áåç èòåðàòèâíîãî ñíèæåíèÿ ïîðÿäêà ìîäåëè äëÿ
ïëîõî îáóñëîâëåííûõ âûáîðîê è óêàçàííîé âûøå
ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè ïîëèíîìà.
Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå L äëÿ äàííîé
ïðîãðàììû ðàâíî 72. Â ïðîãðàììå èñïîëüçîâàíû
ïîäïðîãðàììû áèáëèîòåêè IMSL DLSLRG,
DZPOCC è DLSLCG.

4. Ïðîâåðêà ìåòîäà

Ïðèâåäåííàÿ äåìîíñòðàöèîííàÿ ïðîãðàììà áûëà
ïðèìåíåíà ê 64-òî÷å÷íîé òåñò-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç êíèãè [4], à òàêæå ê àíàëîãè÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ó êîòîðîé èìåëèñü òîëüêî ÷åòûðå îäèíî÷íûå
ãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû ñ îòíîñèòåëüíûìè
ëèíåéíûìè ÷àñòîòàìè –0.15, 0.10, 0.20, 0.21 è
ìîäóëÿìè àìïëèòóä 0.1, 0.1, 1.0 è 1.0 ñîîòâåòñòâåí-
íî, à øóìîâûå ñîñòàâëÿþùèå îòñóòñòâîâàëè. Âî
âòîðîì ñëó÷àå ëèíåéíûå ÷àñòîòû è ìîäóëè êîìï-
ëåêñíûõ àìïëèòóä èñõîäíûõ ãàðìîíèê áûëè âîñ-
ñòàíîâëåíû òàê:

,99999999.0A,20999999.02/
;0000000.1A,20000000.02/
;10000000.0A,10000000.02/
;099999999.0A,15000000.02/

2424
2323
1818
1111

ò.å. äëÿ ÷èñòî ãàðìîíè÷åñêîé âûáîðêè òî÷íîñòü
èíòåðïîëÿöèè âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíà. Îäíàêî
ïðèìåíèòåëüíî ê èñõîäíîé çàøóìëåííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðåçóëüòàòû èíûå:

.045267775.0A,20996366.02/
;2376770.1A,20004258.02/

;089861647.0A,099987216.02/
;093785705.0A,15001436.02/

2626
2525
2222
1515

Êàê âèäíî, ïîãðåøíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòîò ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîìïîíåíò óâåëè÷èëàñü íåçíà÷èòåëüíî.
Â òî æå âðåìÿ òî÷íîñòü îöåíêè êîìïëåêñíûõ
àìïëèòóä òåïåðü ñîâåðøåííî íåóäîâëåòâîðèòåëüíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, îïèñàííàÿ
ìåòîäèêà ìàëî ïðèãîäíà äëÿ âûáîðîê ñ áîëüøèì
îòíîøåíèåì ñèãíàë/øóì. Îäíîé èç ïðè÷èí ýòîãî
ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîå èñïîëüçîâàíèå àíàëèçèðóåìîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå àë-
ãîðèòìà, òàê êàê íå áîëåå 2/3 èñõîäíîé âûáîðêè
çàäåéñòâîâàíî âî âðåìÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2).
Ïðèåìëåìûì âûõîäîì ìîæåò áûòü çàìåíà ãàðìî-

íè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè lf  ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñèñòåìû (2) åå ãàðìîíè÷åñêîé àïïðîêñèìàöè-
åé íà âñåõ L òî÷êàõ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ò.å. êîìáèíàöèÿ èñõîäíîãî ïîäõîäà Ïðîíè äëÿ
ýòàïîâ ôîðìèðîâàíèÿ è ôàêòîðèçàöèè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ Ïðîíè íà ýòàïå îöåíêè àìïëèòóä ãàðìîíèê.

Â îïèñàííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàí Compaq Visual
Fortran Professional Edition v. 6.5 äëÿ Intel 386 ñ
èñõîäíûìè íàñòðîéêàìè äëÿ êîíôèãóðàöèè Win32
Debug. Çàìåòèì, ÷òî â [4] ñîäåðæèòñÿ îøèáêà:
ìíèìàÿ ÷àñòü ýëåìåíòà òåñò-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ
íîìåðîì 58 äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíà.

Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ïðåäëàãàåìîé ìå-
òîäèêè íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòíîãî
ðàçðåøåíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà îò ÷èñëà ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîìïîíåíò âî âðåìåííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Â ñïåêòðå èñõîäíîé íåçàøóìëåííîé êîìï-
ëåêñíîé âûáîðêè ñ L=255 ïðèñóòñòâóåò ãðóïïà
ãàðìîíèê ñî ñðåäíåé îòíîñèòåëüíîé ëèíåéíîé ÷à-
ñòîòîé 1/16. Îíà ñîñòîèò èç h=2...8 ýêâèäèñòàíò-
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module Constants
   complex (kind=8), parameter :: Imag1 = (0.0D+00,1.0D+00)
   real (kind=8), parameter :: Pi  = 3.141592653589793D+00
   real (kind=8), parameter :: Pi2 = 6.283185307179586D+00
end module Constants

module Global_Data
   complex (kind=8) :: A (1:48)        ! комплексные амплитуды
   complex (kind=8) :: B (1:24)        ! коэффициенты полинома
   integer (kind=4) :: L               ! длина выборки (L)
   integer (kind=4) :: M               ! порядок модели (M)
   complex (kind=8) :: Z (1:48)        ! нули полинома
end module Global_Data

integer (kind=4) function Number_Of_Harmonics ( SSize, F )
   use Constants
   use Global_Data
   use IMSL
   integer (kind=4), intent(in) :: SSize         ! размер выборки
   complex (kind=8), intent(in) :: F (0:SSize-1) ! анализируемая выборка (f)
   real (kind=8) :: Freq1                        ! частота гармоники 1
   real (kind=8) :: Freq2                        ! частота гармоники 2
   integer (kind=4) :: Limit                     ! для сортировки Шелла
   integer (kind=4) :: Ll                        ! индекс выборки (l)
   integer (kind=4) :: Mm                        ! индекс порядка (m)
   integer (kind=4) :: Mm1                       ! индекс порядка (альтернатив.)
   integer (kind=4) :: Offset                    ! для сортировки Шелла
   integer (kind=4) :: Switch                    ! для сортировки Шелла
   complex (kind=8) :: TempC                     ! временный комплексный скаляр
   complex (kind=8), allocatable :: TempCV (:)   ! временный комплексный вектор
   complex (kind=8), allocatable :: TempCM (:,:) ! временная комплексная матрица
   real (kind=8), allocatable :: TempRV1 (:)     ! временный веществен. вектор 1
   real (kind=8), allocatable :: TempRV2 (:)     ! временный веществен. вектор 2
   real (kind=8), allocatable :: TempRM (:,:)    ! временная веществен. матрица
   real (kind=8), parameter :: Near = 1.0D-06    ! критерий кратного нуля
!—Инициализация процедуры:
   if ( SSize < 3 ) then
      print *, ‘Ошибка: слишком короткая выборка...’
      Number_Of_Harmonics = 0          ! ошибка
      return
   end if
   M = min ( (SSize/3)*2, 48 )         ! порядок модели
   L = 3*M/2                           ! полезная длина выборки
!—Решение системы линейных уравнений для коэффициентов характеристич. полинома:
   allocate ( TempRV1(0:M-1), TempRV2(1:M), TempRM(0:M-1,1:M) )
   do Ll = M/2, L-M/2-1
      TempRV1(Ll-M/2) = - real(F(Ll))
      TempRV1(Ll) = - imag(F(Ll))
      do Mm = 1, M/2
         TempRM(Ll-M/2,Mm) = real(F(Ll+Mm)) + real(F(Ll-Mm))
         TempRM(Ll-M/2,M/2+Mm) = -imag(F(Ll+Mm)) + imag(F(Ll-Mm))
         TempRM(Ll,Mm) = imag(F(Ll+Mm)) + imag(F(Ll-Mm))
         TempRM(Ll,M/2+Mm) = real(F(Ll+Mm)) - real(F(Ll-Mm))
      end do
   end do
   call DLSLRG ( N=M, A=TempRM, B=TempRV1, X=TempRV2, LDA=M, IPath=1 )
   B(1:M/2) = cmplx ( TempRV2(1:M/2), TempRV2(M/2+1:M), 8 )
   deallocate ( TempRV1, TempRV2, TempRM )
!—Факторизация характеристического полинома:
   allocate ( TempCV(0:M) )
   TempCV(M/2+1:M:+1) = B(1:M/2)
   TempCV(M/2) = 1.0D+00
   TempCV(M/2-1:0:-1) = conjg(B(1:M/2))
   call DZPOCC ( NDeg=M, Coeff=TempCV, Root=Z )
   deallocate ( TempCV )
!—Нормализация нулей полинома:
   Z = Z / abs(Z)
!—Сортировка Шелла нулей полинома:
   Offset = M/2
   do while ( Offset > 0 )
      Limit = M - Offset
      Switch = 1

      do while ( Switch > 0 )
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         Switch = 0
         do Mm = 1, Limit
            Freq1 = atan2 ( imag(Z(Mm)), real(Z(Mm)) ) / Pi2
            Freq2 = atan2 ( imag(Z(Mm+Offset)), real(Z(Mm+Offset)) ) / Pi2
            if ( Freq1 > Freq2 ) then
               TempC = Z(Mm)
               Z(Mm) = Z(Mm+Offset)
               Z(Mm+Offset) = TempC
               Switch = Mm
            end if
         end do
         Limit = Switch - Offset
      end do
      Offset = Offset / 2
   end do
!—Удаление кратных нулей:
   Mm = 2
   do while ( Mm <= M )
      Freq1 = atan2 ( imag(Z(Mm-1)), real(Z(Mm-1)) ) / Pi2
      Freq2 = atan2 ( imag(Z(Mm)), real(Z(Mm)) ) / Pi2
      if ( abs(Freq2-Freq1) > abs(Freq1)*Near ) then
         Mm = Mm + 1
      else
         do Mm1 = Mm, M-1
            Z(Mm1) = Z(Mm1+1)
         end do
         M = M - 1                     ! новый порядок модели
      end if
   end do
   L = 3*M/2                           ! новая полезная длина выборки
!—Решение системы линейных уравнений для комплексных амплитуд:
   allocate ( TempCV(0:M-1), TempCM(0:M-1,1:M) )
   TempCV(0) = F(0)
   TempCM(0,:) = 1.0D+00
   do Ll = 1, M-1
      TempCV(Ll) = F(Ll)
         do Mm = 1, M
         TempCM(Ll,Mm) = TempCM(Ll-1,Mm)*Z(Mm)
      end do
   end do
   call DLSLCG ( N=M, A=TempCM, B=TempCV, X=A, LDA=M, IPath=1 )
   deallocate ( TempCV, TempCM )
!—Завершение процедуры:
   Number_Of_Harmonics = M
   return
end function Number_Of_Harmonics
real (kind=8) function Harmonic_Frequency ( NHarm )
   use Constants
   use Global_Data
   integer (kind=4), intent(in) :: NHarm         ! номер гармоники
   if ( NHarm < 1 .or. NHarm > M ) then
      print *, ‘Ошибка: неправильный номер гармоники...’
      Harmonic_Frequency = 0.0D+00               ! ошибка
      return
   end if
   Harmonic_Frequency = atan2 ( imag(Z(NHarm)), real(Z(NHarm)) ) / Pi2
   return
end function Harmonic_Frequency
complex (kind=8) function Harmonic_Amplitude ( NHarm )
   use Constants
   use Global_Data
   integer (kind=4), intent(in) :: NHarm         ! номер гармоники
   if ( NHarm < 1 .or. NHarm > M ) then
      print *, ‘Ошибка: неправильный номер гармоники...’
      Harmonic_Amplitude = (0.0D+00,0.0D+00)     ! ошибка
      return
   end if
   Harmonic_Amplitude = A(NHarm)
   return
end function Harmonic_Amplitude

Ðèñ. 1
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íûõ êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíò åäèíè÷íîé àìïëèòó-
äû ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè ôàçàìè. Íà âåðòèêàëü-
íîé îñè îòëîæåí ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ ÷àñòîòíîãî
ðàçðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà T/2  ê ðàçðå-

øåíèþ îïèñàííîãî àëãîðèòìà . T  – âðåìåííàÿ
äëèíà âûáîðêè. Çäåñü   îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïî ÷àñòîòå ìåæäó ñîñåäíèìè
ýêñïîíåíòàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèâåäåííûé ìå-
òîä âîññòàíàâëèâàåò âñå èõ ñ îòíîñèòåëüíîé îøèá-
êîé íå áîëåå íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ. Íåñìîòðÿ íà
ïðèáëèæåííóþ îöåíêó ýòîé çàâèñèìîñòè, à òàêæå
ñóùåñòâåííîå ñíèæåíèå ÷àñòîòíîãî ðàçðåøåíèÿ
ìåòîäà ïðè íàëè÷èè äàæå íåçíà÷èòåëüíîãî àääè-
òèâíîãî øóìà, ïðåèìóùåñòâî àëãîðèòìà ãàðìîíè-
÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè ïåðåä îáû÷íûì ðàçëîæåíèåì
â ðÿä Ôóðüå î÷åâèäíî.

5. Çàêëþ÷åíèå

Îïèñàíà ìåòîäèêà ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ñëàáî
çàøóìëåííîãî âûõîäíîãî ñèãíàëà â ñïåêòðàëüíûõ
ìîäåëÿõ âàêóóìíûõ è ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ýëåêò-
ðîííûõ ïðèáîðîâ. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îòíî-
øåíèè ñèãíàë/øóì îíà îáåñïå÷èâàåò íà 1-3 ïîðÿä-
êà áîëåå âûñîêóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ïî
ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè è â òî æå
âðåìÿ ñóùåñòâåííî áîëåå óñòîé÷èâà, ÷åì ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ Ïðîíè. Îäíèì èç âàðèàí-
òîâ óëó÷øåíèÿ åå ïîêàçàòåëåé äëÿ çàøóìëåííûõ
âûáîðîê ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ èíòåðïîëÿöèè ôóí-
êöèè ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòîò ãàðìîíè÷åñêèõ êîì-
ïîíåíò ñ åå àïïðîêñèìàöèåé äëÿ îöåíêè èõ àìïëè-
òóä è ôàç.
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