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Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé ïî âîçäåéñòâèþ ÈÝÌÏ íà ÈÌÑ âûÿâëåí
ìåõàíèçì âîçäåéñòâèÿ, óñòàíîâëåí õàðàêòåð ðàçâè-
òèÿ äåãðàäàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ìèêðîñòðóêòóð-
íûõ ýëåìåíòàõ è âûÿâëåíû ïðè÷èíû ëîêàëüíîé
äåãðàäàöèè ïðîâîäÿùèõ ìèêðîñòðóêòóð. Áîëåå
ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â
ìèêðîñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòàõ ÈÌÑ âîçìîæíî ïðè
èõ ìîäåëèðîâàíèè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü
äèôðàêöèîííóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ âáëèçè
ìèêðîñõåìû, êðîìå òîãî, ñîçäàòü ýëåêòðîòåïëîâûå
ìîäåëè òèïîâûõ ìèêðîñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ è èõ
êîìáèíàöèé.
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ÏÐÈ ÐÎÑÒÅ ÊÐÈÑÒÀËËÎÂ

ÒÅÂßØÅÂ À.Ä., ÑÓÇÄÀËÜ Â.Ñ.,
ÁÎÐÎÄÀÂÊÎ Þ.Ì., ÏÅËÈÏÅÖ À.À.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé ïðè ðîñòå ìîíîêðèñòàë-
ëîâ. Äëÿ öèëèäðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ ïëîñêèì ôðîí-
òîì çàòâåðäåâàíèÿ, âûðàùèâàåìûõ â îñåñèììåòðè÷-
íîì òåìïåðàòóðíîì ïîëå, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííûõ ðàñ÷åòîâ òåìïåðàòóðíûõ è óïðóãèõ ïîëåé.

1. Ââåäåíèå

Ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â ïîëó÷åíèè ñîâåðøåííûõ
êðèñòàëëîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ íåïîñðåäñòâåííî îïè-
ðàþòñÿ íà äîñòèæåíèÿ òåîðèè âíóòðåííèõ íàïðÿ-
æåíèé â êðèñòàëëàõ. Ïðè âûðàùèâàíèè êðèñòàëëîâ
èç ðàñïëàâà ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâà-
íèå ñòðóêòóðû ìîíîêðèñòàëëà îêàçûâàþò òåðìîóï-
ðóãèå íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èçìå-
íåíèè òåìïåðàòóðû â êðèñòàëëèçóþùåìñÿ ñëèòêå.
Âîçíèêàþùèå íàïðÿæåíèÿ âëèÿþò íà îáðàçîâàíèå
äèñëîêàöèé è èõ ðàçìíîæåíèå, íà îáðàçîâàíèå
òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëàõ [2].

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðìîóïðóãèõ
íàïðÿæåíèé

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé

ik  â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ è ïðîèçâîëüíîé ôîðìû êðèñòàëëîâ íåîáõîäè-
ìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç óðàâ-
íåíèé ðàâíîâåñèÿ è óðàâíåíèé Ãóêà, ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Óêàçàííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé è ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé ïðè ðîñòå êðèñòàëëîâ.
Äëÿ èçîòðîïíûõ êðèñòàëëîâ öèëèíäðè÷åñêîé ôîð-

ìû ðàäèóñà KR  ýòà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò
âèä [1-5]:

rz
r

rr rzrr
1)(1

;            (1)

0)(1
zzrz z

r
rr ;               (2)

cT
z
u

r
uk

r
uGa zrr

rr ;           (3)



33ÐÈ, 2002, ¹ 3

cT
z
u

r
uk

r
uGa zrr

;       (4)

cT
r
u

r
uk

z
uGa rrz

zz ;       (5)

r
u

z
uGa zr

rz .                 (6)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

1) KRr , lz0 : 0,0 rzrr ; (7)

2) 0,0 zRr K : 0,0 rzzz ; (8)

3) lzRr K ,0 : 0,0 rzzz ; (9)

4) lzr 0,0 : 0ru , 0
r
uz ,  (10)

ãäå ),,( tzrur  è ),,( tzruz  – ðàäèàëüíîå è îñåâîå

ïåðåìåùåíèÿ; ),,( tzrT  – èçâåñòíîå òåìïåðàòóðíîå
ïîëå, êîòîðîå äëÿ ñëó÷àÿ ðîñòà êðèñòàëëîâ íàõîäèò-
ñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà; G  –

ìîäóëü ñäâèãà; )21/()1(2a , )1/(k ,

)1/()1(c ;  – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; 
– êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.

Âûðàæåíèÿ (1), (2) – óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à (3)-
(6) ñîîòâåòñòâóþò çàêîíó Ãóêà, ñâÿçûâàÿ êîìïî-
íåíòû òåíçîðà òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé ñ êîìïî-
íåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàöèé.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7)-(10) çàïèñàíû â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ïîâåðõíîñòè, âêëþ÷àÿ ãðàíèöó ðàçäåëà
ôàç, ñâîáîäíû îò âíåøíèõ ñèë, à íà îñè âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè.

Ïîäñòàâëÿÿ (3)-(6) â (1), (2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â ñìåùåíèÿõ:

r
Td

zr
ub

z
u

r
u

r
u

rr
ua zrrrr

2

2

2

22

2
21

; (11)

z
Td

zr
u

z
u

r
b

z
u

r
u

rr
ua rrzzz

2

2

2

2

2 121
,(12)

ãäå 21/1b , 
21

12d .

Äëÿ ïåðåõîäà â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (7)-(10) ê
ñìåùåíèÿì èñïîëüçóåì çàâèñèìîñòè (3)-(6):
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3. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé (ÌÏÍ). Ïðè ðåøå-
íèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé – ÌÏÍ [4]. Äëÿ
àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ââåäåì ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó ñ êîîðäèíàòàìè

ihri , jlzi ,

ãäå h , l  – øàãè ñåòêè ïî êîîðäèíàòàì 1
,
n
jiT , z

ñîîòâåòñòâåííî, mi ,0 , nj ,0 .

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: jijlih ,),( .

Ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì
áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè:
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ÌÏÍ ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå äâóìåðíûõ óðàâ-
íåíèé ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ óðàâíå-
íèé ñ òðåõäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè. Ñóùåñòâóåò
ðÿä ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ ýòó îáùóþ èäåþ è
îòëè÷àþùèõñÿ íåêîòîðûìè äåòàëÿìè (ìåòîä ïåðå-
ìåííûõ íàïðàâëåíèé èëè ìåòîä ïðîäîëüíî-ïîïå-
ðå÷íûõ ïðîãîíîê, ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, ìåòîä äðîá-
íûõ øàãîâ, ëîêàëüíî îäíîìåðíûé ìåòîä). Îáùóþ
ñòðóêòóðó ÌÏÍ ïîÿñíèì íà äâóìåðíîì îïåðàòîð-
íîì óðàâíåíèè âèäà

FLL
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ãäå 1L  è 2L  – îäíîìåðíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþ-
ùèå ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19) ìåòîäîì ïåðåìåííûõ íà-
ïðàâëåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà, êîòîðûì

ñîîòâåòñòâóþò âðåìåííûå èíäåêñû 2/1k , 1k , à
èìåííî:
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~L  – ðàçíîñòíûå îäíîìåðíûå îïåðàòî-
ðû. Îáà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿ (20), (21) ïðèâîäÿò-
ñÿ ê ñòàíäàðòíîìó òðåõäèàãîíàëüíîìó âèäó. Íà
ïåðâîì ýòàïå ïðîãîíêàìè â îäíîì èç íàïðàâëåíèé
íàõîäèòñÿ ðåøåíèå 2/1k  íà ïîëóöåëîì âðåìåííîì
ñëîå; çàòåì, èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå, îñóùåñòâëÿþò-
ñÿ ïðîãîíêè ïî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ 1k  íà öåëîì âðåìåííîì
ñëîå. Íà óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ðåøåíèå íå çàâè-
ñèò îò âðåìåííîãî øàãà , ïîýòîìó äàííàÿ ñõåìà
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ çàäà÷ «íà óñòàíîâëåíèå».
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Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé (23)-(28) ëåãêî ïîëó÷èòü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå è â óãëîâûõ òî÷êàõ.

Ñõåìà óñòîé÷èâà ïðè 
4
1

 [4].

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåõ-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä
ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè.

Óñëîâèå îêîí÷àíèÿ âû÷èñëåíèé: k
ji

k
ji ,
1

, .

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Îí îñíîâàí íà
èäåå àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè äèñê-
ðåòíîé ìîäåëüþ, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íà ìíîæåñòâå
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
êîíå÷íîì ÷èñëå ïîäîáëàñòåé. Êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íûå ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèé
íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê
ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Ïðè ïîñòðîåíèè äèñêðåòíîé ìîäåëè ïîñòóïàþò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ôèêñèðóåòñÿ êîíå÷-
íîå ÷èñëî òî÷åê. Ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè
òî÷êàìè èëè óçëàìè.

2. Çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû â êàæäîé
óçëîâîé òî÷êå ñ÷èòàåòñÿ ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ äîë-
æíà áûòü íàéäåíà.

3. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû
ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, íàçû-
âàåìûõ ýëåìåíòàìè. Ýòè ýëåìåíòû èìåþò îáùèå
óçëîâûå òî÷êè è â ñîâîêóïíîñòè àïïðîêñèìèðóþò
ôîðìó îáëàñòè.

4. Íåïðåðûâíàÿ âåëè÷èíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà
êàæäîì ýëåìåíòå ìíîãî÷ëåíîì, êîòîðûé îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ óçëîâûõ çíà÷åíèé ýòîé âåëè÷èíû.
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Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîé ìíîãî-
÷ëåí, íî ìíîãî÷ëåíû ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ñîõðàíèëàñü íåïðåðûâíîñòü âåëè÷èíû âäîëü
ãðàíèö ýëåìåíòîâ. Ïîëèíîì, ñâÿçàííûé ñ êàæäûì
ýëåìåíòîì, íàçûâàþò ôóíêöèåé ýëåìåíòà

5. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â àíñàìáëü. Â
ýòîì àíñàìáëå óçëîâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóí-
êöèè äîëæíû áûòü îòðåãóëèðîâàíû òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû îáåñïå÷èòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê èñ-
òèííîìó íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ýòîò ýòàï
ïðèâîäèò ê àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî óçëîâûõ çíà÷åíèé. Ýòà ñèñòå-
ìà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ èñêîìîé íåïðåðûâíîé ôóí-
êöèè.

6. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, ò.å. íàõîæäåíèå
óçëîâûõ çíà÷åíèé.

7. Íàõîæäåíèå èñêîìîé âåëè÷èíû â ëþáîé òî÷êå
îáëàñòè ïî óçëîâûì çíà÷åíèÿì è ôóíêöèÿì ýëå-
ìåíòîâ.

Ðàçáèåíèå äâóìåðíîé îáëàñòè íà÷èíàþò îò åå
ãðàíèöû â öåëÿõ íàèáîëåå òî÷íîé àïïðîêñèìàöèè
ôîðìû ãðàíèöû. Çàòåì ïðîèçâîäÿò ðàçáèåíèå âíóò-
ðåííèõ îáëàñòåé.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çà-
äà÷è ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ãàëåðêèíà. Îáùóþ
ñòðóêòóðó ÌÊÝ ïîÿñíèì íà äâóìåðíîì îïåðàòîð-
íîì óðàâíåíèè âèäà

0fLu ;                    (29)

1Гu , 2
Гn

u
.             (30)

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

n

i
iiuNu

1
,                   (31)

ãäå iN , ni ,1  – ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ

ôóíêöèé; iu – çíà÷åíèå ôóíêöèè u  â óçëàõ ñåòêè.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò íàèëó÷øèì, åñëè
èíòåãðàë âçâåøåííîé íåâÿçêè ðàâåí íóëþ:

R
idRNfLu 0)( , ni ,1 .             (32)

Ïóñòü L .

Èíòåãðèðóÿ (32) ïî ôîðìóëå Ãðèíà, ñ ó÷åòîì
êðàåâûõ óñëîâèé (30) ïîëó÷àåì

Г R
ii

R
i dRfNdГNdRNu 2 .     (33)

Ïîäñòàâëÿÿ (31) â (33), ïîëó÷àåì ñèñòåìó àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ:

i
jjij bua ,                 (34)

ãäå

R
jiij dRNNa ;                  (35)

R Г
iii dГNdRfNb 2 .           (36)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ, êàê è â ÌÊÐ, ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Ïî îïèñàííûì àëãîðèòìàì áûëà ñîñòàâëåíà ïðî-
ãðàììà äëÿ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è òåðìî-
óïðóãèõ íàïðÿæåíèé â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

)0,0( LzRr K . Òàêæå ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà
â ñèñòåìå FlexPDE, ðàçðàáîòàííîé êîìïàíèåé PDE
Solutions Inc. Êðîìå îñíîâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà-

ïðÿæåíèé rr , , zz , rz , ðàññ÷èòûâàëèñü ñäâè-

ãîâûå íàïðÿæåíèÿ 1 , 2 ,  ïî ïëîñêîñòÿì ñêîëü-
æåíèÿ â íàïðàâëåíèè âûðàùèâàíèÿ. Òî÷íîñòü ðàñ-
÷åòîâ ïðîâåðÿëàñü íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå, âçÿòîì
èç êíèãè À.Ä. Êîâàëåíêî [6]. Ýòî ïðèìåð ðàñ÷åòà

íàïðÿæåíèé äëÿ öèëèíäðà )11,10( zr  ñ

ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû 2crT  (ðèñ.1), ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è îòñóòñòâèåì íàãðóçêè íà
òîðöàõ öèëèíäðà. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â [6] ïðèâîäèòñÿ
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷å-
òû òåðìîíàïðÿæåíèé. Ðàñ÷åòû ïî îïèñàííîìó âûøå
àëãîðèòìó ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíè-
åì èç [6] (ðèñ. 2-4). Íà ðèñóíêàõ äàíû ïîëÿ
íàïðÿæåíèé rr , , zz , íîðìèðîâàííûå ê
âåëè÷èíå

)1(8
)1(1 cGk .                 (37)

Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæå-
íèé ñîîòâåòñòâóþò ñæàòèþ, ïîëîæèòåëüíûå – ðà-
ñòÿæåíèþ.

R
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Ðèñ. 1. Ëèíèè óðîâíÿ òåìïåðàòóðû â êðèñòàëëå
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Ðèñ. 2. Òåðìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ 1/ krr  (z = 0)
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Ðèñ. 3. Òåðìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ 1/ k  (z = 0)
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Ðèñ. 4. Òåðìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ 1/ kzz  (z = 0)

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîèçâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîëåé òåð-
ìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â ñëèòêå
ïðè âûðàùèâàíèè ìîíîêðèñòàëëîâ ìåòîäîì ×îõ-
ðàëüñêîãî. Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî òåðìîóïðóãèå
íàïðÿæåíèÿ ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíî óìåíüøåíû
ïóòåì ïîäáîðà êîíôèãóðâöèè òåïëîâîãî ïîëÿ, óñ-
òðàíÿþùåãî èëè âûðàâíèâàþùåãî ñèëüíûå òåïëî-
ïîòîêè ñ ïîâåðõíîñòè îáðàçöà.

Ëèòåðàòóðà: 1. Òåâÿøåâ À.Ä., Ñóçäàëü Â.Ñ., Áîðîäàâêî
Þ.Ì., Ïåëèïåö À.À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðìîóï-
ðóãèõ íàïðÿæåíèé ïðè ðîñòå êðèñòàëëîâ // Ðàäèîýëåê-
òðîíèêà è èíôîðìàòèêà. 2002. ¹ 2. Ñ. 27-33. 2. Èíäåíáîì
Â.Ë., Îñâåíñêèé Â.Á. Òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå èññëåäîâàíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ íàïðÿæåíèé è äèñ-
ëîêàöèé ïðè ðîñòå êðèñòàëëîâ // Â êí.: Ðîñò êðèñòàë-
ëîâ. Ì.: Íàóêà, 1980. Ò.13. Ñ. 240-251. 3. Øàøêîâ Þ.Ì.
Âûðàùèâàíèå ìîíîêðèñòàëëîâ ìåòîäîì âûòÿãèâàíèÿ,
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