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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ñïåöèàëüíûõ êëàñ-
ñîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ – êîìïîçèöèîííûõ
îáðàçîâ. Îñíîâîé êëàññèôèêàöèè ñëóæàò ââåäåííûå
áàçîâûå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà. Ïîäðîáíî èññëå-
äóåòñÿ îäèí èç êëàññîâ – êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê.
Àíàëèçèðóþòñÿ âîçìîæíîñòè åãî èñïîëüçîâàíèÿ â ìî-
äåëÿõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Àêòóàëüíîñòü

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ ñëîæíóþ êîì-
áèíàòîðíóþ ïðèðîäó, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ, àäåêâàòíî îïèñûâàþùèõ îáëàñòè äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé óêàçàííûõ çàäà÷ [1-4]. Ê îïèñûâàå-
ìîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ìíîãèå ýêñòðåìàëüíûå çà-
äà÷è ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ äèñêðåò-
íûìè ïàðàìåòðàìè [4]. Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé òðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå è êîíñòðóê-
òèâíîå îïèñàíèå êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëà-
äàþùèõ íåîáõîäèìûìè êîìáèíàòîðíûìè ñâîé-
ñòâàìè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ýòîãî íóæíî ïîñò-
ðîèòü êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà, âûõîäÿùèå çà
ðàìêè èçâåñòíûõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ñîçäàíèå êîíñò-
ðóêòèâíûõ ñðåäñòâ îïèñàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè è èõ êëàññèôèêà-
öèÿ.

Îäèí èç ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ, îáëàäàþùèõ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàí
ñ ïîíÿòèåì êîíôèãóðàöèè, ò.å. îïðåäåëåííûì îá-
ðàçîì çàäàííîãî îòîáðàæåíèÿ, ââåäåííûì â ðàáîòàõ
Ê.Áåðæà [3]. Äðóãîé ñïîñîá îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè
òåîðèè ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà [3], â ðàìêàõ êîòîðîé
ïðîèçâîäèòñÿ ôîðìàëüíîå îïèñàíèå êîíôèãóðà-
öèé è ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ êîìáè-

íàòîðíàÿ ñõåìà. Îíà ïîçâîëÿåò ñ åäèíûõ ïîçèöèé
îïèñûâàòü ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà.

ßâëÿÿñü óíèâåðñàëüíûì ñðåäñòâîì îïèñàíèÿ øè-
ðîêîãî êëàññà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáùàÿ
êîìáèíàòîðíàÿ ñõåìà äàåò ýôôåêòèâíûå ðåøåíèÿ
òîëüêî äëÿ ðÿäà ïðîñòûõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ. Ïðèìåíåíèå äàííîé ñõåìû äëÿ îïèñàíèÿ
êîíôèãóðàöèé, èìåþùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîð-
íóþ ñòðóêòóðó, ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì ïîñòðîåíè-
ÿì, íåïðèìåíèìûì íà ïðàêòèêå [3].

Åùå îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïèñàíèé êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ ñ çàäàííûì íàáîðîì ñâîéñòâ
ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì ïîëèêîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà
[5]. Ïðè îïèñàíèè ïîëèêîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
íåîáõîäèìî çàäàíèå è ó÷åò êîíêðåòíûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûìè äîëæíî îáëàäàòü ìíî-
æåñòâî. Äëÿ ñëîæíûõ êîìáèíàòîðíûõ êîíñòðóê-
öèé ýòî òàêæå ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì ðåçóëüòàòàì.

Àëüòåðíàòèâîé óêàçàííûì ïîäõîäàì äëÿ îïèñàíèÿ
è èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà êîì-
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ìîæåò ñëóæèòü ìåòîä ïîñò-
ðîåíèÿ êîìïîçèöèîííûõ îáðàçîâ ( k -îáðàçîâ) êîì-
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îïèñàííûé â [6]. Èäåÿ
ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóòåì çàäàíèÿ êîí-
ôèãóðàöèé èëè ñ ïîìîùüþ îáùåé êîìáèíàòîðíîé
ñõåìû ôîðìèðóåòñÿ îïèñàíèå êîíå÷íîãî íàáîðà
áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Íà ýòîé îñíîâå
ñòðîÿòñÿ k -îáðàçû êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, ò.å.
êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþùèå ýëåìåí-
òû êîòîðûõ ñàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äðóãèõ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìûõ íà ïðàêòèêå îïèñàíèé ïðè
ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ çàäà÷, èìåþùèõ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòó-
ðó.

Â îòëè÷èå îò îáùåé êîìáèíàòîðíîé ñõåìû, ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ k -îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
îáëàäàåò ìåíüøåé óíèâåðñàëüíîñòüþ. Îí ïîçâîëÿ-
åò ñòðîèòü êëàññû êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îïðå-
äåëÿåìûå çàäàííûì íàáîðîì áàçîâûõ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå
íàáîðà áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ è îïèñà-
íèå íà åãî îñíîâå ìíîæåñòâà êëàññîâ k -îáðàçîâ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.
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Äàäèì îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ êîíôèãóðàöèè, ââå-
äåííîå Ê.Áåðæåì è ïðèâåäåííîå â [3].

Ïóñòü X {1,2,...,m} , 1 2 nY {y , y ,..., y }  è ïóñòü íà

Y  çàäàí ñòðîãèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê:

1 2 ny y ... y . Îòîáðàæåíèå : X Y , óäîâëåò-
âîðÿþùåå çàäàííîìó êîìïëåêñó îãðàíè÷åíèé ,
íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèåé. Îãðàíè÷åíèÿ  îïðå-
äåëÿþò íåêîòîðûé êëàññ êîíôèãóðàöèé, ñîñòàâëÿ-
þùèõ êîíêðåòíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îñíîâûâàÿñü íà ïîíÿòèè êîíôèãóðàöèè, ñôîðìè-
ðóåì îïèñàíèå íàáîðà áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ. Â ýòîò íàáîð âêëþ÷èì êëàññû êîíôèãó-
ðàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâàì, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ýôôåêòèâíî îïèñàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì óêà-
çàííûõ ñðåäñòâ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ðàññìîòðèì
êîíôèãóðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàì,
ðàçìåùåíèÿì, ñî÷åòàíèÿì è êîðòåæàì. Îòìåòèì,
÷òî ïîñòðîåíèå äàííûõ êîíôèãóðàöèé, âêëþ÷àþ-
ùåå çàäàíèå îòîáðàæåíèé  è íàáîðà îãðàíè÷åíèé

, ïðîâåäåíî, íàïðèìåð, â [3]. Òàêèì îáðàçîì, â
íàáîð áàçîâûõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðà-
öèé (áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ) âêëþ÷èì
ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê

nkP  èç n  ýëåìåíòîâ, k  èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû; îáùåå
ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé k

nA  èç n  ýëåìåíòîâ ïî k ;
ìíîæåñòâî ñî÷åòàíèé k

nC  èç n  ýëåìåíòîâ ïî k ;
êîðòåæ nmT  èç n  ýëåìåíòîâ, m  èç êîòîðûõ
ðàçëè÷íû [4]. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü ñôîðìèðî-
âàííûé íàáîð áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
îòêðûòûì, äîïóñêàÿ âîçìîæíîñòü åãî ðàñøèðåíèÿ
ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ k - îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ.

Èñïîëüçóÿ ïîäõîä, îïèñàííûé â [6], ïîñòðîèì
âñåâîçìîæíûå êîìïîçèöèîííûå îáðàçû áàçîâûõ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå
ââåäåííîãî â [6] ïîíÿòèÿ k - îáðàçà êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ.

Ïóñòü 1 2 nA {x , x ,..., x } . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

X , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A .
Âûáåðåì 1 2 k

x (x , x ,..., x ) X . Ïîñòðîèì áàçî-
âîå êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî xY , ïîðîæäåííîå
íàáîðîì x . xY  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî êîí-
ôèãóðàöèé, îïðåäåëÿåìîå ìíîãîçíà÷íûì îòîáðà-
æåíèåì Y : X Y , ãäå xY , xY X . Ïóñòü

áàçîâûå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà i
i ij
j Y

Y (z )
ïîðîæäåíû íàáîðàìè 

i
ij i i i

1 2 ikz z ,z ,..., z Z  è ïî-

ñòðîåíû ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå [6], ãäå i i iY
: Z Y ,

i ij ij
i j iY (z ), zY Z , ri J . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

êàæäûé ýëåìåíò ix A  ñàì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýëåìåíò íåêîòîðîãî áàçîâîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíî-

æåñòâà i isi
s s j
j Y

Y (z ) . Îáîçíà÷èì êîìáèíàòîðíîå

ìíîæåñòâî xY  ñ ó÷åòîì ýòîãî ÷åðåç zW . Ìíîæåñòâî

zW  ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè
îòîáðàæåíèé

z W YW (x) ,                  (1)

ãäå Y : X Y , W : Y W , zWW ,
ij i ij

i i jz , x Y (z )Z .

Êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî zW  âèäà (1) íàçûâàåòñÿ
êîìïîçèöèîííûì îáðàçîì ( k îáðàçîì) êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ xY , 1s

jY , 2s
jY , ... , ks

jY , ïîðîæäåí-
íûì ìíîæåñòâàìè 1s jz , 2s jz , ..., ms jz .

Íàçîâåì êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî xY  ìíîæå-
ñòâîì ïåðâîãî óðîâíÿ, à 1s

jY , 2s
jY ,..., ks

jY  - ìíîæå-
ñòâàìè âòîðîãî óðîâíÿ. Êëàññû áàçîâûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíåé ïîëî-
æèì â îñíîâó êëàññèôèêàöèè k - îáðàçîâ êîìáè-
íàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Êîìïîçèöèîííûå îáðàçû êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ, â êîòîðûõ ìíîæåñòâà âòîðîãî óðîâíÿ îòíî-
ñÿòñÿ ê îäíîìó êëàññó (íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâîê),
íàçîâåì îñíîâíûìè; k - îáðàçû, â êîòîðûõ ìíîæå-
ñòâà âòîðîãî óðîâíÿ îòíîñÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì êëàñ-
ñàì, íàçîâåì ñìåøàííûìè. Åñëè ìíîæåñòâà ïåðâî-
ãî è âòîðîãî óðîâíÿ îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó êëàññó, òî
òàêèå k - îáðàçû íàçîâåì îäíîðîäíûìè.

Äàëåå ðàññìîòðèì êëàññèôèêàöèþ îñíîâíûõ êîì-
ïîçèöèîííûõ îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ,
ïîðîæäåííûõ ñôîðìèðîâàííûì âûøå íàáîðîì
áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Êëàññû k -
îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ îïðåäåëèì â
çàâèñèìîñòè îò êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïåðâîãî
è âòîðîãî óðîâíåé. Ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè
çàíåñåì â òàáëèöó.

Îòìåòèì, ÷òî êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà áàçîâûõ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêèìè êîìáèíàòîðíûìè ìíîæåñòâàìè, èññëå-
äîâàíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð, [1-4]. Â
ìîíîãðàôèÿõ [2,4] èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà áàçîâûõ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïðè èõ îòîáðàæåíèè â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Óêàçàííûå êîìáèíàòîð-
íûå ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå îáëàñ-
òåé äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ðÿäà çàäà÷ êîìáèíàòîð-
íîé îïòèìèçàöèè. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ âî
ìíîãîì îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé è êîìáèíàòîð-
íûìè ñâîéñòâàìè èõ ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé.

Èññëåäîâàíèå ïðèâåäåííûõ âûøå êëàññîâ k - îá-
ðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü ïðîâå-
äåíî íà îñíîâå èçâåñòíûõ ñâîéñòâ áàçîâûõ êîìáè-
íàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Íà çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îïè-
ñàíèåì è èññëåäîâàíèåì k -îáðàçîâ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü çíà÷èòåëü-
íóþ ÷àñòü ïîäõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì çàäà÷ íà
êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ [2,4].
Òàê,  ìíîæåñòâà êîðòåæåé ïåðåñòàíîâîê è êîðòåæåé
ðàçìåùåíèé, èçâåñòíûå êàê ìíîæåñòâà ïîëèïåðå-

ñòàíîâîê s
kP (G,H)  è ïîëèðàçìåùåíèé ks

nA (G,H)
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[4], èññëåäîâàíû íà îñíîâå êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ ïåðåñòàíîâîê è ðàçìåùåíèé.

Ðàññìîòðèì êëàññ k - îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ – êîìïîçèöèþ ïåðåñòàíîâîê. Ïóñòü êîìïî-
çèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ nkP ,

1 1m kP , 2 2m kP , ... , n nm kP  ïîðîæäåí ìíîæåñòâàìè

1
1 1 1
1 2 m{a ,a ,..., a } , 2

2 2 2
1 2 m{a ,a ,...,a }, ..., n

n n n
1 2 m{a ,a ,..., a } .

Çäåñü nkP  – ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç n  ýëåìåí-

òîâ, k  èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè, j 1
ia R ,

imi J , nj J . Òàêîé k -îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ íàçîâåì êîìïîçèöèåé ïåðåñòàíîâîê è îáîçíà-

÷èì PW . Ñîãëàñíî [6], ìîùíîñòü ìíîæåñòâà PW

ñîñòàâëÿåò 
1 1P nk m kCard W Card P Card P ...

n nm kCard P . Ïðè ýòîì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïåðå-
ñòàíîâîê çàâèñèò îò êðàòíîñòåé ïîðîæäàþùèõ
ýëåìåíòîâ è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

nk
1 2 k

n!M Card P
n ! n ! ... n ! ,

ãäå 1 2 kn , n ,..., n  – êðàòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîðîæäàþ-

ùèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà nkP .

Ìíîæåñòâî PW  ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ Pw W  âèäà

1 2 nw (w , w ,..., w ) , ãäå 
1 2 m j

j j j
i s s sw (a ,a ,..., a ) ,

imi J , nj J . Â íàáîðå 1 2 nw , w ,..., w k  ýëåìåíòîâ

ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè, ñðåäè ýëåìåíòîâ

1 2 m j

j j j
s s sa , a ,...,a  ðîâíî jk  ðàçëè÷íûõ. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èíäåêñîâ j j1 2 m m(s ,s ,..., s ) L , ãäå ÷åðåç

kL  îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòà-

íîâîê ýëåìåíòîâ èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà kJ .

Îñóùåñòâèì îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà PW  â åâêëè-

äîâî ïðîñòðàíñòâî NR , ãäå 
n

i
i 1

N m . Ñîãëàñíî [4]

îòîáðàæåíèå çàäàäèì â âèäå:

Nf : RW 1 2 Nw (w , w ,..., w ) ,

N
1 2 Nx f (w) (x , x ,..., x ) R , i ix w , Ni J .

Îáðàç ìíîæåñòâà PW  â ïðîñòðàíñòâå NR  îáîçíà-

÷èì 1 2 nn,m m ...mEW  èëè äëÿ êðàòêîñòè NEW . Èññëå-

äóåì ñâîéñòâà êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê PW  ïðè

îòîáðàæåíèè f  â ïðîñòðàíñòâî NR : N PEW f (W ) ,
N

NEW R . Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà NEW  ÿâëÿþò-

ñÿ âåêòîðû Nx R  âèäà:

1 2 n1 2 N i i ix (x , x ,..., x ) (e ,e ,..., e ) ,       (2)

ãäå 1 2 n n(i , i ,..., i ) L , 1 2 mi

i i i
i s s se (a ,a ,..., a ) ,

j j1 2 m m(s ,s ,..., s ) L , ni J , Nj J . Èç ñïîñîáà ïîñò-

ðîåíèÿ ìíîæåñòâà PW  ñëåäóåò, ÷òî åãî ýëåìåíòû

ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-
âîê 0Nk

P , ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì

1 n
1 1 1 n n n
1 2 1 2 1 2 Nm mG {a ,a ,..., a ,..., a ,a ,..., a } {g ,g ,...,g } ,

 ñîäåðæàùèì 0k  ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî çíà÷èò,

÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ 0P Nk
W P ,

0N Nk
EW E , ãäå 0 0Nk Nk

E f (P ) . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ìíîæåñòâî NEW  îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, êîòî-

ðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ ìíîæåñòâà 0N k
E  [2,4].

1. Òî÷êè ìíîæåñòâà NEW  ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè
âèäà

jmN n i
i j

i 1 i 1 j 1
x a                  (3)

â ïðîñòðàíñòâå NR .

2. Òî÷êè ìíîæåñòâà NEW  ïðèíàäëåæàò (N 1) -
ñôåðå N 1S  âèäà

N 2 2
i

i 1
(x ) r ,                (4)

ãäå 
jmn i

j
i 1 j 1

a , 
jmn2 i 2

j
i 1 j 1

r (a ) ,

è (N 2) -ñôåðå N 2S , îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé ñîîò-
íîøåíèé (3)-(4).

3. Òî÷êè ìíîæåñòâà NEW  ïðèíàäëåæàò ñèñòåìå
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé âèäà

t t

s s
i j

t 1 t 1
x g ,

ãäå jg G , t t Ni , j J , q p q pi i , j j  ïðè q p ;

sq,p J , Nt J .

4. Ìíîæåñòâî NEW  ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

ïëîñêîñòåé âèäà i jx x 0 , 0mi, j J  èëè

0N N mi, j J \ J , i j , 
n

0 i
i J

m min m .

Îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñèì-
ìåòðèè ìíîæåñòâà 0N k

E  îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñ-
êîñòåé

i jx x 0 , Ni, j J , i j ,           (5)

äîêàçàííàÿ â [4]. Â òî÷êàõ ìíîæåñòâà NEW  êîîð-

äèíàòû ix , 0mi J , 0N N mi J \ J  ïðèíèìàþò çíà-
÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ýëåìåíòàìè òîëüêî îäíîãî
ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê èç 1 1m kP , 2 2m kP , ..., n nm kP .

Êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò ix , ðàâíîå íàèìåíüøåé èç

äëèí êîðòåæåé, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâà i im kP , ni J ,

ãàðàíòèðîâàííî îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ìíîæåñòâîì
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ïåðåñòàíîâîê i im kP . Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êîîðäèíàò

ix , jx , ãäå 0mi, j J  èëè 0N N mi, j J \ J , òî÷åê

ìíîæåñòâà NEW  ñïðàâåäëèâà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû î ñèììåòðèè ìíîæåñòâà 0N k
E  îòíîñèòåëü-

íî ïëîñêîñòåé âèäà (5). Èç ýòîãî ñëåäóåò ñïðàâåä-

ëèâîñòü ñâîéñòâà ñèììåòðèè ìíîæåñòâà NEW .

5. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (2). Çàôèêñèðóåì ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ 1 2 n n(i , i ,..., i ) L . Ñôîð-
ìèðóåì ìíîæåñòâà èíäåêñîâ âèäà:

1 1i iK {1, 2,...,m }, 2 1 1 1 2i i i i iK {m 1, m 2, ..., m m },

..., n 1 2 n 1 1 2i i i i i iK {m m ... m 1, ..., m m

ni... m } .

Ââåäåì ìíîæåñòâî H , ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ âèäà
[4]: 1 2 n( (1), (2),..., (N)) ( , ,..., ) , ãäå j  –
ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

jiK , nj J . Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà G .
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

1 2 n 1 2 NG(i , i ,..., i ) {g ,g ,...,g }
1 1 1 2 2 2 n n n

i i i1 2 n

i i i i i i i i i
1 2 1 2 1 2m m m{a ,a ,..., a , a ,a ,..., a ,..., a , a , ..., a } .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî i 1 2 n NEP (G(i , i ,..., i ), H) EW
âèäà:

i 1 2 nEP (G(i , i ,...,i ), H)

(1) (2) (N){g ,g ,...,g H} .          (6)

Ìíîæåñòâî i 1 2 nEP (G(i , i ,..., i ), H)  âêëþ÷àåò â ñåáÿ

âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà NEW , ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîðÿäêó 1 2 n(i , i ,..., i )  ñëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâ 
i i1 1m kP ,

i i2 2m kP , ..., i in nm kP ïðè ïîñòðîåíèè êîìïîçèöèè

ïåðåñòàíîâîê PW . Êàê ñëåäóåò èç [4], ìíîæåñòâî

i 1 2 nEP (G(i , i ,..., i ), H)  âèäà (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
åâêëèäîâî ìíîæåñòâî ïîëèïåðåñòàíîâîê

n
Nk 1 2 nE (G(i , i ,..., i ), H) , ñòðóêòóðà è êîìáèíàòîðíûå

ñâîéñòâà êîòîðîãî èññëåäîâàíû.

Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ

1 2 n n(i , i ,..., i ) L , ìîæíî ïîñòðîèòü âñåâîçìîæíûå

ïîäìíîæåñòâà i 1 2 n NEP (G(i , i ,..., i ), H) EW , êîëè÷å-

ñòâî êîòîðûõ ðàâíî nkM Card P . Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

M
N i 1 2 n

i 1
EW EP (G(i , i ,..., i ),H)

i 1 2 n 1 2 n nEP (G(i ,i ,...,i ), H), (i , i ,..., i ) L ,   (7)

n
N Nk 1 2 n 1 2 n nEW E (G(i ,i ,..., i ),H), (i , i ,..., i ) L . (8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî NEW  ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê îáúåäèíåíèå M  åâêëèäîâûõ ìíîæåñòâ
ïîëèïåðåñòàíîâîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì 1 2 n n(i , i ,..., i ) L . Ñîîòíîøå-
íèÿ (7)-(8) ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà åâê-
ëèäîâà ìíîæåñòâà ïîëèïåðåñòàíîâîê äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ ìíîæåñòâà NEW .

Â ìîíîãðàôèè [4] îïèñàí ìíîãîãðàííèê ïîëèïåðå-
ñòàíîâîê 1 2 n(G(i , i ,..., i ),H) , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà

n
Nk 1 2 nE (G(i , i ,..., i ), H) , è èññëåäîâàíû íåêîòîðûå åãî

ñâîéñòâà. Íà îñíîâàíèè äîêàçàííûõ â [4] óòâåðæ-
äåíèé ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâà ìíîæåñòâà NEW .

Множества первого уровня Множества второго 
уровня Перестановки nkP Размещения k

nA  Сочетания k
nC Кортеж nmT

Перестановки nkP  Композиция 
перестановок PW  

Размещения 
перестановок 
AP(n, k, N, K)

Сочетания 
перестановок 
CP(n,k, N,K)

Кортеж 
перестановок 

(полиперестановки) 
s
kP (G,H)

Размещения 
k
nA

Перестановки 
размещений 

PA(n,k, N,K)  

Композиция 
размещений  AW  

Сочетания 
размещений 

CA(n,k, N,K)  

Кортеж 
размещений 

(полиразмещения) 
ks

nA (G,H)

Сочетания 
k
nC  

Перестановки 
сочетаний 

PC(n, k, N,K)  

Размещения 
сочетаний 

AC(n,k, N,K)  

Композиция 
сочетаний    CW  

Кортеж сочетаний 
(полисочетания) 

TC(n,k, N,K)  
Кортежи 

nmT
Перестановки 

кортежей   m
nkPT

Размещения 

кортежей   m
nkAT

Сочетания 

кортежей  m
nkCT

- 

Кортежи из двух 
элементов 

2T

Парные 

перестановки m
nkPI  

Парные сочетания   
m
nkAI  

Парные 

размещения m
nkCI  

- 

Êëàññû êîìïîçèöèîííûõ îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
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6. Òî÷êè ìíîæåñòâà NEW  è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêîâ ïîëèïåðåñòàíîâîê

1 2 n(G(i , i ,..., i ),H) 1 2 n n(i , i ,...,i ) L .

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ñî-
îòíîøåíèÿ (8) è èç òîãî, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà

n
Nk 1 2 nE (G(i , i ,..., i ), H)  ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì âåð-

øèí ìíîãîãðàííèêà ïîëèïåðåñòàíîâîê

1 2 n(G(i , i ,..., i ),H) .

7. Äëÿ ìíîæåñòâà NEW  ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-
íèÿ:

N 1 2 n 1 2 n nEW conv ( (G(i , i ,...,i ),H), (i , i ,..., i ) L ) ,

N 1 2 n 1 2 n nEW ( (G(i , i ,..., i ), H), (i , i ,..., i ) L )

N 2S ,

ãäå N 2S  – ñôåðà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(3)-(4).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåïîñðåäñòâåí-
íî âûòåêàåò èç âûðàæåíèé (3), (4) è (8).

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ êîìïîçèöèîí-
íûõ îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Â ðàáîòå ââåäåíû êëàññû êîìïîçèöèîííûõ îáðàçîâ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûå ñ ïîìî-
ùüþ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ, îïèñàííûõ â [6].
Îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñôîðìèðîâàí-
íûõ êëàññîâ k - îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷àòü ðåçóëüòàòû, ìåíåå ãðîìîçäêèå è áîëåå óäîáíûå
äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ çàäà÷,
÷åì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé
êîìáèíàòîðíîé ñõåìîé. Èññëåäîâàí êëàññ k - îáðà-
çîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ – êîìïîçèöèè ïåðå-
ñòàíîâîê. Íà îñíîâå îòîáðàæåíèÿ â åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî ñôîðìóëèðîâàíû ñâîéñòâà êîìïîçè-
öèè ïåðåñòàíîâîê, êàñàþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèé ïî
ïëîñêîñòÿì, ñèììåòðèè, ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå îáúå-
äèíåíèÿ ìíîæåñòâ ñ èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè.

Íàó÷íàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ  ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò
â ïîñòðîåíèè êëàññèôèêàöèè k - îáðàçîâ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ è ôîðìèðîâàíèè îñíîâû äëÿ
ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìíîãèõ çàäà÷,
èìåþùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè è ðåøåíèè äèñêðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè
ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïîñòàíîâêîé è ðåøåíèåì íà
îñíîâå îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ êëàññîâ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè íà êîìïîçèöèîííûõ îáðàçàõ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ.
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ÍÅÂÛÏÓÊËÛÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ

ËÅÑÍÀß Í.Ñ., ÑÌÅËßÊÎÂÀ À.Ñ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîëèãîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
ãðàíèö çâåçä÷àòûõ îáëàñòåé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ,
îïðåäåëÿåìîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì èëè
ìåòðèêîé ×åáûøåâà. Äàþòñÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè
ìåòîäà.

1. Ââåäåíèå

Àêòóàëüíóþ ïðîáëåìó â îáëàñòè îáðàáîòêè äàííûõ
[husdal.com/index.htm] è ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíà-
âàíèÿ è êëàññèôèêàöèè â äèàïàçîíå îò ìåäèöèíû

äî íàóê î çåìëå [1, 2, 3] ïðåäñòàâëÿåò âåêòîðèçàöèÿ
ãðàíèö îáúåêòîâ ïî èõ öèôðîâûì ñíèìêàì. Åå
âîçíèêíîâåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå
ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé, çàíèìàþùèõ äî 12 ÌÁ,
ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü êàê ñàìîãî àíàëèçà, òàê è
õðàíåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ åãî ðåçóëüòàòîâ. Ïîýòî-
ìó ïîñëå ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé çåìíîé ïîâåð-
õíîñòè, îáëà÷íîñòè, ñîëíå÷íûõ ïÿòåí, ðàäóæêè è
èíûõ îáúåêòîâ îáðàçû àíàëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ
ïðåäñòàâëÿþò â âèäå çàìêíóòûõ êîíòóðîâ èëè
ëèíèé [1]. Îäíàêî èõ ïîïèêñåëüíîå îïèñàíèå
òàêæå îáëàäàåò ÷ðåçìåðíîé èçáûòî÷íîñòüþ, â ñâÿçè
ñ ÷åì âîçíèêàåò çàäà÷à èõ àïïðîêñèìàöèè ëîìàíû-
ìè [4] è ðåæå, èç-çà ñëîæíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ,
– ãëàäêèìè êðèâûìè. Âûäâèãàåìîå ïðè ýòîì
òðåáîâàíèå îïåðàòèâíîé àâòîìàòèçàöèè îáóñëîâëå-
íî îãðàíè÷åííîé âîçìîæíîñòüþ ïðèâëå÷åíèÿ ñïå-
öèàëèñòîâ äëÿ îïåðàòèâíîãî àíàëèçà áîëüøèõ îáúå-


