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НОРМАЛИЗОВАННЫЕ СОСТОЯНИЯ И ДЕСКРИПТОРНЫЕ НЕЙРОСЕТЕВЫЕ 
МОДЕЛИ ПЕРЕХОДНЫХ РЕЖИМОВ НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ.-1

Трудность теоретического и численного анализа переходных процессов в нелинейных, ра­
диотехнических цепях часто приводит к тому, что для каждой конкретной цепи индивидуаль­
но выбираются метод исследования и переменные состояния. Здесь предлагается некоторый 
<20щий"метод исследования нелинейных цепей с любым числом сосредоточенных элементов 
определенного класса -  емкостей, индуктивностей, в том числе взаимных многополюсных, не­
линейных сопротивлений и нелинейных проводимостей. Основные шаги метода излагаются 
в двух частях, из которых состоит данная работа. В первой части после некоторого унифици­
рованного выбора переменных состояния и исключения остальных токов и напряжений, полу­
чаются уравнения переходных процессов в виде системы полулинейных дифференциально- 
алгебраических уравнений. Производные переменных присутствуют только в линейных частях 
уравнений, однако в общем случае систему нельзя разрешить относительно производных. 
В векторной записи системы при векторе производных может стоять необратимая (вырожден­
и я )  квадратная матрица. Далее делается эквивалентная замена переменных, существенно уп­
рощающая линейную часть уравнений и приводящая их к нормальной (канонической) форме 
К. Вейерштрасса. При такой нормализации уравнений аналитическая сложность нелинейных 
частей не возрастает, так как замена линейна.

Во второй части работы производится нормализация разностно-алгебраической системы 
уравнений, полученной путем конечно-разностной аппроксимации уравнений состояний. 
На следующем шаге нормализованные разностно-алгебраические уравнения моделируются 
с помощью дескрипторной нейронной сети, которая представляет собой определенное соеди­
нение динамических и статических нейронов. Анализируются структурные, динамические 
и функциональные свойства нейронной сети. Преобразования этих свойств путем обратной 
замены переменных позволяют указать некоторые «базисные» нелинейные зависимости в тер­
минах переменных состояний исходной цепи. Указывается алгоритм последовательного 
вычисления состояний цепи в дискретные моменты времени, а в ряде случаев -  явные анали- 
шческие формулы для состояний. Все ш ага предлагаемого метода излагаются на примере 
модельной цепи с четырьмя линейными дифференциальными элементами и четырьмя нели­
нейными элементами-

Полулинейные дескрнпторные динамические уравнения переходных режимов
Модельная цепь на рисунке представляет собой двухполюсник с заданным входным на­

пряжением £ /(/), двумя емкостями С ., двумя нелинейными утечками g | , взаимной индук­

тивностью и двумя нелинейными потерями ф -  1.2 :

В качестве переменных динамического состояния цепи выбираются токи на индуктив­
ностях и напряо1сения на емкостях. Для цепи на рисунке вектор состояния л (Г) является че- 
тырехмерным:

Введение

Ь } > О, 1Р > 0  * *

о (У ,) . ' ^ , = Ф Д Ц )

(I)
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*(<; = ( /,(< )./ ( 0 .и Г1(г ) ,и Сг( о У , (2)

в то время как общее количество токов и напряжений всех девяти ветвей цепи равно 18. 
В общем случае полную систему уравнений Кирхгофа можно записать, например, с помо­
щью фундаментальных матриц'циклов и сечений графа-цепи. В модельной цепи получится 
9 уравнений Кирхгофа. Исключая из них внешний ток / ,  токи 2 , напряжения и . , полу­

чим следующие четыре уравнения законов сохранения (у  = 1,2);
и , - и с> = - и %, и С1- и Г!= и ( 0 ,  / Г| +  / Г; +7, + / ,  = —1^ - .

Подставляя в них выражения для , / с , и % ! /у из (1), получаем искомую систему диф­

ференциально-алгебраических уравнений относительно динамических переменных (2);
г <41. т сП2 Г7

с!{ + #  г‘ — С 1 '

и  С, - и  с, = и ( 0

С,
сЮс

Л

сШ
+ С2 — р  + 11+12 = - §1( и сГ ) - §2( и с,)

ш

Двухполюсник с нелинейными сопротивлениями <р£ и проводимостями ,к = 1.2.

Система дифференциально-алгебраических уравнений (3) имеет векторную форму

А ^ -  + Вх(1) = / ( і ) + у(х
Ш

относительно вектора состояний х ( і )  (2), Здесь

О 0 -1 О 
0 0 0 -1  
0 0 1 - 1  

1 1 0  0

А =

А Аз 0

о

Аз А 0 0
0 0 0 0

0 0 с \ с 2_

, в  = , у(х) =

(Рі (хі) 
Ср2 С̂ 2 )  

О

1 1
о

1

II•Ка 0

1 О 1__

(3)

(4)

Обе матрицы А ,В  необратимы: (1е1 Л = 0 гс1е( В = 0 . При этом r a n g A - 2  вследствие 
соотношения параметров в (1).

Зам ечание 1. М ы не исключаем из переменных состояния (2) одно из напряжений и с

с помощью третьего уравнения в (3) по двум причинам. Во-первых, возможность этого ис­
ключения присуща именно конкретной цепи на рисунке, а наша цель -  описать универсаль­
ный алгоритм анализа рассматриваемого класса цепей. Во-вторых, исключение третьего

54 }SSN 0485-8972 Радиотехника. 2009. Выи. 157



уравнения из системы (3) и переход к трех компонентному вектору состояний не изменит тип 
системы уравнений: она останется неразрешимой относительно производных состояний и в 
ее векторной форме (4) новая матрица Л (ЗхЗ) также будет необратимой.

Динамические системы вида (3) с уравнениями, не разрешимыми относительно произ­
водных, в теории управления называются дескрипторными  [1].

Резонансно-частотные и резольвентные характеристики уравнений состояний
Анализ переходных режимов в цепи сводится к исследованию решений задачи Коши для 

уравнения (4) с начальным условием

Л'(0) — х0 , Xq — (-Tq, , Лщ, ) . (5)

Вследствие вырожденное™  матрицы А такая задача Коши .может не иметь реш ения  
при сколь угодно гладкой нелинейной функции у (х ), й даже при \|/ = 0 , (см. пример цепи в
[2]). Для разрешимости задачи (4, 5) необходимо, чтобы начальный вектор х0 принадлежал 

некоторому многообразию Д  в пространстве решений R ^ , причем Д  определяется матри­

цами А,В  и функциями / , у  в (4). В общем случае «-мерного пространства состояний R" 
многообразие Д  допустимы х начальных векторов может иметь .любую размерность: 

О <dimDQ < п . Для линейного  векторного уравнения вида (4) с у  = 0 многообразие Д  до­
пустимых начальных векторов  фактически описывается через нормальную форму К Вейер- 
штрасса для регулярного пучка матриц Х/4 + В , когда характеристический многочлен

a(k) = detQiA + В) (6)

не является тождественным нулем для всех X: а(Х) Ф 0 .

Размерность начального многообразия линейной дескрипторной системы в R." равна 
степени характеристического многочлена: dim Д  = deg а(Х) . Более того, в каждый момент

времени t многообразие Л (/) ~ {%(/), Vx(0) е Д }  значений всех возможных траекторий сис­

темы имеет такую же размерность:
dim  A (t) = deg а(Х), / > 0. (7)

Конечные резонансные частоты Хк линейной части уравнения состояний вида (4) есть кор­
ни характеристического многочлена а ( \ ) .  В отличие от случая явного дифференциального 
уравнения при А = Е  3 здесь сумма кратностей v, корней Хк может бьпгь С}щественно меньше 

размерности пространства состояний R" за счет вырождения матрицы А : ^  vA = deg а(Х) < п .

Тогда соответствующая линейная система имеет бесконечную резонансную частоту X = ос. 
алгебраическая кратность которой vw согласно теории К. Вейерштрасса

V. = пV* = И -  (X). (8)

Таким образом, для переходных режимов линейной цепи с дескрипторным уравнением 
состояний справедлив следующ ий принцип фазового деф ект а .

В пространстве состояний R" коразмерность t -сечения A (t) фазового многообразия всех 
траекторий равна алгебраической кратности v m бесконечной резонансной частоты X = оо ;

Со dim A (() = v^. (9)

Замечание 2. П рактически кратность vw бесконечной резонансной частоты дескриптор- 
dx

ной системы А —  + Bx(t) = 0 может быть вычислена, как алгебраическая кратность собствен- 
dt

ISSN 0485-8972 Радиотехника. 2009. Вып. 157 55



ного числа ji = 0 инверсного пучка + А , то есть как алгебраическая кратность нулевой ре­

зонансной частоты инверсной системы B—  + A y(t) ~ 0.

Кроме параметра размерности dim A ( t ) , конкретная структура фазового многообразия 
Л(£) и, в частности, начального многообразия D0 = Л (0 ) , существенно зависит от корневой 
кратности р  бесконечной резонансной частоты Х ~  со. В терминологии К. Вейерштрасса 

число р  есть максимальная из степеней q бесконечных элементарных делителей пучка 
матриц ХА + В [3, гл. XII, § 2]. В современной теории DAEs число р  называется индексом  
пучка ХЛ + В  [4.6]. Важность индекса р  для характеристики переходных процессов в линей­
ной дескрипторной системе объясняется связью индекса с точной степенной оценкой роста 
частотной резольвенты (ХА + В)~1 левой части (4) при возрастании частоты X —> ео [3,4]:

||(ХЛ + В)-' ||< С - |Х Г '. |X.l>c = mœc|X ,|+e. (10)
. к

Здесь Хк -  конечные собственные числа пучка Х.4 + В  и е > 0 .  Обратно, наименьшее це­
лое р  в опенке нормы резольвенты (10) может служить определением индекса регулярного 
пучка. Индекс равен нулю ( р  = 0 )  тогда и только тогда, когда матрица Л обратима 
(det  44 ^ 0 ) .  В этом случае частотная резольвента убывает при возрастании частоты с гипер-

С
болической оценкой И (Х4 + 2?)”' 11< —̂ , | X|> г, а уравнение (4) после умножения на матрицу

\Х\
сІх

Л~ превращается в явное уравнение, разрешенное относительно производной — . При еди-
dî

ничном индексе ( р - 1 )  резольвента ограничена на высоких частотах и для линейной систе­
мы принцип фазового дефекта (9) уточняется:

VOT = п - rangA => dim A (t) = rangA. (î 1)
Для более высоких индексов р  > 1 размерность фазового многообразия A ( t )  может быть 

как угодно меньше ранга матрицы А :
0 < dim  А (?) < rangA ( 12)

Например, пусть в (4) функция / ( f )  является п раз непрерывно дифференцируемой, 
\|/(зс) = 0 , В = Е и нилыю тентная матрица А имеет элементы Ж = 1 и а. к -  0 при к * i + \. 
Тогда rangA = я - 1 , однако уравнение (4) имеет единственное решение x( t ) ,  фазовое много­
образие А(/) состоит из единственного вектора x ( t) , так что dim  А(?) = 0.

Для нечинейного уравнения  (4) описавше фазового многообразия А (?) и, в частности, 
предыдущие утверждения о его размерности, получаются лишь при специфических ограни­
чениях на компоненты нелинейной векторной функции \|/(х), см., например, [5]. Локальные 
теоремы существования и единственности решения полулинейных уравнений вида (4) полу­
чены в [5, 7, 8], глобальная  теорема для индекса р  < 2 приведена в [9].

Опщцем резонансно-частотные и резольвентные характеристики уравнения (4) для мо­
дельной цепи иа рисунке. Характеристический многочлен здесь

cz(?'v) — det (ХА + Л) — л. ■ Д , Д = Д — 2Zp + L-, = Д "  j . (13)

Следовательно, при условии L, ?= L 2 на индуктивности пучок >*4 + В является регуляр­

ным. Существует единственный конечный резонанс на нулевой частоте: Xf = 0 . Соответст­

вующее собственное подпространство {v0:(0 • А + B)vQ — 0} одномерно и задается собственным 

вектором пучка v0 = (] ,-! , 0.0)"*. Вектор v(, присоединенный к собственному вектору v0, ол-
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редедяется равенством (О А + 5)у, = - А у 0 (с м . [10, с. 319]). Легко проверяется, что это равен­
ство возможно только при условии А -  0 . где число Д определено в (13). Однако, А ^  0 , по­
этому присоединенных векторов V, нет. Следовательно, собственное число 1, = 0 пучка

Х.4 + В имеет кратность V, = 1, алгебраическая кратность бесконечной резонансной час­
тоты равна = 3 и может вычисляться по любой из двух формул (8).

Вычисление обратной матрицы дает следующий вид частотной резольвенты:

П и 2 ( с 1 + с 2 ) X ^ 1 2  ( и  +<Г2 І U x {l X2c x + l 2c 2 ) l 2 L \ 2

- Ь и 2 (с 1 + С2 ) X + u i ( c i + c 2 ) ~ Г Х {1H l + I 12C2 ) L ~ L  1 12

Ln - h Ln ~ Lx ] ~ ^ \ 2 0

L\ 2 ^ L2 h i - h h  2 ~ L2
0

(14)

Очевидно, при больших частотах X имеет место иеулучщаемзя оценка
(ХЛч-В)"' <С|>.|, |Х| > г > 0.

Следовательно, индекс матричного пучка + В равен 2: р  -  іпй(кА + В) = 2 . 

Нормальная форма дескрипториых уравнений состояний
Преобразуем общее ) равнение вида (4) к нормальной форме.. используя приведение мат­

ричного пучка ЇЛ  + В к канонической форме К. Вейерштрасса. Согласно [3, гл. XII, § 2] 
существуют две обратимые квадратные матрицы Р, IV, приводящие семейство матриц 
П  + Й к блочно-диагональной форме:

д и + Л ) ^  = Н + Л # Л  =
'Вт

о
о
я

J

о

о
(15)

Здесь Е/п -  единичная матрица размерности т х т , ./ -  матрица размерности т х т  . 
Н -  блочио-диагоначьная матрица, диагональные блоки которой есть нидытотентные клетки 
Жордана /V, размеров 5( . При этом

0 I о ••• о'

я, =
о 0 1 о

. £ * , = л - л і ,  Я / ' = 0 ,  Я Г ’ ^0 .

0 0 0 ••• I і 

О О О  ••• о
Легко проверить, что индекс р  пучка Ы  + В  совпадает с индексом канонического пучка 

Ц , + В0 и равен р  = тах$,. Следовательно, индекс пучка ХА + В совпадает с индексом ниль-

потентного матричного блока Я  в канонической форме (15): -  0. Н р~1 ^ 0 .
После умножения на матрицу Р  и замены

* (0  =  » М 0 . у{г) = К - 'х { 1) (16)
уравнение (4) преобразуется к следующей нормальной форме:

Aa^ + Bay { t ) ^ P f ( t )  + P 4l(Wy).
dt

(17)

В соответствии с блочной структурой (15) матриц А^,Вй канонической формы разобьем 

произвольный вектор у  -  СиР ...,>л) ,г € К" на две части:
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, У = У а ® У»' У»= 0 ',  V* ) '', >•„ = (уп_  у . )''. (18)
Тогда нормализованное уравнение (17) записывается как пара уравнений, связанных 

через нелинейные функции:

^ + / у а( о = ( р / Х ( о + ( / » Л ^ ) -

d\  ̂ *
и ' ~ і + h ( î ) = ( p / v t ) + ( р ч  w -

(19)

(20)

Уравнение (19) является разрешенным относительно производной 1 , а вся «деск-
ей

рипторность^ исходной системы (4) перенесена на уравнение (20), не разреш енное относи-
(1уЛ()

тельно производной — -— . Здесь матрица Я  нильпотеитна и имеет стандартную жорданов)
<7/

форму, описанную выше.
Для уравнения (4) модельной цепи на рисунке характеристический пучок матриц Ы  -г В 

приводится к канонической форме (15) с помощью матриц

Р = — 
Л

-1 1 -1 0

0 0 і 0 С Г ,Д
' с  Л

Х +  ~ С ~  [ L \ 2 ~ L 2 )
V 1 J s і /

L \ ~  1 \ 2 + ~ с \ 1 \ 2 ~  L l ]
. 0

Cf { L 2 - L n  )  
1 Cf { L r L n )1

1 >

д
Ч

Д і
і__С̂ ' ! 0

С,І, ---- ------
І>2 L |2 0 0

1 СА
А —

0 0
■ г.

0 «1.................
1-2,

С,
с2
С,

0 0 1 1

h -
PI)

Эти приводящие матрицы вычислены в пакете МаЙаЬ с использованием аналитических 

свойств частотной резольвенты (Х4 + £ )  1, спектральных проекторов пучка [2] и методов, раз­

витых в [4]. Матрицы Р Ж  можно также получить чисто алгебраическими методами, вычис­
ляя базисный набор собственных и присоединенных (корневых) векторов пучка [3, гл. XII] 
М атрицы Л0 = РА IV. В0 = Р В \¥  канонической формы

4> =

'1 0 0 0“ 0 0 0 0“
0 0 1 0

■ *о =
0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1_

( 22 )

Следовательно, в блочной структуре (15) т = 1, блоки Ет = 1../ = 0 есть скаляры; 

Еп_м -  Е2, трехмерная нилыготентиая матрица Я  состоит из двух нильпотентных клеток 
Жордана:
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Н  = N,  © N 2 ; ?V,.= °  * (5, = 2); N 2 = 0 (s , = l).

Уравнение (17) есть векторная форма системы скалярных уравнений

1. = -Л _1ы(0 + А '1 [ср, (л-,) -  ф, (х ,)] 
at

2. “ • + >2 (0  = -С ,-' [g, (х, ) + g-2 (A-,)]
£2Г

3 .Л (/) = Д-' + ^-(Л |2- Т )  «(£)+ > (23)

Г с 'I
+Д-' I + - f  ■ ф(д',, х2)

I ^1 /V v'l /

Здесь введено обозначение
Ф и ,  > а*2 ) (7^2 7(2 )ф | (а*] ) +  ( L ,  7] 2 )ф т  (х> ).• (24)

а вместо переменных хк в  правые части равенств (24) следует подставить их выражения 

через у,, (см. (16, 21)):
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