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ОБ АЛГЕБРЕ ПРЕДИКАТОВ 

В статье дана характеристика алгебры предика- 

тов как эффективного средства формального опи- 

сания объектов бионики интеллекта. 

1. Отношения 

Статья является продолжением работы «О био- 

нике интеллекта» (публикуемой в этом же номере 
журнала), в которой понятие предиката существен- 

использовалось при общей характеристике био- 

ки интеллекта. Предикаты — это основной MaTe- 
матический инструмент, предназначенный для 
Формального описания объектов бионики интел- 
лекта. Алгебру предикатов можно рассматривать 
как аналог школьной алгебры в логической мате- 
матике (школьную же алгебру можно отнести к чис- 

ловой математике). Язык алгебры предикатов пред- 

ставляет собой универсальное средство формаль- 
ного описания любых механизмов интеллекта че- 
ловека и машин. Алгебра предикатов — это первая 
ступень формального языка для разработчиков, 
проектирующих средства искусственного интеллек- 
та. Второй ступенью является алгебра предикатных 
операций, которую можно рассматривать как ло- 
гический аналог изучаемой в вузах высшей мате- 

матики (последнюю тоже можно отнести к области 
числовой математики). На языке алгебры предика- 

тов выражаются любые отношения, а на языке ал- 
тебры предикатных операций — любые действия над 

отношениями. 
Отношения выражают свойства предметов и 

связи между ними. Они представляют собой уни- 
версальное средство формального описания любых 
объектов. За две с половиной тысячи JIET науке HE 

удалось обнаружить в мире ни одного объекта, о 
тором можно было бы с уверенностью сказать, 

что он в принципе HE поддается формальному опи- 
санию с помощью отношений. Никакие другие из- 
вестные средства формального описания объектов 
(например школьная алгебра, дифференциальное 
и интегральное исчисление) свойством универсаль- 
ности не обладают. Естественный язык, представ- 
ляющий собой универсальное средство духовного 

общения людей, можно рассматривать как меха- 

низм для выражения отношений. Обращаясь с ре- 

кдругим людям, мы передаем им вполне опре- 
леленный смысл произносимого предложения, KO- 
торый есть ничто иное, как некоторое отношение, 
Обмен мыслями между людьми осуществляется за 
счет передачи и приема отношений. Каждая мысль 
представляет собой какое-то отношение. Мышле- 
ние же есть процесс преобразования отношений, 

получения новых отношений из уже имеющихся. 
Информация, поступающая к нам из внешнего 
мира, имеет вид отношений, характеризующих 
структуру окружающих нас предметов и процес- 
сов, Результатом действий человека BO внешнем 
мире является приведение структуры предметов и 
процессов в соответствие тем отношениям, кото- 
рые были сформированы в уме человека в резуль- 
тате его мыслительной деятельности. 

Научное определение понятия отношения 
сформировал в первой половине XVII века Декарт, 

опираясь на введенные им понятия переменной и 
координатной системы. С помощью последних 
можно ввести понятие предметного пространства. 
Отношения задаются над предметным простран- 
ством. Поэтому прежде мы рассмотрим понятие 
предметного пространства. Входные сигналы, 
предъявляемые испытуемому B экспериментах, от- 
носящихся K теории Т, называются предметамите- 

ории Т. K примеру, в теории цветового зрения че- 

ловека (которая была рассмотрена в упомянутой 
выше работе «О бионике интеллекта») предметами 

служат световые излучения. Непустое множество 
U всевозможных предметов теории Т называется 
универсумом предметов теории Т. 

Примерами универсума предметов могут слу- 
жить множества {1, 2, 3}, {a, B, ¥, 8}, множество 

натуральных чисел; множество всех действитель- 
ных чисел, множество всех л-мерных числовых век- 
торов (например совокупность всех линейчатых 
спектров световых излучений, каждый из которых 

состоит из л линий); множество всех действитель- 
ных функций на отрезке [A),A,] числовой оси (на- 

пример совокупность всех сплошных спектров све- 
товых излучений, каждый U3 которых имеет вид 
некоторой кривой). K примеру, в теории цветово- 

то зрения B роли универсума U выступает множе- 
ство всех световых излучений. В принципе, и пус- 
тое множество можно взять в роли универсума 
предметов. Однако в этом случае получается лус- 
тая теория — B прямом и переносном смысле этого 
слова. Такая теория бесполезна. Это теория ни © 

чем. В пустой теории будет истинным любое ут- 

верждение. 
Введем в рассмотрение предметные переменные 

X3 %350 X,, Теории Т. Здесь символом т обозна- 

чено число предметных переменных. Содержатель- 
HO предметные переменные можно проинтерпре- 
тировать как места предметов, используемые B эк- 
спериментах теории Т. Предметы, занимающие 
определенные места, называются еще иначе состо- 
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яниями этих мест. Если предмет а находится на ме- 
сте x;(i=1,m), 1o говорят, что перемснная X, при- нимает значение а ‚ и пишут х, =а . Приведем при- меры мест и их состояний: температура человека 
в разных точках его тела; цвет зрительного ощуще- ния B разных точках поля зрения: скорость автомо- биля в различные моменты времени; спектральная плотность лучистой яркости светового излучения 
в разных точках его спектра (то есть при разных 
длинах волн электромагнитных колебаний). Сим- вол т интерпретируем как число всех мест, ис- 
пользуемых в теории 7. К примеру, в теории цве- 
тового зрения местами для световых излучений слу- 
жат поля сравнения X;,x,. Их всего два, поэтому 
вданном случае т =2. 

Непустое множество И всевозможных перемен- 
HBIX теории ТНЗЗЫВЭЭТСЯ универсумом переменных 
теории Т. Обычно универсум переменных берут 
конечным. МОЖНО вводить также и бесконечные 
множества переменных, HO в 3TOM ОбЫЧНО не воз- 
никает НеОбХОДИМОСТИ‚ ПОСКОЛЪКУ такие множества 
всегда MOXHO выразить при помощи конечного чис- ла переменных. Например континуальное множе- 
ство переменных можно выразить одной функци- 
ей у= 7(х) ‚ для построения которой используют- 
ся всего две числовые переменные х и . В ре- 
зультате получаем бесконечное семейство! {y,} пе- 
ременных у, с параметром x e R (R — множество 
действительных чисел). Поэтому мы ограничива- 
емся введением конечного У!'ШВБРСУМЗ предметных 
переменных И ={x;,x,,. %, }. К примеру, для тео- 
рии цветового зрения универсумом переменных 
будет множество / ={x;,%,}, где предметные пере- 
менные х, и X, содержательно интёерпретируются 
как поля сравнения в эксперименте, основанном 
на методе нулевого прибора. 

МИногда вводят не одну, а сразу много теорий. 
В этом возникает необходимость, когда изучают 
связи между различными теориями. Бывает, что не- сколько теорий приходится соединять в единуюте- 
орию, в этом случае множества предметных пере- менных отдельных теорий объединяют в единое множество переменных новой теории. Если в тео- 
рии в процессе ее развития вводятся новые пред- метные переменные (B дополнение к тем, которые B ней были введены ранее), To это, строго говоря, требуетперехода клдругой теории, Множество пред- метных переменных — это одно M3 характеристи- ческих свойств теории; если оно изменяется, то при этом изменяется и сама теория. 

‚ Если известно, что X =4,%, =a,...,X, =4, , 10 говорят о наличии набора (@,4y,...,a,) предметов 9,3y,...,4,, › находящихся на местах уа 
Примерами наборов MOTYT служить: 1) линейчатый или сплошной спектры светового излучения (каж- дая линия спектра находится на своем месте; в слу- чае линейчатого спектра место линии представле- 
16 

но ее номером; сплошной спектр содержит в своем составе бесконечное число линий, место каждой линии в HEM представлено своим действительным 
числом); 2) пара цветов, сравниваемых испытуе- Мым на полях сравнения по методу нулевого при- 
бора; 3) цветовая картина, возникающая перед со- 
знанием человека в €ro поле зрения, каждая точка 
которого характеризуется своим цветом; 4) напря- 
женность Электрического nons B различных точках 
пространства; 5) температура в определенной точ- 
ке некоторого тела в различные момёнты времени. 
BMSCTO того, чтобы говорить, что на месте X распо- ложен предмет а, употребляют также выражени! 
«место х находится B COCTOSIHUH а». Как внешний (объективный), так и внутренний (субъективный) 
миры человека устроены единообразно: всюду мы 
обнаруживавм места, находящиеся в определенных 
состояниях. С течением времени состояния мест 
могут меняться. 

Места и их состояния обладают следующими 
характерными свойствами. Не может так случить- 
ся, чтобы некоторое место в какой-то момент вре- мени не находилось ни в KAKOM состоянии, иначе говоря, чтобы на заданном месте не присутствовал какой-либо предмет. Еще в У в. 10 н. o, древнегре- 
ческий философ Парменид обнаружил, что поня- 
THE места, не имеющего никакого СОСТОИНИЯ‚ ло- 
гически противоречиво‚ Это положение он выра- 
зил следующими словами: «Вы говорите, что пус- 
тота есть. Следовательно, пустота — не ничто. Сле- 
довательно она — He пустота». Не бывает и такого, 
чтобы сразу несколько предметов одновременно занимеали одно и то же место. Если какой-то пред- мет занимает некоторое место, то никакой другой предмет в данный момент времени там находиться 
уже He может. С первого взгляда такое утвержде- ние кажется ложным. В самом деле, мы знаем, Ha- пример, что одна и та же точка тела может одно- 
временно испускать монохроматические световые 
лучи разной длины волны. Это наводит на мысль о 
TOM, что одно и TO же место в какой-то MOMEHT 
времени может одновременно „находиться во MHO- гих состояниях. Но, вникнув в суть сказанного, мы 
обнаруживаем, что укаждого такого светового луча имеется свое место на шкале длин волн. 

Чтобы избежать противоречий, все состояния, 
обнаруженные якобы на одном и TOM же месте, при- ходится объединять B одно многокомпонентное со- 
стояние. ИСХОДНЫЗ XK€ состояния теперь становят- ©я компонентами некоторого векторного состоя- ния, причем для каждого компонента такого век- 
тора всегда НЗЙДСТСЯ свое место. ВСДЬ если предме- ты, которые кажутся расположенными на одном и том же месте, отличны друг от друга, то всегда най- дется различающий их признак. Тогда ничто не сможет помешать нам принять значения этого при- знака в качестве мест для данных предметов. Так, 
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например, отдельные спектральные линии в свё- 
товом излучении объединяют в одно сложное (век- 
торное) состояние, называемое спектром. В роли 
местдля спектральных линий можно принять дли- 
ны волн соответствующих монохроматических свё- 
товых излучений. Термин «место», таким образом, 

иногда приходится понимать в обобщенном смыс- 

ле. Не обязательно место понимать как точку втрех- 
мерном физическом пространстве. Местом, к при- 

меру, может быть некоторый момент времени, от- 

метка на шкале частот, порядковый номер, одно K3 

полей шахматной доски. 

Понятие набора не совпадает с понятием мно- 
жества. Например множество {a,b} не изменится, 

если B его записи поменять местами предметы а и 

b; однако набор (a,b) после выполнения той Xe 

операции становится HHBIM. He совпадает понятие 

Набора и с понятием упорядоченного множества, 

то есть такого множества, на котором введено ка- 

кое-нибудь отношение порядка. К примеру, мно- 

жество чисел «1,2,3», упорядоченное отношением 

<, после перестановки B его записи символов 1и 2‚ 

уже не будет упорядоченным относительно отно- 

шения <. Набор xe предметов (1,2,3), после вы- 

полнения той же операции, останется набором, 

хотя и иным. Ближе всего к понятию набора под- 

ходит математическое понятие последовательнос- 

ти, которое определяется как функция с произволь- 
выбираемъгм множеством значений, заданная 

множестве натуральных чисел. Понятие набора 
обобщает понятие последовательности. Ero мож- 
о определить как функцию, отображающую про- 
иВОЛЬНО выбранное множество У элемёнтов, на- 

зываемых местами, в произвольно. выбранное MHO- 

жество U элементов, называемых предметами (или 

стояниями). Можно сказать и иначе: набор есть 

дексированное множество предметов {y,} 

xeV,yel). 

Если a,4),...,0, €U И Х, = @Х, =0,...%, =y, 
то пишут (4;,0y,...,4,) €U™ и говорят, что набор 

че— вектор, кортеж) (8;,a,,...,a,) принадле- 

жит предметному пространству (/". Число т на- 
зывается длиной набора (или размерностью векто- 

. Запись ™ читается « () в (декартовой) степе- 

т». Если множество У` выбрано конечным, то 
предметное пространство называется конечномер- 

в противном случае — бес›сэнечномвркьии. Час- 

то сами переменные используют в роли их значе- 

. В этом случае вместо (а,а),...„а„) пишут 

555X, ) . Что именно имеется в виду в каждом 

кретном случае такой записи — переменные или 

значения, определяется читателем по контек- 
сту. Пространство ™ теории Тобразовано U3 все- 

‹ожных наборов (х,,Х)»..,Х„ ), КаЖдый U3 KO- 

‹ составлен из предметов х|,Х),..,Х,„ Теории 
Число т называется размерностью пространства 

- Оно должно совпадать с числом всех мест, ис- 

пользуемых в экспериментах теории Т. Любое под- 
множество Рпространства U™ называется т-мест- 
ным отношением, заданным над U™ . Примером от- 
ношения B теории цветового зрения может служить 
множество пар равноцветных световых излучений. 

Понятие отношения можно обобщить. Сделать 
это можно следующим образом. Произвольно вы- 
берем т каких-нибудь непустых необязательно 

различных подмножеств A ,4,,...,4, универсума 

U . Образуем множество $ всевозможных набо- 

ров (х,,х»».»х,„), составленных M3 предметов 

X, е4) € A,...,X,, € А„ . Так определенное множе- 
ство & называется декартовым произведением мно- 
жеств 4,,4,,....А,. OHO записывается в виде 
S =A x Ay x...x 4, . Множество $ называется так- 
же подпространством предметного пространства 
U™. Множества A, 4,,...,A, называются коорди- 

натными осями подпространства $. Отношения 
можно задавать не только над всем пространством 
U™, но также и над любым из его подпространств. 
В этом случае набор множеств 4, 4,.,...,4, опреде- 

ляет тип отношения. Отношение типа (4, 4y, А„ ) 

определяется как подмножество декартова произ- 
ведения A х , х...х A, . Отношения, заданные на 
одном и том же декартовом произведении, называ- 
ются однотипными. Если тип отношения опреде- 
лен, то конкретный универсум U пространства 
можно не указывать. Достаточно довольствоваться 
возможностью его введения. В роли универсума 
можно использовать любое множество, охватыва- 
зющее объединение множеств 4, 4),..., 4, . В част- 
ном случае, принимая A =4, = А„ =U ‚ прихо- 

дим к первоначально введенному нами понятию 
предметного пространства, 

Рассмотрим пример отношения. Пусть 

U={123456, V=lx.xn}, m=2, 4={234, 
4, ={3,4,5,6}. Подпространство §=4 x4, есть 
множество всех пар вида (х,‚*,) , удовлетворяю- 
шщих условию X, е4,х, 4) : 5 = {(1,3), (1,4), (1,5), 

(1,6), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), 
(4,3), (4,4), (4,5), (4,6)}. Декартово произведение 

S состоит U3 4х 4 =16 двухкомпонентных вёкто- 

ров. В роли отношения Р берем какое-нибудь одно 

из его подмножеств, например, Р={(1,6), (2,4), 

(3,3), (4,3), (4,4)}. Всего в подпространстве $ мож- 
но образовать 2' = 65536 отношений. Отношение 

@, He содержащее ни одного вектора, называется 
пустым, отношение; образованное U3 всевозмож- 
ных векторов подпространства $ , — полным. 

Остановимся особо на одноместных и двумест- 
ных отнощениях. Если в записи одноместного от- 
ношения убрать круглые скобки, то получится за- 
пись соответствующего ему множества, например, 
из отношения {(1),(3),(4)} получаем множе- 

ство{1,3,4}. Такие отнощения и множества взаим- 

но однозначно связаны друг с другом, поэтому их 
можно He различать. В дальнейшем, для краткос- 
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TH, вместо одноместных отношений будем запи- 
сывать соответствующие им множества. Двумест- 
ные отношения удобно наглядно представлять 
в виде двудольных графов. Ниже для примера на 
рис. 1 изображен двудольный граф отношения 
Р ={(1,6), (2,4), (3,3), (4,3), (4,4)}. Каждой паре, 
входящей в состав отношения, соответствует свое 

ребро графа, которое соединяет его вершины, по- 
меченные именами компонентов этой пары, 

ot % 

1 3 

42 *а 
3 . 5 

4 6 

%) 

Рис. 1 

Это же отношение можно представить в виде 
графиков (puc. 2, 3) и таблиц (табл. 1, 2) различно- 
го вида. 

%2 

6 Fsn) 
ь Таблица | 
& х [1]2]3]4]4 

3 
RN aa X | 64334 

4 Plx,%) 

Puc.2 

* Таблица 2 

Pn,x3 X% [V 
6 
5 s 

4y 2.4 
3 3 3 

A P23 4 4 3 

7 4 | 4 
Рис. 3 

ДЛЯ выражения мт -местных отношений ис- 

пользуются м -мерные графики и таблицы ¢ m 
строками или т СТОЛбЦЗМИ. 

Любое отношение можно содержательно про- 
интерпретировать как знание о факте, выражен- 
ное некоторым высказыванием. Факт — 3TO одно- 

значная характеристика набора наблюдаемых со- 
стояний заданной совокупности MECT. Знание же о 
факте He всегда обладает такой однозначностью, 
оно задает лишь некоторое множество возможных 
вариантов наборов состояний MECT, то есть какое- 
то отношение. Факт однозначно характеризуется 
множеством, состоящим из одного набора состоя- 
ний мест. Ничем иным факты и знания быть не 
могут. Проинтерпретируем, к примеру, этим спо- 
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собом записанное выше отношение P . Заданы два 
места X, и X,. Изначально известно, что состоя- 
ния места X, не могут выходить за пределы множе- 
ства {1,2,3,4}, а состояния места X, — за пределы 
множества {3,4,5,6}. Отсюда следует, что с camoro 
начала число возможных наборов состояний огра- 
ничено 16-ю парами. Предположим, что факт (то 
есть пара состояний MECT X, и X, , имеющих MECTO 
B ueficmn‘rmu—mc‘m) наблюдателю неизвестны. 

Объективно же факт всегда характеризуется какой- 
то вполне определенной парой состояний, напри- 
мер, парой (4,3). 10 означает, что место X, нахо- 
дится в состоянии 4, а MECTO X, — в состоянии 3. 
Но наблюдатель этого не знает, он располагает 
лишь знанием о фЗКТВ, выраженным отношением 

P={(1,6), (2,4), (3,3), (4,3), (4,4)}, которое сужает 
множество возможных пар состояний с 16 до 5. 
Опираясь на это знание, наблюдатель заключает, 
что пары состояний (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), 
(2,6), (3,4), (3,5), (3,6), (4,5), (4,6) не имеют места в 
действительности. Эту информацию он может ис- 
пользовать в своих рассуждениях при выработке 
каких-либо решений. 

ВЫСКЛЗЫВОИЦЗ о фаКТВ может быть ИсТИННЫМ 

или ложным. Оно истинно, если характеризующее 

его отношение содержит в себе факт, то есть набор 
состояний MECT, имеющий место в действительно- 
сти, и ложно B противном случае. Например, если 
факт характеризуется парой (4,3), то высказыва- 
ние, соответствующее отношению Р, истинно, 
поскольку (4,3) {(1,6), (2,4), (3,3), (4,3), (4,4)}. 
Высказывание Xe, соответствующее отношению 
{(1,6), (2,4)}, ложно, поскольку (4,3) & {(1,6), (2,4)}. 
Высказывание, которому соответствует пустое от- 
ношение, противоречиво, поскольку невозможно, 
чтобы места х X3, X,, HE находились ни B каких 

COCTOSIHHAX. BHCKaSHBaHKe, отвечающее полному 

отношению &, образованному M3 всевозможных 
наборов состояний, тавтологично (бессодержатель- 
HO), так как не несет никакой новой информации о 
фдКТЗЕ оно никак не ограничивает изначально за- 

данное множество из 16-ти наборов состояний. 
Любое высказывание, которому соответствует не- 

лустое отношение, выполнимо, поскольку для него. 

всегда найдется такой фактический набор состоя- 
ний, для которого оно будет истинным. 

Высказывание В выводимо (следует) из выска- 
зывания A, если отношение PA’ соответствующее 

высказыванию /, включено в отношение Р, , соот- 
ветствующее высказыванию В. Пусть, к примеру, 

Ва =((1,6), (2,4)}, Р, =((1,6), (2,4), (3,3), (4,3), 
(4,4)}. Мы видим, что отношение P, включено B 
отношение Fp:{(1,6), (2,4)} = {(1,6), (2,4), (3,3), 
(4,3), (4,4)}. Отсюда вытекает, что высказывание 
B следует из высказывания 4. В этом случае пи- 
шут A= В. Если же Р, = {(1,6), (4,5)}, то P, не 
включено в Р, ‚ азначит, 3 A’ не следует В. Про- 

B
,
 

I
M
 
№
 



ОБ АЛГЕБРЕ ПРЕДИКАТОВ 

ны два 
ОСТоЯ- 
иноже- 
ределы! 
самого 
й огра- 

акт (то 

х место 
естны. 
какой- 
напри- 
‚ нахо- 
янии 3. 
олагает 
пением 
сужает 
6 до 5. 
тючает, 
), (2,5), 
места в 
жет ис- 
оаботке 

THHHBIM 
зующее 
ъ набор 
тельно- 
2р, если 
казыва- 
CTHHHO, 

› (4,4)}. 
›шению 

), 2.4} 
стое от- 
зМОЖНО, 
в каких 
толному 
VOXHBIX 
эжатель- 
мации о 
льно 3a- 
тояний. 
вует не- 
для него 
› сОсТоя- 

3 выска- 
твующее 
Р, ‚ соот- 

тримеру, 

), (4.3), 
почено B 

!), (3,3), 
‘зывание 
гучае пи- 

о P, He 
В. Про- 

тиворечивое высказывание нельзя вывести ни U3 
одного выполнимого высказывания, тавтологичное 
высказывание следует U3 любого высказывания, из 
противоречивого высказывания выводимо любое 
высказывание, 

Высказывания выражаются предложениями, 

которые бывают утвердительными, вопроситель- 

ными и повелительными. Утвердительное предло- 

жение выражает высказывание, которое несет B себе 

знание о некотором факте. Это знание характери- 

зуется вполне определенным отношением. Eonpa- 

сительные предложения бывают двух родов. Вопро- 
сительное предложение первого рода требует двоич- 

ного ответа типа «да» или «нет», например, «Идет 

дождь? — Да». Чтобы дать на него правильный от- 

вет, надо преобразовать вопросительное предло- 
жение в утвердительное (B нашем примере форми- 

руем утвердительное предложение «Идет дождь»), 

извлечь U3 него содержащееся в нем отношение и 

проверить, охватывает ли это отношение факти- 

ческий набор состояний. К примеру, если задан 

вопрос, соответствует ли отношение Р факту (4,3), 

то следует ответить утвердительно, поскольку 

(4,3) е {(1,6), (2,4), (3,3), (4,3), (4,4)}. Отношение 
ке {(1,6), (2,4)} факту (4,3) не COOTBETCTBYET, по- 

скольку (4,3) в {(1,6), (2,4)}. 

Вопросительное предложение второго родатребу- 

ST развернутого ответа, например, «Который час? — 

Без четверти два». Чтобы дать на него правильный 

ответ, надо сформировать какое-нибудь отноше- 
€, охватывающее фактический набор состояний. 

Если, к примеру, факт характеризуется парой (4,3), 

то ответ, выражающий отношение {(1,6), (4,3)}, бу- 
дет правильным, а OTBET, выражающий отнощение 

(1.6), (2,4)}, — неправильным. Чем меньше B сфор- 

мированном отношении содержится наборов со- 

ояний, тем более содержательным будет OTBET. 

Ответ, который соответствует отношению, состоя- 

ему из единственного набора, будет полностью 
‘еризовать фактические состояния всех мест. 

ой ответ называется однозначным (исчерпыва- 
). В нашем примере отношение {(1,6), (4,3)} 

<теризует факт (4,3) более полно, чем отноше- 

1,6), (2,4), (3,3), (4,3), (4,4)}. Отношение же 

3)} несет в себе исчерпывающую информацию 

<те (4,3). 

Ловелительное предложение, B отличие от воп- 
ельного, требует не слов, а действий, напри- 

«Решайте задачу!». Чтобы выполнить повеле- 

TOT, к кому оно обращено, должен сформиро- 
состояния указанных ему мест так, чтобы со- 

чееся в повелении отношение стало соот- 
зепелвовать действительному положению дела. Что- 

лнить повеление «Решайте задачу!», надо 
кое решение, которое удовлетворяло бы 

ям поставленной задачи. Если, к примеру, 

задано отношение {(1,6), (4,3)}, то действия, при- 

водящие к фактическому положению, которое ха- 
рактеризуется парой (1,6) (или парой (4,3)), будут 

правильными, действия же, формирующие пару 
(2,4), будут неправильными. 

Рассмотренное нами исходное понятие отно- 
шения может показаться случайно выбранной и 

ничем не примечательной математической конст- 
рукцией. Понятие отношения с первого взгляда 
воспринимается как рядовое, примитивное и не- 
казистое, тем не менее, его роль в науке совершен- 
но исключительна. Потребовался гений Декарта, 

чтобы понятие отношения выделить из числа мно- 
гих ему подобных и увидеть в нем основание всей 
науки и даже всего мироздания. Bee, что находится 
вне и внутри HAC, может быть выражено отношени- 
ями. Это обусловлено тем, что мир основан на очень 
простых и единообразных принципах логики. 

Отношения, являющиеся частями одного и того 
e пространства, однотипны. Над однотилными 
отношениями можно выполнять операции объе- 
динения, пересечения и дополнения. Объединени- 

емотношений P и О называется отношение PUQ , 

образованное из всех наборов отношения Р и всех 

наборов отношения Q. Например {(1,6), 

(2,9}0{(,6), (4,3)} = {(1,6), (2,4), (4,3)}. Пересече- 
нием отнощений Р и @ называется отношение 
РО , образованное из всех тех наборов, которые 

содержаться как в отношении Р ‚ так и в отноше- 
нии @. Например {(1,6), (2,4)}П{(1,6) 

(4,3)} = {(1,6)}. Дополнением отношения Р называ- 

ется отношение ~ P = P, образованное из всех Ha- 
боров пространства ‚ за исключением тех наборов, 
которые присутствуют в отношении . Например 

~{(1,6), (2,4), (3,3), (4,3), (4,4)(1,3), (1,4), (1,5), 
(2,3), (2,5), (2,6), (3,4), (3,5), (3,6), (4,5), (4,6)}. _ 

Объединению Py U P, отношений - A=A и 
P, соответствует высказывание Ау В ‚ называемое 

дизьюнкцией высказываний A и В. Оно образуется 

соединением исходных высказываний союзом 
«или». Например дизъюнкцией высказываний 

«Идет дождь» и «Светит солнце» будет высказыва- 

ние «Идет дождь или светит солнце». Пересече- 
нию Py Р, отношений P, и P, соответствует выс- 

казывание Ал В, называемое коньюнкцией выска- 

зываний А и В. Оно образуется соединением ис- 

ходных высказываний союзом «и». Например конъ- 
юнкцией тех же высказываний будет высказыва- 

ние «Идет дождь и светит солнце». Дополнению 
~P, отношения P, соответствует высказывание 
— A=A, называемое отрицанием высказывания 
А. Оно образуется присоединением к исходному 

высказыванию частицы «не». Например отрицани- 
ем высказывания «Идет дождь» будет высказыва- 
ние «Не идет дождь». Это же высказывание можно 
выразить предложением «Ложно, что идет дождь», 
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2. Предикаты 

Важно располагать математическими средства- 
ми записи отношений с помощью формул. Как по- 
казывает опыт развития науки и техники, нет бо- 
лее удобного и практичного средства описания 
объектов, чем формулы. Формулы HE только дают 
названия объектам, но и выражают их глубинные 
свойства и структуру. Вместо того, чтобы ставить 
опыты над реальными Об’ЪеКТЗМИ‚ МОЖ_НО «поэкс- 

периментировать» с формулами, описывающими 
эти объекты, и получить все интересующие HAC све- 
дения о них. Отношения, выраженные Формула- 
MH, можно «оживить» при помощи ЭВМ, которая 
Gyner воспроизводить поведение описываемых ими 

объектов. При этом, как можно надеяться, у вы- 
числительной машины появятся мысли, соответ- 
ствующие этим отношениям, и она приобретет спо- 
собность их обрабатывать, то есть мыслить. Обра- 
щаясь K опыту математики, можно заметить, что 
Формулами всегда выражаются только Функции, 
Видимо, никакие другие математические объекты 
He поддаются Формульному описанию. Но отно- 
шение — это не функция, а нечто более общее. Из- 
вестны различные способы выражения отношений: 
множествами наборов предметов, графами, графи- 
ками, таблицами. Ho среди них нет ни одного Фор- 
мульного. 

Известен такой метод: если не представляется 
возможным решить какую-то задачу, то ее заменя- 
0T ДРУГОЙ взаимно ОДНОС’ЗНЗЧНО связанной с нею 
задачей, которая поддается решению. Затем пере- 
водят полученное решение на язык первой задачи. 
В результате получают решение исходной задачи. 
Мы применим этот метод для отыскания способа 
Формульной записи отношений. Называется он ме- 
тодом перевода. Возьмем какое-нибудь отношение 
P, и перейдем к соответствующему ему высказы- 
ванию А. Это высказывание будет истинным от- 
носительно одних фактов и ложным по отноше- 
нию к другим. Например высказывание, соответ- 
ствующее отношению P ={(1,6), (2,4), (3,3), (4,3), 
(4,4)}, будет истинным для факта (4,3), поскольку 
(4,3) е Р ‚ и ложным относительно факта (2,3), так 
как (2,3)¢ Р. Факт истинности высказывания бу- 
дем выражать символом 1, а факт его ложности — 
символом 0. Символ 1 называется истиной, символ 
0 — ложью. Действуя так, мы приходим к функции 
Р (x,%,) с двоичными значениями ( и 1, опреде- 
ленной на декартовом произведении 

Аух.А, =(1,2,3,4}+(3,4,5,6}, 
Ниже приводится табл. 3 этой Функции. 

Функции такого типа называются предиката- 
ми. Сформулируем общее определение понятия 
предиката. Предикатом, заданным на декартовом 
произведении A x A, x...x A4, , называется любая 
Функция P (1, %), X,,) = & ‚ отображающая декар- 
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тово произведение Ах4)х...х 4, множеств 
A, 4,...., 4, во множество 5 ={0,1}. Символы О и 1 
называются булевыми элементами, T — множество 
всех булевых элементов. Переменная &e{0,1}, яв- 
ляющаяся значением предиката P, называется бу- 
левой. Предикат P(x;,x,,. .»Х„) ‚ в отличие от COOT- 
ветствующего ему отношения P, есть функция, по- 
этому появляется надежда, что его удастся выра- 
зить в виде формулы. Между отношениями и пре- 
дикатами существует взаимно однозначное соот- 
ветствие. Поэтому, имея формулу какого-либо пре- 
диката, мы всегда сможем отнести ее и к соответ- 
ствующему отношению. Предикат P(X,%,.0,%,,) 
на A XA)X...x A, называется конечным, если все 
множества A, 4),..., A, конечны, и бесконечным — B 
противном случае. Эта же терминология перено- 
сится и на соответствующие предикатам отноше- 
НИЯ. ПЭРБМСН'НЫЭ X3 X350, X, Называются аргумен- 
тами предиката Р. 

Таблица 3 
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Запишем правила, позволяющие переходить от 
отнощений K соответствуюЩиМ UM предикатам и 
обратно. Пусть L — множество всех отношений над 
S, М — множество всех предикатов на 5. Отноше- 
ние P из Ги предикат Р из М называются соответ- 
ствующими друг другу, если при любых 
х е4) е4) X, €4, 

Т, если (х„хі,...‚х‚„)е!’, 

0 если (x,%,...,%,) & Р. 
Р(Хц‚хгэ---‚хт)={ (6} 

Зная отношение P, можно всегда с помощью 
правила (1) отыскать все значения предиката Р, то 
есть дать полную его характеристику (например, 
представить предикат Р в виде таблицы). Обрат- 
ный переход от предиката P к отношению Р мож- 
но осуществить с помощью следующего правила: 

если P(x,%,,...,%,) =1, то (s %550.5%,, ) Е Р; 

если P(x;,X,,...,X,) =0, 10 (X,%,..,%,) 2 P. (2) 

Правило (2) позволяет по известным булевым 
(двоичным) значениям предиката P найти все на- 
боры предметов, принадлежащие отношению P, 
Правила (1)и (2) устанавливают взаимно однознач- 
ное соответствие между всеми отношениями мно- 
жества L и всеми предикатами множества M, за- 
данными на $. Множество всех векторов 
(%,%,..,X,,) , удовлетворяющих  уравнению 
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Габлица 3 
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ер © 

TOMOIIBIO 
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ти все на- 
шению Р. 
однознач- 
1SIMH МНО- 
тва М, за- 

векторов 
завнению 

P(x,X,,...,X,,)=1, образует отношение P, которое 
называется областью истинности предиката P. Пре- 

дикат Ре M, определяемый правилом (1), называ- 

ется характеристической функцией отношения 
PeL. В дальнейшем ¢ целью упрощения симво- 
лики предикат будем обозначать знаком точно так 

‚ каки соответствующее ему отношение. Изкон- 
текста всегда будет легко установить, к чему отно- 
сится символ — к предикату или отношению. 

Любое уравнение, встречающееся в математи- 
Xe, есть отношение. Возьмем, K примеру, уравне- 
ние х+у= 3 ‚ где х и у заданы на множестве 

A={0,1,2,3}, и отыщем соответствующее ему отно- 

шение P. Имеем: Р ={(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)}. Пере- 
ходим к табл. 4 соответствующего предиката P. Для 
этого во всех ячейках Т&бЛИЦЫ © координатами X, у 

проставляем 1, если (x,y)e Р ‚ и 0, если (x,y)¢ Р. 

"Таблица 4 
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Оттаблицы предиката P, если потребуется, Mo~ 

=3 перейти назад к отношению P, которое теперь 

‚азнообразия представляем B нашем примере в 

двудольного графа. Делаем это, поочередно 

обхоля все ячейки таблицы с единицами. По коор- 

‹ X, у каждой ячейки проводим ребро гра- 

соединяющее его вершины, помеченные сим- 

‹и х и у. Выполнив это, получаем граф, изоб- 

шшкающий отношение (рис. 4). 
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ы
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o
 

Puc. 4 

евыми элёементами MOXHO BBITTOJIHATH 

зъюнкции, конъюнкции и отрицания. 

‘ей булевых элементов & и 1 называется 
уп, отображающая $xy B ¥, значе- 
определяются равенствами 0v 0 =0; 

1 „0 =1м 1 =1. Конвюнкцией булевых элементов 
вается операция EAn=E-n=&n, ото- 
х в I ‚ значения которой определя- 

твами: 0A0=0Al=1A0=0; lAl=1. 
булева элемента & называется опера- 

ция -& =, отображающая T B £, значения кото- 
рой определяются равенствами: —0 =1, —1 = 0. Дизь- 

юнкцию еще иначе называют логическим сложени- 
€M, а конъюнкцию — логическим умножением. 

Операции дизъюнкции, конъюнкции и отри- 
цания подчиняются законам идемпотентности 
EvE=E, EE=&; коммутативности Evn=nvi, 

&n=n&; ассоциативности (Evn)vi=Ev(nvy), 

(EME=E(nC) ; дистрибутивности (Evn)§=ECvng, 
EnvE=EvE)nvE); элиминации (поглощения) 

EvEn=E, &&Уп)=8; свертывания EvEn=g, 
Е(пу п) =&; де Моргана Evn=En, En=Evn; двой- 
ного отрицания &=& ; исключенного третьего 
EvE=1, противоречия ЕЕ = 0 ; лжи Ev0=¢, £-0=0 
и истины &1= 6 , Ev1=1. Все законы справедливы 

при любых §n,LeT . 

Записанные равенства называются законами ал- 
гебры булевых элементов. Все законы, кроме закона 
двойного отрицания, парные. Говорят, что в каж- 
дой паре они двойственны друг другу. Закон же 
двойного отрицания самодвойствен (двойствен са- 

мому себе). Двойственные законы превращаются 
друг в друга заменой в них знака v на знак A, A на 
у,Она1 и 1 на 0. Справедливость законов алгебры 
булевых элементов доказывается методом полного 
перебора. Например для доказательства первого 
закона де Моргана надо проверить выполнение сле- 
дующих четырех равенств 0v0=0.0 ‚ 0vI=0-1, 

Iv0=1.0, IvI=T.T. 
Операции дизъюнкции, конъюнкции и отри- 

цания можно распространить также и на предика- 
ты. Определяются они следующими равенствами 
для любых X, е A, X, е 4)...,х, © 4, : 

(PvO)(xp,%y,.-,%,) = 

Pty 052, )V О( › 250X, ) 5 () 

(P AQ)(Xi5Xgs00sXp) = 

P, X000, %,) ̂  О(а XX ) ; ) 

(= P)(XXg50 009X ) = =(P(X, %505 %)) . (5) 

Символы V, A, =, стоящие B (3)—(5) слева от 

знаков равенства, обозначают операции над пре- 

дикатами; справа эти же символы обозначают опе- 

рации над значениями предикатов, то есть над бу- 

левыми элементами. Согласно определению (3) 

предикат Ру О можно получить, проставляя в каж- 

дой ячейке его таблицы дизъюнкцию значений пре- 

дикатов Р и @ при тех же наборах значений аргу- 

ментов, то есть образуя дизъюнкцию логических 

элементов, содержащихся B одинаково располо- 
женных ячейках таблиц предикатов Р и Q. 

Аналогично заполняются таблицы конъюнкции 
P AQ предикатов Р и ( иотрицания Р предика- 
та Р. Ниже даны примеры построения таблиц 
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дизъюнкции, конъюнкции и отрицания предика- 
тов (табл. 5—9). 

`Таблица 5 Tabnuua 6 

У у 
2В "ЗавнЫ ан ойй ) 

х 0 |1|0|0|1 х 0|0| 0 | 0 |1 

111111010 1] 0ol 110 

2101100 2|0| 1 | 01 

3 |1|0|0|1 3 |0| 0 | 0 | 1 

P(x,y) O(x,y) 

Таблица 7 Tabmiua 8 

¥y У 
2 3 4 5 Е 4 2 

х 0 |1|0|0|1 х 0(0] 0 0 1 

НЕЛа 0 1|0| 1 0 0 

21011101 200} 1 0 0 

3 | 1 |0|0| 1 3 |0| 0 0 1 

(PvO)(x,y) (PAQ)(x,y) 

Таблица 9 

У 
2 ondn Biged, 

х 0 |0|1| 110 

1/0j0 1)1 

2 | 10 | 111 

3 |0|1| 110 

P(x,y) 

Предикат, во всех ячейках таблицы которого 
стоят нули, называется тождественно ложным и 

обозначается символом 0. Если же во всех ячейках 

таблицы предиката стоят единицы, то такой пре- 
дикат называется тождественно истинным. Он обо- 
значается символом 1. Тождественно ложному пре- 
дикату COOTBETCTBYET пустое отношение, тожде- 
ственно истинному — полное. 

Операции J, (, ~ над отношениями из L ¥ опе- 
рации v, л, — над предикатами из М называются 
соответствующими друг другу. Если ими действо- 
вать на отношения и предикаты, соответствующие 
друг другу, то в результате будут получаться отно- 
шения и предикаты, также соответствующие друг 
другу. Образуем, к примеру, по предикатам Ри Q, 
заданным вышеприведенными таблицами‚ соответ- 

ствующие им отношения Р ={(0,2), (0,5), (1,2), (1,3), 
(2,3), (3,2), (3,5)}, 0 ={(0,5), (1,3), (1,4), (2,3), (2,5), 
(3,5)} и найдем их объединение и пересечение, а 
также дополнение отношения Р: PUQ ={(0,2), (0,5), 
(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,5), (3,2), (3,5)}, 
РО ={(0,5), (1,3), (2,3), (3,5}, ~P={(0,3), (0,4), 
(1,9), (1,5), (2,2), (2,4), (2,5), (3,3), (3,4)}. Переходя 
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от полученных отношений к соответствующим им 
предикатам, получаем совпадение с предикатами, 
указанными B таблицах. 

Спомощью равенств (3)—(5) законы для опера- 
ций дизъюнкции, конъюнкции и отрицания, вве- 
денные нами ранее для булевых элементов, легко 
переносятся на одноименные операции над пре- 

дикатами. Например 

P05, X Xp) == (Ру О)(оох, ) = 

= P(X) X5 X )V O(X) XX, )) = 

== P00, XX ) A QX X X, ) = 

=(P)01, Xy X ) AD) (X, X1 %) = 

=(}3/\Q)(X,,Xz,...,x ) 

для любых X, € 4,X, € 4., X, € 4, . Следователь- 
но, PvQ=PAQ . Итак, для любых PQ,ReM 
PvP=P, PP=P; PvQ=QvP, PQ=-QP; 
(PvQ)vR:Pv(QvR), 
(PvQ)R=PRVQR, 

(PO)R=P(QR) ; 
PQVvR= (PvR)(QvR) 3 

Pv0=P, Р.0=0; P-1=P, Ру1=1. Теперь сим- 
волы 0 и 1 означают не булевы элементы, а тожде- 
ственно ложный и тождественно истинный преди- 
каты. Записанные равенства называются законами 

алгебры предикатов. 
МЫ видим, что при переходе от булевых элемен- 

тов K предикатам форма законовдля операций дизь- 
юНКЦИИ, КоНнъЮюНКЦИИ И отрицания остается неиз- 

менной, хотя сами операции теперь воздействуют 
на объекты другой природы. Известно много раз- 
ных TPOCK операций‚ которые подчиняются тем же 

законам. Еще одним примером таких операций мо- 
TYT служить рассмотренные нами в разделе | опера- 
ции объединения |, пересечения () и дополнения 
— отношений. Применительнс K ним Te же законы 

перепишутся следующим образом: для любых 
PQ,ReL PUP=P, PNP=P; PUQ=QUP, 
PNQ=0NP; (PUQ)UR=PU(QUR), 
(PNONR=PNQNR); (PUQNR=(PNR)UQNR), 
(PNO)UR=(PURN(QUR); PUPNQ)=0Q, 
PN(PUQ)=P; PUQ U~Q)=P, PN(Q N~0)=P; 
~(PUQ)=~P П-0; ~(PNQ)=~P U~ @; ~~P=P; 
PU~P=S, PN~P=@; PUB=P; РПО=9; 
PNS=P, PUS=S. Записанные равенства назы- 
ваются законами Мгвбры отношений. 

Можно выделить все TO общее, что содержится 
в этих трех формулировках законов. Это «общее» 
называется булевой алгеброй. Ниже дается ее оп- 
ределение. Булевой алгеброй называется любое фик- 
сированное множество В хотя бы с двумя какими- 
нибудь элементами 0 и 1 B нем и с заданными на 
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этом множестве какими-либо операциями х+), 
х Y и -х ‚ называемыми сложением, умножением 
и обращением элементов X,y € В ‚ которые при лю- 
бых х, у, е В подчиняются следующим семи зако- 
нам: х+х=х, Х+у=у+х, (х+у)+4=х+(у+0), 
(x+y)z=xz+yz, x+y(-y)=x, -(х+ )) =(-0)(-)), 
—(-х) =х . Эти законы называются аксиомами буле- 

вой алгебры. Остальные законы, а именно хх=х, 

=, ()z=x(z),  wrz=(x+2)(y+2), 
X+xy=x, x(x+y)=x, х( +(-у))=х, 
-(ху) =(-х)+(-)) , x+(-x)=1, х(-х) =0, x+0=x, 
х:0=0, x-1=x, x+1=1, в булевой алгебре также 

выполняются, однако в перечне аксиом их приво- 
дить нет необходимости, поскольку они логически 
вытекают M3 указанных аксиом. Определение бу- 
левой алгебры, в силу своей общности, охватывает 

целое семейство родственных конкретных алгебр. 
В роли множества B, его элементов 0 и 1, а также 

операций сложения, умножения и обращения эле- 
ментов множества В можно брать любые объекты 

без каких бы то ни было ограничений. Каждый та- 

кой их выбор, который обеспечивает выполнение 

всех перечисленных аксиом, дает один из возмож- 
1х вариантов булевой алгебры. Если B роли мно- 

жества В мы возьмем множество всех и-местных 
булевых функций, в роли 0 и 1 — булевы элементы 

Ои1, ав роли операций +, X и - — дизъюнкцию, 
конъюнкцию и отрицание булевых функций, то 

получим булеву алгебру булевых функций. Если под 

множеством В будем понимать.множество L всех 
отношений какого-нибудь типа, под знаками 0 и 1 — 

пустое и полное отношения, а подзнаками +, X и-— 
объединение, пересечение и дополнение отноше- 
ний, то приходим K булевой алгебре отношений. По- 
имая же под В множество М всех предикатов не- 

хоторого типа, под знаками 0 и 1 — тождественно 
ожный и тождественно истинный предикаты, а 
од знаками +, х ‚ - — ДИЗЪЮНКЦИЮ, КОНЪЮНКЦИЮ 
отрицание предикатов, приходим к булевой ал- 

pe предикатов. При изучении интеллекта булева 
алгебра играет исключительно важную роль, она 
писывает самые глубинные механизмы интеллек- 

его первооснову. Можно сказать и иначе: буле- 
ва глгебра — это тот каркас, который скрепляет в 
елиное целое здание интеллекта. 

3. Алгебра предикатов 

В разделе 2 мы ввели предикаты и булевы опе- 

и над ними. Теперь займемся разработкой спо- 

ба формульной записи предикатов заданного 

тяпа. Тип предиката задаем, указывая множества 

=020, X0 X} И А, = (ацоарих об )5 121, т К& — 
0 элементов в множестве A4, . Чтобы не услож- 

задачу, будем пока считать, что все множества. 

4 конечны. Мы хотим записать формулой произ- 

зольно выбранный — конечный — предикат 
х„) заданного типа. Для построения 1,% 

формул нам понадобятся базисные предикаты, иг- 
рающие роль исходных строительных блоков, и ба- 
зисные операции, обеспечивающие соединение 
блоков в единую конструкцию, каковой является 
искомая формула. B роли базисных предикатов ис- 

пользуем предикаты 0, 1, а также специальные пре- 

дикаты, называемые предикатами узнавания пред- 
мета а по переменной х, (і_т , ае 4, ) изаписы- 

ваемые в виде х’. Предикат х; «узнаёт» произ- 
вольно выбранный из множества A предмет х,, 

сравнивая его с предметом а. Если х =а , то он 
отождествляет X; с предметом а ‚ сигнализируя об 
этом положительным ответом х} =@* =1. Если же 
X;=b (b#a), то предикат X/ отличает предмет b 

от предмета а , сигнализируя об этом отрицатель- 
ным ответом х; = ° =0. MBI приходим к следую- 

щему определению: 

- 1, если a, 

* 10, если x; #a. ® 

Символ @, который стоит B показателе записи 
x{ ‚ называется характеристикой предиката узна- 
вания предмета х . Указание предмета а и значе- 
ния индекса ; полностью определяет предикат вида 
(1). В роли способов соединения выбранных нами 

строительных блоков (то есть предикатов 0, ! и пре- 

дикатов вида x{ ) используем введенные нами ра- 
нее операции дизъюнкции, конъюнкции и отри- 
цания предикатов. В результате получаем так на- 
зываемую алгебру предикатов. 

Для предикатов узнавания предмета справед- 
ливы: 

закон отрицания: 

Х‚ 

закон ложности: 

если b#a,T0 хйх? =0, 

закон истинности: 

Все эти законы справедливы прилюбых  =1,m ; 

хе4 ; abe4. 
Для примера запишем закон отрицания для 

предметной переменной х ‚ ее области изменения 

Ay ={a,,a,,0;} и предметов а и @,. Имеем: 

хр =xP хр ; хр =ху ухр. Как видим, закон от- 

рицания можно использовать для исключения от- 
рицания 13 формул алгебры предикатов и как сред- 
ство введения отрицания в формулу, когда это по- 

требуется. Запишем, K примеру, закон ложности 
для предметной переменной У и предметов а и с. 

Имеем у’у“ =0 ‚ однако по второму закону идем- 
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потентности получаем у’у*=)° и y¢y¢ =y°. Это 
означает, что при р =с закон ложности не выпол- 
няется. Закон ложности выражает факт попарной 
различимости элёементов в каждом из множеств 

А.А,...„А, . Наконец, запишем, к примеру, закон 

истинности для предметных переменных Х,УЕА 

(A={ab,c}) . AmeeM х“ y xt мх =1, Y му vyt =1. 
Закон истинности перечисляет все элементы, со- 

держащиеся в каждом U3 множеств 4, 4., А . 
На языке формул алгебры предикатов можно 

очень просто записать любое отношение. Отдель- 
ный факт, представленный набором (a;,4;,...,a,,) 

СОСТОЯНИЙ @y,ay,...,Gyy MECT Xy, Xy,...,X,, › МОЖНО ВЫ- 
разить высказыванием « X =@M Х, =@) и .. и 
х„ = а„ », что на языке алгебры предикатов запишет- 
ся формулой X!, x$2,..., i ‚ Выражения такого вида 

называются конституэнтами единицы предшсата. 

Произвольноезнание о факте можно представить от- 

ношением — {(@»бы»--эбу), — (@р›бдуь дд„ч 
(@,,8,,,...,a,,)}, гдё г — число наборов B отноше- 
нии. Это знание выражается высказыванием 

«( =аци х = @у И .. и Х, = ад ) ИЛИ (X =4, 1 
X = @)) И .И Х, =G, )WL ли ( х, =а, и Х, =0, 
и...и X, =4, )». На языке алгебры предикатов это 
же знание запишется формулой 

и x| Oy Oy ‚ бт? Ur x|yl b i T e S o sl et ok 

называемой совершенной дизьюнктивной нормальной 
формой (сокращенно СДНФ) предиката. Пустое от- 

ношение записывается формулой 0, выражающей 

тождественно ложный предикат. СДНФ, состоя- 

‘щая из всех конституэнт единицы, выражает пол- 
ное отношение, которое еще иначе можно запи- 

сать в виде формулы 1, обозначающей тождествен- 

но истинный предикат. 

Как видим, операции м,^ И — в сочетании с 

предикатами 0, 1 и всевозможными предикатами 

узнавания предмета образуют достаточный ассор- 
тимент выразительных средств (даже с избытком, 

поскольку мы обошлись без операции отрицания 

и без предиката 1) для формульной записи любого 
предиката произвольного типа, а значит — и любо- 
то соответствующего ему отношения. Учитывая, что 

отношения — это универсальное средство описа- 
ния любых объектов, мы можем заключить, что на 

язык формул алгебры предикатов можно перевес- 
ти любые зависимости, известные в науке. Напри- 
мер на языке формул алгебры предикатов, B прин- 

ципе, можно записать любое интегральное уравне- 
ние. Язык интегрального исчисления — это специа- 

лизированный язык, язык же алгебры предикатов — 

универсальный. На специализированном языке 
формулы получаются всегда проще, чем на уни- 
версальном при выражении одного и того же со- 
держания. В этом язык алгебры предикатов усту- 
пает конкурирующим с ним специализированным 
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языкам. Но зато на универсальном языке (а имен- 
но таким языком является алгебра предикатов) 
можно записать любой закон природы, любую про- 

трамму для ЭВМ, любое математическое соотно- 

шение, вообще — любую мысль. Очень важно то, 

что нашелся такой «всеядный» язык, на котором 

выражается абсолютно все, что только можно на- 

блюдать вокруг и внутри нас. Важно и то, что сам 

механизм интеллекта невозможно полноценно 

описать, не прибегая к языку алгебры предикатов. 

Интеллект — средство универсальное, и он может 

быть охвачен только универсальным языком. Язык 

алгебры предикатов предельно прост и естествен, 

он известен уже более четверти века, но конкурен- 

тоспособный заменитель ему пока не найден. Вряд 

ли найдется когда-либо другой язык, равный ему 
по степени универсальности и ПрСВОСХОДЯЩИЙ его 

по простоте. 
Рассмотрим пример формульной записи пре- 

диката Р(х,у) ‚ заданного табл. 10. 
Таблица 10 

У 

050248 

х 0|0|0|0|1 

1|0|0| 110 

210 |1| 110 

3 |1|0|0|0 

O(x,y) 

Чтобы получить СДНФ предиката P, надо обой- 

ти все ячейки ТабЛИЦЫ сединичными значениями 

и в соответствие каждой из них поставить консти- 

туэнту единицы с показателями при х и у, совпа- 

дающими с координатами этой ячейки, а затем все 
полученные таким путем конституэнты единицы 
соединить знаками дизъюнкции: 

Px,y)=x"p* мн у мю у муу х уб. 

Tlo полученной формуле можно вычислить зна- 

чения предиката Р(х,у) при любых значениях его 

аргументов х и У. Например пусть x=0, y=2. 

Torna 

P(0,2)=0°-2°v0'-22v 0?.2! v 0222 v 0P 20 = 

=1.0v0:1v0:0v0:-1v0-0=0v0vOvOvO0=0. 

Если же x=2, y=1=1,10 

PQN=2°1Pv2' 1Pv22 1122 12 у 231 = 

=0v0vlivOv0=1. 

Можно подставить B формулу предиката значения 

не всех его аргументов. В этом случае получаем не 

значение предиката при заданных значениях его 
аргументов, а некий новый предикат с менышим 

числом предметных переменных. Пусть, K приме- 

Py, х=2 ‚ тогда 
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PQY)=2 у мд у v Py 2R D0 = 

=0:)? у0:у? vyt vl prv0.y0 = 

=0vOvy vy v0=ylvy?. 

При производстве этих вычислений приходит- 

ся столкнуться с «сюрпризом»: возникает необхо- 
димость ВыПолНятЬ дИЗзЪЮНКЦИЮ и.КоНЪъЮНКЦИЮ 
булева элемента на предикат, например, 
0-y% 1-)', y'v0, Ому?. Однако такая операция 
нами He была предусмотрена. При вычислениях мы 
воспользовались «почти» очевидными правилами 
для такого рода операций: 0.P=P.0=0, 

1.P=P.1=P, OvP=Pv0=P, lvP=Pvl=l. 
Эти правила нами не рассматривались. Здесь обна- 
руживается пробел в наших знаниях, а за ним — 

'бокая, обширная и важная новая проблема, раз- 

работка которой приводит к так называемой логи- 

ческой алгебре, напоминающей по своему строению 

классическую линейную алгебру. В ней булевы эле- 

менты 0 и 1 выступают в роли скаляров, а предика- 

— в роли векторов. Разработка логической ал- 

тебры позволяет проникнуть в чрезвычайно важ- 

ную иерархическую структуру механизма логики. 
Оказывается, логика имеет вид «слоеного пирога» 
с уходящим ввысь бесконечным числом слоев. 
Возьмем два соседних слоя в произвольном месте 

тического пирога». Нижний из них всегда мож- 
о рассматривать как скалярную булеву алгебру, а 

верхний — как векторную. Связывает их друг с дру- 

том третья — «боковая», скалярно-векторная буле- 

лгебра. Вводя ранее алгебру предикатов, мы по- 
ли к ней упрощенно — как к однослойной. Од- 

0 под алгеброй предикатов четко просматрива- 
ся еще и нижний слой — алгебра булевых эле- 

тов, без которой алгебра предикатов была бы 
‘олноценной. Благодаря только что рассмотрен- 
£y примеру, при алгебре предикатов обнаружи- 
ь следы также и третьей (междуэтажной) алгеб- 

„ связывающей оба слоя. Разработка логической 

‘бры — большая и серьезная задача, требующая 

иального рассмотрения. - 
Тот же пример наводит и на иные размышле- 

Когда мы в Формулу предиката 

Pixy)=x"y мх!у? мх ! vxty? у х’у? подставля- 
=м х = 2 ‚ то в результате получаем другой предикат 

. Получается, что подстановка — это опера- 
еобразующая один предикат B другой. Дей- 

т данная операция (обозначим ee символом 
из множества М всех предикатов, заданных 
черном пространстве $ = 4, x 4, . Ho в какое 

‹<ество она действует? Естественно считать, что 
самое множество М. В этом случае преди- 

‘начение должен быть взят M3 того же простран- 
что и предикат-аргумент. Обозначим этотпре- 
имволом О(х,у) = y' v у?. В его формуле пе- 

ременная х отсутствует. Как говорят математики, 
она стала фиктивной или несущественной. Ниже 
приведена табл, 11 предиката О(х,у). 

Таблица 11 
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Как видим, в таблице предиката О переменная 
х сохранилась, Не менее естественно считать так- 
же, что полученный B результате выполнения опе- 
рации подстановки предикат y'v у? имеет лишь 
один аргумент У. Обозначим его через 
R(y)=y'vy*. При таком понимании операция 
подстановки действует U3 М уже в другое множе- 

ство М', где М' — множество всех предикатов, 

заданных на одномерном пространстве S'=4,. 
Ниже приведена табл. 12 предиката R(y) ‚ получае- 

мого в результате выполнения этой операции. 

Таблица 12 

R() 

Операдия х/2(Р)=0 , отображающая M в M, 

заменяет каждую строку исходной таблицы стро- 

кой U3 нее Xe, помеченной предметом х=2 ; опе- 

рация же х /2(Р) = & ‚ отображающая M в М' ‚ пре- 

вращает строку X =2 исходной таблицы B отдель- 

ную таблицу. MBI видим, что кроме предикатов су- 
ществуют ещё и операции над предикатами, а зна- 
читдолжна существовать и некая алгебра предикат- 
ных операций, на языке которой можно было бы 

такие операции записывать в виде формул. 
Обратим внимание на TO, что только что pac- 

смотренная операция подстановки не может быть 
получена никакой суперпозицией операций v,A и 

—. Это означает, что на языке алгебры предикатов 

нельзя выразить произвольно выбранную опера- 
цию вида Р(Р)=0, которая преобразует любой 
предикат Р в соответствующий ему предикат О. 

И, тем He менее, этот факт не вступает в противо- 
речие с провозглашенным нами ранее тезисом O 
ничем HE ограниченной описательной силе алгеб- 

ры предикатов. Ведь никто не мешает нам посмот- 
реть на запись Р(Р)=0-не как на операцию (то 

€CTb реальное действие получения предиката () по 
произвольно взятому предикату Р ), а просто как 
на уравнение (то есть как на отношение), связыва- 
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ющее две переменные Р и Q . Кроме того, вполне 
допустимо рассматривать предикатные перемен- 
ные как предметные. Верно, что значениями пере- 
менных P и @ служат предикаты, но также верно 
и то, что предикаты — это тоже предметы, только 
предметы специального вида. А раз это так, то для 
отношения, выраженного равенством F(P)=(Q, 

всегда найдется соответствующий ему предикат 

Ф(Р,0) ‚ который можно будет записать B виде не- 

которой формулы. 

Здесь обнаруживается еще один существенный 

недостаток алгебры предикатов (наряду с отмечен- 
ной ранее большей громоздкостью ее формул по 

сравнению с формулами специализированных ал- 
тебр, описывающих те же объекты): ее описания 

хоть и универсальны, но лишь связывают перемен- 
ные, они не предназначены для явного выражения 
одних переменных через другие. Вся информация 

06 операции F(P)=Q в неявном виде B описании 

@(P,Q) содержится, но ее нельзя непосредственно 

использовать для практической реализации этой 

операции в материальной системе. Формулу же 
Е(Р)=0 алгебры предикатных операций можно 

непосредственно использовать как алгоритм, по 
которому строится программа для ЭВМ. А форму- 
ла ®(P,Q) алгебры предикатов такой непосред- 

ственной возможности He дает. Операцию Е изот- 
ношения ф извлечь можно, HO для этого придется 
выполнить дополнительную работу. Таким обра- 

30M, роли, которые выполняют алгебра предикатов 
иалгебра предикатных операций, оказываются чет- 

ко разделенными. Алгебра предикатов описывает 
знания, она лишь «созерцает» объекты. Она фор- 

мирует только TO, что называется «словом»: выска- 
зывания, суждения, предложения. Алгебра же пре- 
дикатных операций призвана формировать реаль- 

ные действия, она обслуживает «дело». Язык ал- 

тебры предикатов декларативен, язык же алгебры 
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операций над предикатами процедурен. Итак, кро- 
ме алгебры предикатов, нужна еще и алгебра пре- 
дикатных операций, если мы хотим не только по- 
знавать уже существующие интеллектуальные сис- 
темы, но и создавать новые. Машина должна не 
только иметь свои мысли, HO и обладать способно- 

стью оперировать с ними, приводить их в движе- 

ние, получать новые мысли. Иначе говоря, она дол- 
жна еще и мыслить. 

Нам осталось рассмотреть задачу формульного 
описания бесконечных предикатов, заданных на 

декартовом произведении 4, + A, х...х A, MHOXECTB 

A, 4,..., A, ‚ среди которых имеются и бесконечные. 

СДНФ некоторых из таких предикатов будут иметь 

бесконечную длину, такие формулы в развернутом 

виде записать невозможно. Но мы можем сделать 

так, как в ПОДОбНЫХ случаях поступают в класси- 

ческой математике: вводят знак многократной сум- 
мы, которая распространяется на бесконечную об- 

ласть. В нашем случае используем формулу 

а, 
P Ty Xp) B N нпа ® 

(@131 G )P 27 %m 

означающую, что бврется ДИЗЪюНКЦИЯ BCEX KOH- 

ституэнт единицы с показателями 4;,dy,...,d,, , KO- 

торые образуются из компонентов векторов. Сами 

€ векторы (4,4, ,...,4,,) принадлежат бесконечно- 

MY отношению РеАхА)х...х 4, ‚ соответствую- 
щему предикату P(x,X,,...,x,,). 

ДЗНН&Я статья является введением в математи- 

ческий аппарат алгебры предикатов, который пред- 

ставляет собой эффективное средство формально- 

TO описания объектов бионики интеллекта. С по- 
мощью описанного математического аппарата по- 

лучили развитие многие научные направления в 

области создания искусственного интеллекта. 

Поступила в редколлегию 20.11.2004 


