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ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÛÕ

ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

ÂÎÑÊÎÁÎÉÍÈÊ Î.Í., ÈÂÀÙÅÍÊÎ Â.Â.

Â ðàáîòå [1] èçó÷àëñÿ âîïðîñ î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ñâîéñòâàõ ïðåäèêàòîâ n-ìåðíîé ëèíåéíîñòè â êîíå÷-

íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà nR  è ãèëü-
áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà 2L  . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îáëàñòüþ îï-
ðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî L  íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì P .

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L íàä
ïîëåì P  çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð LLF : , óäîâ-
ëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì:

1) 2121 )( FxFxxxF , (1)

2) FxxF )( ,

ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå âåêòîðîâ Lxxx 21,,  è

êîýôôèöèåíòà P .

Îïðåäåëåíèå 1 . Ïðåäèêàò ),( yxE , çàäàííûé íà

äåêàðòîâîì êâàäðàòå LL , áóäåì íàçûâàòü ëèíåé-
íûì, åñëè îí èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

])[],[(),( yFxFDyxE L ,               (2)

ãäå LLF : —ëèíåéíûé îïåðàòîð; LD —ïðåäèêàò
ðàâåíñòâà íà L .

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ëèíåéíîñòè ïðåäèêàòà îòëè-
÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà. Îäíàêî
îïðåäåëåííàÿ ñâÿçü ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò. Èçó-
÷àåìûå íàìè ïðåäèêàòû ñîäåðæàò îïåðàòîð êàê
ýëåìåíò ñâîåé ñòðóêòóðû. Êàê ìû âûÿñíèì íèæå,
ñâîéñòâà îïåðàòîðà îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà ïðåäèêà-
òà, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ïåðåíîñ òåðìèíîëîãèè, õàðàêòåðíîé äëÿ îïå-
ðàòîðîâ, íà ïðåäèêàòû. Ýòèì îáúÿñíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå äâà îïðåäåëåíèÿ, è â öåëîì ýòîãî ïðàâèëà ìû
áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ïðåäèêàò ),( yxE  àääè-
òèâíûì, åñëè ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå âåêòîðîâ

Lyyxx 2121 ,,, âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

1),(),( 2211 yxEyxE

âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

1),( 2211 yxyxE .

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ïðåäèêàò ),( yxE  îäíî-
ðîäíûì, åñëè ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå âåêòîðîâ

Lyx,  è êîýôôèöèåíòà P  ðàâåíñòâî 1),( yxE
âëå÷åò ðàâåíñòâî 1),( yxE .

Ïðèâåäåì è äîêàæåì òåîðåìó, ñîäåðæàùóþ ïðî-
ñòåéøèé íàáîð õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëèíåé-
íîãî ïðåäèêàòà.

Òåîðåìà. Ïðåäèêàò ),( yxE , çàäàííûé íà äåêàðòî-
âîì êâàäðàòå íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L
íàä ïîëåì P, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè îòíîøåíèÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòè, ò.å. ðåôëåêñèâíîñòüþ, ñèììåòðè÷-
íîñòüþ è òðàíçèòèâíîñòüþ, à òàêæå ñâîéñòâàìè
àääèòèâíîñòè è îäíîðîäíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîñòîèò
â ýêâèâàëåíòíîñòè íàáîðà ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ
è ëèíåéíîñòè ïðåäèêàòà E . Ïîýòîìó äîêàçàòåëü-
ñòâî äîëæíî áûòü ïðèâåäåíî â ñòîðîíó êàê íåîá-
õîäèìîñòè, òàê è äîñòàòî÷íîñòè.

Äîïóñòèì, ïðåäèêàò ),( yxE  ëèíååí, òîãäà èç åãî
ñòðóêòóðû âûòåêàþò ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà F
ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî íåïîñðåäñòâåííî ïðî-
âåðèòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâ àääèòèâíîñòè è îäíî-
ðîäíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü âûïîë-
íåíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî ïðåäèêàòà ñôîðìóëèðîâàí-
íûõ â òåîðåìå ñâîéñòâ îáîñíîâàíà.

Îñòàíîâèìñÿ íà äîñòàòî÷íîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ëþ-
áîé ïðåäèêàò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâ-
íîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, çàäàåò
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå L ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: yx  (~-çíàê ýêâèâàëåíòíîñòè
ýëåìåíòîâ èëè âåêòîðîâ èç L ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 1),( yxE  [2]. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé ýëåìåíò

Lx  ïîïàäàåò â êàêîé-ëèáî êëàññ x  ýêâèâàëåí-
òíûõ åìó ýëåìåíòîâ, è åñëè ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå

LG :  (W-ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ), ñòàâÿùåå â
ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîìó Lx êëàññ, â êîòîðîì
îí ëåæèò, òî áóäåò âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

),,(),( GyGxDyxE                 (3)

ãäå D  – ïðåäèêàò ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 1),( yxE , çíà÷èò, yx  è

GyGx , ò.å. 1),( GyGxD . Òåïåðü íàîáîðîò, äî-

ïóñòèì, 1),( GyGxD . Îòñþäà yx  è  1),( yxE .
Âñå ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (3).

Òåïåðü íà ìíîæåñòâå êëàññîâ  åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàä ïîëåì P . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êëàññîâ

2121 xxxx . Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ
ïîëó÷èì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì,

21 2211 `,`, xx xxxx , a `` 2121 xxxx . Â ýòîì

ñëó÷àå 1`),(`),( 2211 xxExxE , 0`)`,( 2121 xxxxE .
Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ ïðîòèâîðå÷èò
àääèòèâíîñòè ïðåäèêàòà ),( yxE , ñëåäîâàòåëüíî,
äîïóùåíèå íåâåðíî è îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Àíà-
ëîãè÷íî, ïîëîæèâ xx , îáîñíîâûâàåòñÿ êîð-
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ðåêòíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà îäíîðîäíîñ-
òè.

Ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì îïåðàöèè çàäàþò ñòðóê-
òóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà  íàä ïîëåì P  ( â
äàëüíåéøåì, åñëè çàäàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L
íàä íåêîòîðûì ïîëåì P , áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî
ñèìâîëîì PL, ), à îïåðàòîð PPLG ,,:
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì [2]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ëþáîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ãîìîìîðôíî îòî-
áðàæàþùååñÿ íà äðóãîå, èìååò ëèíåéíîå ïîäïðîñ-
òðàíñòâî, èçîìîðôíîå îáðàçó îòîáðàæåíèÿ. Â íà-
øåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîð-

ôèçì P,`LP,: , ãäå LL`  – ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Òåïåðü, åñëè ïîëîæèòü â êà÷åñòâå îïå-

ðàòîðà F  ñóïåðïîçèöèþ G , òî íåòðóäíî óáåäèòü-

ñÿ â ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà PLPLF ,,:   è
ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (2). Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, ðàñêðûâàþùèõ ñóù-
íîñòü ïîëó÷åííîãî íàìè ðåçóëüòàòà.

Ëèíåéíûé ïðåäèêàò E , çàäàííûé íà PL,  è
íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûé ñ ëèíåéíûì îïåðàòî-
ðîì F , îñóùåñòâëÿåò ðàçáèåíèå ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà êëàññû, ïðè÷åì, êàê âèäíî èç õîäà
ïðèâåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà, ýòè êëàññû
ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ îïåðàòîðà
F , ò.å. åñëè â ImF = `L  çàôèêñèðîâàòü ýëåìåíò

LLu ` , òî â L  åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèíåé-

íîå ìíîãîîáðàçèå LM u , íà êîòîðîì îïåðàòîð F
ïîñòîÿíåí, ò.å. uMF u )( , à ïðåäèêàò E  íà ëþáîé

ïàðå ýëåìåíòîâ èç uM  ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèíåéíîñòü ïðåäèêàòà T  îçíà÷àåò, ÷òî îí îñóùåñòâ-
ëÿåò ðàçáèåíèå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ L ,
îäíàêî íå êàêîå-òî, à âïîëíå îïðåäåëåííîå, èìåþ-
ùåå ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ðàç-
áèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà L , ïàðàëëåëüíûå íåêîòîðîìó ïîäïðîñò-
ðàíñòâó, à èìåííî KerF  — ÿäðó îïåðàòîðà F .
Ïîíèìàòü ýòî íàäî òàê, ÷òî ëþáîé êëàññ ýêâèâàëåí-
òíûõ ýëåìåíòîâ uM  ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â âèäå

KerFuM u ,                     (4)

ãäå u  — ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç
ImF = `L . Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûé ïðåäèêàò E
îñóùåñòâëÿåò “ñêëåèâàíèå” òî÷åê âäîëü ìíîãîîá-

ðàçèÿ uM  â òî÷êó u  ( ýòî äåëàåò îïåðàòîð F ). Ïðè

ýòîì ñàì îïåðàòîð F  ïðàêòè÷åñêè ïðîåêòèðóåò uM
â u , à äëÿ ëèíåéíîãî ïðåäèêàòà, êðîìå ñâîéñòâ,
ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå, èìååò ìåñòî åùå îäíî

ñâîéñòâî: äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Lx   â  
.,

L íàéäåòñÿ
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò u , äëÿ êîòîðîãî 1u,xE .

Ñâÿçü ìåæäó x  è u  âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì uFx .
Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî êîìïàðàòîðíàÿ
èäåíòèôèêàöèÿ äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ ëþáîãî x

Y y

1),( yxE

x
2x

e 1x `L

0                1         exFxu )(             X
`e `)`(`` exxFu

``L

íàõîäèòü u  èç ðàâåíñòâà 1u,xE  è òåì ñàìûì

âîññòàíàâëèâàòü íåèçâåñòíûé îïåðàòîð F .

Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè

ImF =
.,

L äîïóñêàåò êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé áàçèñ

L,...e,...,ee n, 21 , òî ëþáîé ýëåìåíò u ìîæåò áûòü

ðàçëîæåí â êîíå÷íóþ ñóììó èëè â ðÿä ïî ýòîìó

áàçèñó 
1i

iieu  .Òîãäà u  õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáî-

ðîì èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ, à ñàìî äåéñòâèå îïåðàòîðà F  íà ýëåìåíòå
x  – ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîåôôèöèåíòîâ

),...,(),...,(),( 21 xxx n  ãäå u  = Fx  =
1i

iie .

Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ôèêñèðîâàííûé )(xk

åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ,,: PPLk  à ñàì
îïåðàòîð îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå â îáùåì ñëó÷àå
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé â ïîëå P .

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèâåäåííûå âûøå çàìå÷àíèÿ
íà íåñëîæíîì ïðèìåðå. Äîïóñòèì, â êà÷åñòâå L
âûñòóïàåò îáû÷íàÿ åâêëèäîâà ïëîñêîñòü 2E  c
ôèêñèðîâàííîé â íåé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîð-
äèíàò. Îïåðàòîð 22: EEF  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîåêòèðîâàíèå íà îñü OX , ò.å. 1xFx , ãäå

).,( 21 xxx  Ëèíåéíûé ïðåäèêàò

).,(),(),( 11`` yxDFyFxDyxE LL

Â êà÷åñòâå `L  âûñòóïàåò îñü OX , OYKerF . Íà
ðèñóíêå èçîáðàæåí îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
èëè ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå uM , ãäå 1xFxu .
ßñíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýòè êëàññû ÿâëÿþòñÿ
ïðÿìûìè ïàðàëëåëüíûìè KerF , ò.å. îñè ÎY. Åñëè
íà îñè ÎÕ çàôèêñèðîâàòü åäèíè÷íûé âåêòîð e , òî

(x)eFxu , ãäå )(x  – äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè uM õàðàêòåðèçóåòñÿ ýòèì
÷èñëîì, à îïåðàòîð F , ìîæíî ñ÷èòàòü, äåéñòâóåò èç

2E  â 1E  – åâêëèäîâàÿ ïðÿìàÿ èëè ïîëå äåéñòâè-
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òåëüíûõ ÷èñåë, íàä êîòîðûìè çàäàíî ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî. Èç ýòîãî ïðèìåðà íàãëÿäíî âèäíî,
÷òî èìåÿ èíôîðìàöèþ î ïðåäèêàòå E  è íå èìåÿ åå
îá îïåðàòîðå F , ìû ôàêòè÷åñêè çíàåì ðàçáèåíèå
ïëîñêîñòè, îñóùåñòâëÿåìîå ïðåäèêàòîì E  â âèäå
ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ 1Euu }M{  , ò.å.
çíàåì KerF íåèçâåñòíîãî îïåðàòîðà, íî íèêàê íå
îáðàç. Òî÷íåå, çàôèêñèðîâàâ âåêòîð e  íà îñè ÎÕ,
ImF = L̀  ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå OXeL̀ . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, çàôèêñèðîâàâ äðóãîé âåêòîð 2` Ee ,
ìû ìîæåì íàéòè  `(x)e`u` , äëÿ êîòîðîãî

1`))`(,( exxE , ò.å. îáðàç îïåðàòîðà áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ïðÿìóþ ``` eL , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïà-
äàþùóþ ñ `L , íî èçîìîðôíóþ åé. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî çàôèêñèðîâàíî â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.
Ïðè ýòîì îïåðàòîð èçìåíèëñÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëà

)(x á è )`(x  íå ðàâíû. Îäíàêî äëÿ íîâîãî
îïåðàòîðà `F  îñòàëîñü ðàâåí-
ñòâî ),( yxE )`,`(` yFxFDL . Ñâÿçü ìåæäó F  è `F
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî èçîìîð-
ôèçìà ```: LL  è âûãëÿäèò FF` . Ïîäîáíûé
ïðîèçâîë âïîëíå åñòåñòâåíåí ñ òî÷êè çðåíèÿ èäåí-
òèôèêàöèè êîìïàðàòîðíûì ñïîñîáîì è äîïóñòèì ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà). Íî ïîñêîëüêó âûáîð âåêòîðà e   (ýòî
âèäíî èç ïðèìåðà) íåîäíîçíà÷åí, çàâèñèò îò èññëå-
äîâàòåëÿ è âëèÿåò íà îáðàç îïåðàòîðà (â äàííîì
ïðèìåðå ÷èñëî ))x( , òî âîçíèêàåò äâà âîïðîñà: 1)
êàêèì îáðàçîì îñóùåñòâëÿòü ýòîò âûáîð? 2) êàêèì
îáðàçîì ìîæåò áûòü íàéäåíà ñâÿçü ìåæäó ImF è
ImF‘ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ? Îòâåò íà
ïåðâûé âîïðîñ ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ íàø
ïðèìåð. Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð e  â äàííîì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ëþáûì ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîãî îãðàíè-
÷åíèÿ: 0Fe , ò.å. îí äîëæåí ïðèíàäëåæàòü KerF .

Íî îïåðàòîð F  íàì íåèçâåñòåí, è ïðè ïðîèçâîëü-
íîì âûáîðå e  íàâåðíÿêà îáåñïå÷èòü ýòî óñëîâèå
íåâîçìîæíî. Îäíàêî åñëè âûáîð e  îñóùåñòâëÿåòñÿ
íàóãàä, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ÷òî 0Fe , áóäåò
ðàâíà 1, ïîñêîëüêó KerF  ïîäïðîñòðàíñòâî áîëåå
íèçêîé ðàçìåðíîñòè, ÷åì L , à ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà
åãî 0, åñëè ñ÷èòàòü ìåðó L  ðàâíîé 1. Ýòîò ôàêò
íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî â íàøåì ïðèìåðå, íî è â
îñòàëüíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå âûáîð
e , à â îáùåì ñëó÷àå áàçèñû Leee n ,...,...,, 21  ìîæíî
îñóùåñòâëÿòü ïðîèçâîëüíî. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ
îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ. Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ
âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íàáîð ñâîéñòâ òåîðåìû
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì, äðóãèìè
ñëîâàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ ëèíåéíîãî ïðåäè-
êàòà E , çàäàííîãî íà PL, . Ïðîâåðêà ýòèõ
ñâîéñòâ â ýêñïåðèìåíòå ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðî-
âàòü ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò êàê ëèíåéíûé. Â ýòîì
ñìûñëå öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ ïðåäè-
êàòîâ è ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ â ïðîèçâîëüíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå.
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ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ

ÃÐÅÁÅÍÍÈÊ È.Â.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà êîìáèíàòîð-
íîì ìíîæåñòâå, îòîáðàæåííîì â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
çàäà÷è, èìåþùåãî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî òî÷åê
ýêñòðåìóìà, ñòðîÿòñÿ îöåíêè ìèíèìóìà íà êîìáèíà-
òîðíîì ìíîæåñòâå. Ïðèâîäÿòñÿ êëàññû öåëåâûõ ôóí-
êöèé è êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëó-
÷åíû â ÿâíîì âèäå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âèäà

,min, nRExx (1)

ãäå E  – åâêëèäîâî êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî [1],

îòîáðàæåííîå â ïðîñòðàíñòâå nR . Ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà     ÿâëÿþòñÿ    âåêòîðû,     çíà÷åíèÿ

êîîðäèíàò êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïîðÿäî-
÷åííûå íàáîðû èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

.,,,, 2121 mm aaaaaaA  Ïðèìåðàìè åâ-
êëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè è áåç ïîâòîðåíèé, ñî÷åòàíèé è äð. Ýëåìåíòû
åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ – ýòî âåð-
øèíû êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, èññëåäî-
âàíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíû, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [2-
4].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âûïóêëîå ïðîäîë-

æåíèå x  ôóíêöèè x  íà âûïóêëîå çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî EconvX , ãäå Econv – âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà E . Â ðÿäå ñëó÷àåâ îíî ìîæåò áûòü

ñäåëàíî ñ ñîõðàíåíèåì âûðàæåíèÿ x . Â òî æå

âðåìÿ, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìíîæåñòâ óäàåòñÿ


