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ñâîåé âåëè÷èíå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Ïðè
ýòîì ñîñòàâëÿþùèå ñìåñè ïîäâåðãàþòñÿ ïåðåìåøè-
âàíèþ. Êîìïîíåíòû ñìåñè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
èîíèçèðîâàííûå ìàññû, íåñóò îïðåäåë¸ííûå çàðÿ-
äû. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ñëîæíàÿ êàðòèíà
âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíûõ è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ÿâëåíèé [2], êîòîðàÿ äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ íà
îñíîâå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëÿ è
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Ýòè ðàññìîòðåíèÿ
ïîçâîëÿþò âûÿâèòü ëèøü êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó
âçàèìîäåéñòâèÿ óêàçàííûõ ïîëåé ñ æèäêîé ñðåäîé.

Â æèäêîé ñìåñè íà âñåõ ýòàïàõ å¸ ïðèãîòîâëåíèÿ,
êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò òóðáóëåíòíûå äâèæåíèÿ.
Îíè ÷àùå âñåãî ñîïðîâîæäàþòñÿ âîçíèêíîâåíèåì
â ñìåñè ìàãíèòíûõ ïîëåé, êîòîðûå ìîãóò íàáëþ-
äàòüñÿ äàæå â ñëàáîïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Äàëü-
íåéøåå ïîâåäåíèå ïîëåé – áóäóò ëè îíè â ðåçóëü-
òàòå òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ â ñðåäíåì çàìåòíî
óñèëèâàòüñÿ èëè çàòóõàòü – çàâèñèò îò ñâîéñòâ
ñàìîé æèäêîñòè. Êàê ïðàâèëî, èìååò ìåñòî çàòóõà-
íèå ýòèõ ïîëåé è òîãäà ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ
÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòüþ, ñîçäà-
þùåé ôîí, íà êîòîðîì ðàçâèâàþòñÿ ìàëûå ìàãíèò-
íûå âîçìóùåíèÿ.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à îá óñêîðåíèè ïðîöåññà
ðàçäåëåíèÿ ñìåñè íà îòäåëüíûå ôðàêöèè. Îäèí èç
ñïîñîáîâ òàêîãî óñêîðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
êîýôôèöèåíòû 1jp  ñèñòåìû (1) ïðåòåðïåâàëè áû-
ñòðûå èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè. Ýòè èçìåíåíèÿ ñëå-
äóåò ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû èíôèíèòåçèìàëüíàÿ
ìàòðèöà t , îòâå÷àþùàÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöå

njjjnkkkp ,...,2,1,...,2,1 , ïðåòåðïåâàëà áûñòðûå îñ-
öèëëÿöèè. Êàæäàÿ òàêàÿ îñöèëëÿöèÿ, äåéñòâóþ-
ùàÿ íà ïðîìåæóòêå kk sts 1 , äîëæíà áûòü

òàêîé, ÷òîáû ìîìåíò ks  áûë òî÷êîé -ôîêóñèðîâ-
êè äëÿ ïðîöåññà ñ ìàòðèöåé t . Âîçìîæíîñòü
òàêîãî ïîäõîäà îáîñíîâàíà â [3].

Åñëè êàæäàÿ îñöèëëÿöèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

ïðîöåññ ñ ìàòðèöåé t  ôîêóñèðóåò íà îäíî è òî
æå ðàñïðåäåëåíèå, òî, ïîâòîðèâ èõ îïðåäåë¸ííîå
÷èñëî ðàç, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî âåðîÿòíîñòè

ikp  èç (2) áóäóò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò êîìïîíåíò

ðàñïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðûå ôîêóñèðóþò óêàçàííûå
âàðèàöèè. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùåì âûáîðå âîçìóùåíèé ìàòðèöû:

njjjnkkkp ,...,2,1,...,2,1 .

Ðåàëèçàöèÿ îïèñàííîé ñõåìû ñâÿçàíà ñ ïîñòàíîâ-
êîé ìíîãèõ ëàáîðàòîðíûõ îïûòîâ.
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Îïèñûâàþòñÿ ïîíÿòèÿ ñèëüíîé è ñëàáîé ýðãîäè÷íîñ-
òè, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé íåîäíîðîä-
íûõ ïîëóìàðêîâñêèõ ñèñòåì. Íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé.

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè íåîäíîðîäíîãî ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñâÿçàíî ñ
ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â
êàæäîì èç ñîñòîÿíèé ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó,
èìåþùåìó ïîêàçàòåëüíûé õàðàêòåð. Òàê, âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà, áóäó÷è â ìîìåíò âðåìåíè
s â ñîñòîÿíèè i , áóäåò íàõîäèòüñÿ â íåì åùå, ïî
êðàéíåé ìåðå, â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè t,
ðàâíà

ts

s
du)u(ii

e}i)s(Xt,i)s(X{P .

Äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì ïðåäïîëîæåíèå î ïîêàçàòåëü-
íîì õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
â êàæäîì èç ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì, íî
òàêæå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìàìè, äëÿ
êîòîðûõ ýòî âðåìÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå, îòëè÷íîå
îò ïîêàçàòåëüíîãî, äëÿ âñåõ èëè õîòÿ áû íåêîòîðûõ
ñîñòîÿíèé (â òîì ÷èñëå è îäíîãî). Êðîìå òîãî, âî
ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, ïðè ñîõðàíåíèè íåçàâèñèìî-
ñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â êàêîå-ëèáî èç ñîñòîÿ-
íèé îò ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà, íàðóøàåòñÿ òðåáîâà-
íèå î íåçàâèñèìîñòè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû
â êàæäîì èç ñîñòîÿíèé îò òîãî, â êàêîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìà ïåðåéäåò ïî èñòå÷åíèè ýòîãî âðåìåíè
(íåçàâèñèìîñòü îò áóäóùåãî). Íåîáõîäèìîñòü àäåê-
âàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì,
ïîâåäåíèå êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ (õîòÿ è íåçíà÷è-
òåëüíî) îò ìàðêîâñêîãî, ïðèâåëà ê ââåäåíèþ ïîíÿ-
òèÿ ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ
âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â
äðóãîå pij ñòàíîâèòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì, åñëè ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â êàæ-
äîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ Fi(t).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ñèñ-
òåìû èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ i â äðóãèå âîçìîæíûå
ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè pij ñòîõàñòè-

÷åñêîé ìàòðèöû 
n

j,iijpP
1
, à âðåìÿ (ñëó÷àéíîå)

ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè i ïåðåä ïåðåõîäîì â
ñîñòîÿíèå j çàâèñèò îò ýëåìåíòà qij íåîòðèöàòåëüíîé

ìàòðèöû 
n

j,iijqQ
1
. Òàêèå ïðîöåññû íàçûâàþò

ïîëóìàðêîâñêèìè [1].

Èç äâóõ ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ïîëóìàðêîâñ-
êîãî ïðîöåññà âòîðîå ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì è,
òàêèì îáðàçîì, îõâàòûâàåò áîëåå øèðîêèé êëàññ
ïðîöåññîâ. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáà îïðå-
äåëåíèÿ îïèñûâàþò ïðîöåññû, êîòîðûå ìîæíî
íàçâàòü îäíîðîäíûìè: êàê âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ,
òàê è ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â êîíê-
ðåòíûõ ñîñòîÿíèÿõ íå çàâèñÿò îò ñäâèãà íà âðåìåí-
íîé îñè. Èç ñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
äëÿ ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ íåîäíîðîäíîñòü
ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â èçìåíåíèè ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, à òàêæå â èçìåíåíèè
ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â
êàæäîì êîíêðåòíîì ñîñòîÿíèè, èëè æå â “ñîâìå-
ùåíèè” ýòèõ äâóõ âèäîâ íåîäíîðîäíîñòè.

Äëÿ îäíîðîäíûõ ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ,  êàê
è äëÿ ìàðêîâñêèõ èìååò ñìûñë ïîíÿòèå ñòàöèîíàð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ . Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ áóäåò èìåòü ìåñòî ñõîäèìîñòü ê
ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Áîëåå òîãî, è äëÿ íåîäíîðîä-
íûõ ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ âîçìîæíî ââåñòè
ïîíÿòèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿì ñëàáîé è ñèëüíîé
ýðãîäè÷íîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà, è
íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëóìàðêîâñêèé ïðî-
öåññ áóäåò ýðãîäè÷åñêèì â ñëàáîì èëè ñèëüíîì
ñìûñëå [2].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó
ñîñòîÿíèÿìè äëÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X(t)
çàäàþòñÿ ýëåìåíòàìè ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû

n
j,iijpP

1 , à âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ ti â êàæäîì

ñîñòîÿíèè i ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíàì

)t(F}t{P ii .

Òîãäà, åñëè îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ñ ìàòðèöåé
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà åäèíèöó âðåìåíè

n
j,iijpP

1
 ýðãîäè÷íà è èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ppP:)p...,,p,p(p n21 , òî äàííûé ïî-
ëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ òàêæå áóäåò ýðãîäè÷åñêèì ñî

ñòàöèîíàðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ni,qi 1 , óäîâ-
ëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

,q

;ni,p
m
q

m
q

n

i
i

n

k
ki

k
k

i
i

1

1

1

1

              (1)

ni,dt)t(Fm ii 10
0

,           (2)

ãäå mi – ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå ÷èñëî ïåðåõîäîâ N. Çà N ïåðåõîäîâ ìàðêîâñêàÿ

öåïü â ñðåäíåì NpN ii  ðàç ïîáûâàåò â ñîñòîÿíèè
i=1, 2, ..., n. Åñëè ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ mi ,
îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå (2), ïîëóìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè i èçâåñòíî, òî ìîæíî íàéòè
ñðåäíåå âðåìÿ Ti ïðåáûâàíèÿ ïîëóìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè i çà òå æå N ïåðåõîäîâ:

iii NmpT .                   (3)

Ñðåäíåå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå ïîëóìàðêîâñêèì ïðî-
öåññîì íà N ïåðåõîäîâ, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

n

j
jj

n

j
j mpNTT

11
.             (4)

Íî âåðîÿòíîñòü qi åñòü âåðîÿòíîñòü çàñòàòü ïîëó-
ìàðêîâñêèé ïðîöåññ â ñîñòîÿíèè i=1, 2, ..., n.
Çíà÷èò, çà âðåìÿ T ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè i áóäåò ðàâíî:

n

j
jjiii mpNqTqT

1
.             (5)

Ïðèðàâíèâàÿ (3) ê (5), íàõîäèì:

i

n

j
jji

i m

mpq

p 1 .                 (6)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå pi â óðàâíåíèå pPp  äëÿ
ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé öåïè Ìàðêîâà ñ ìàòðè-
öåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà åäèíèöó âðåìåíè

P è ñîêðàùàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà 0
1

n

i
iimp

(èìåÿ â âèäó, ÷òî n...,,,i,mi 210 ), ïðèõîäèì ê
ñèñòåìå (1).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿ-
åòñÿ íåîäíîðîäíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè èçìåíÿþòñÿ òîëüêî âåðîÿòíîñòè ïåðåõî-
äîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, íî íå ðàñïðåäåëåíèÿ âðå-
ìåí ïðåáûâàíèÿ â êîíêðåòíûõ ñîñòîÿíèÿõ, òî áóäåò
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó
ñîñòîÿíèÿìè äëÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X(t) íà
k-ì ñêà÷êå (k = 1, 2, ...) çàäàþòñÿ ýëåìåíòàìè

ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö 
n

j,i
)k(

ijk pP
1
, à âðåìåíà

ïðåáûâàíèÿ ti â êàæäîì ñîñòîÿíèè i ðàñïðåäåëåíû ïî
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çàêîíàì )t(F}t{P ii . Òîãäà, åñëè íåîäíîðîäíàÿ
öåïü Ìàðêîâà ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

çà k-þ åäèíèöó âðåìåíè 
n

j,i
)k(

ijk pP
1
 ýðãîäè÷íà â

ñèëüíîì ñìûñëå è èìååò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

0
1

21

0 Nn,k,pPp

:)p...,,p,p(p
n

i
ik

n

,        (7)

ãäå N0 – äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ïåðåõîäîâ,
îáåñïå÷èâàþùåå ðàâåíñòâî ëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåê-
òîðà, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîìó ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ ìàòðèöû

0

11
0

0

N

i
ik

n

j,i

)N,k(
ijN,k PhH ,

âåêòîðó ðàñïðåäåëåíèÿ p, òî äàííûé ïîëóìàðêîâñêèé
ïðîöåññ òàêæå áóäåò ýðãîäè÷åñêèì (â ñèëüíîì ñìûñ-
ëå) ñ ïðåäåëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ni,qi 1 , óäîâ-
ëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

,q

Nm

,k;ni,h
m
q

m
q

n

i
i

n

l

)m,k(
lil

l
i
i

1

01

1

0
1

      (1’)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî, â îñíîâíîì,
ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, ñ òîé ðàçíè-
öåé, ÷òî âåëè÷èíû ,ni,pi 1  îïðåäåëÿþòñÿ êàê
êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
íåîäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà (7), à íå âåêòîðà
ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíîé öåïè.

Ñëó÷àé, êîãäà íåîäíîðîäíîñòü ïîëóìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà ñâÿçàíà êàê ñ èçìåíåíèåì ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè ñêà÷êàõ, òàê
è ñ èçìåíåíèåì ðàñïðåäåëåíèé âðåìåí ïðåáûâàíèÿ
â ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé “ñèëüíîé ýðãî-
äè÷íîñòè” äëÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Îäíàêî,
åñëè ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí ïðåáûâàíèÿ íå çàâèñÿò îò
ñîñòîÿíèÿ, òî ýòà çàäà÷à çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó
ñîñòîÿíèÿìè äëÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X(t) íà
k-ì ñêà÷êå (k = 1, 2, ...) çàäàþòñÿ ýëåìåíòàìè

ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö 
n

j,i
)k(

ijk pP
1
, à âðåìåíà

ïðåáûâàíèÿ ti(s) â êàæäîì ñîñòîÿíèè i ïîñëå ïåðåõîäà
â íåãî â ìîìåíò s ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíàì

)t,s(F}t)s({P i ,

ãäå ôóíêöèÿ )t,s(F  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

uts),u,t(F)t,s(F)u,s(F .         (8)

Òîãäà, åñëè íåîäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ñ ìàòðèöåé
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà k-þ åäèíèöó âðåìåíè

n

j,i
)k(

ijk pP
1
 ýðãîäè÷íà â ñèëüíîì ñìûñëå è èìååò

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (7), òî äàííûé ïîëóìàð-
êîâñêèé ïðîöåññ òàêæå áóäåò ýðãîäè÷åñêèì (â ñèëü-
íîì ñìûñëå) ñ ïðåäåëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè

ni,qi 1 , ðàâíûìè ïðåäåëüíûì âåðîÿòíîñòÿì pi

ñîîòâåòñòâóþùåé íåîäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå ÷èñëî ïåðåõîäîâ N>N0 ïîñëå ìîìåíòà s, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî äîñòèæåíèþ ê ìîìåíòó k ðàñïðåäå-
ëåíèåì “ñîïóòñòâóþùåé” íåîäíîðîäíîé öåïè Ìàð-
êîâà ñâîåãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ:

20 1
21

1
1

0
0

t
)t,t(F

t
)t,(Fargs

t t

tt
max

dtdtdt)t,t(F
t

)t,t(F
t

... kk
k

kt

kt
kk

k
2

1
1

1 =

.)t,(F))t,(Fln(
!k

maxarg k
k

001
0

Âðåìÿ TN(s), íåîáõîäèìîå äëÿ ýòèõ N ïåðåõîäîâ,
òàêæå îöåíèì íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà íàèáîëüøå-
ãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

)ts,s(F))ts,s(Fln(
!N

maxarg)s(T N
k

N
1

0
.

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ïîñëå ìîìåíòà s )s(m
äëÿ êàæäîãî èç ñîñòîÿíèé áóäåò â äàííîì ñëó÷àå
ðàâíî

dudt)tu,u(F
)s(T

)s(m
)s(NTs

sN 0

1
 .

Â êàæäîì èç ñîñòîÿíèé çà âðåìÿ TN(s) ïîñëå
ìîìåíòà s ñèñòåìà â ñðåäíåì áóäåò íàõîäèòüñÿ â
òå÷åíèå âðåìåíè

)s(mNp)s(T ii .                (9)

Òàêèì îáðàçîì, èç (9) äëÿ âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî
äëÿ N ïåðåõîäîâ ïîñëå ìîìåíòà s, ïîëó÷àåì âûðà-
æåíèå

)s(mNp)s(mN)s(T)s(T
n

j
j

n

j
jN

11
.  (10)

Âåðîÿòíîñòü qi çàñòàòü ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ â
ñîñòîÿíèè i ïîñëå ìîìåíòà s íàõîäèì èç (9) è (10)
ïî ôîðìóëå

i
N
i

i p
)s(T

)s(Tq ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííûõ â [3,4] äëÿ
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íåîäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ íà ñëó÷àé
ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.
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ÌÅÒÎÄ “ÇÀÌÎÐÀÆÈÂÀÍÈß”

Â ÑÈÍÒÅÇÅ ÒÅÐÌÈÍÀËÜÍÎÃÎ

ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÉ

ÑÈÑÒÅÌÎÉ

ÄÓÁÎÂÈÊ Ñ.À.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ ñ âåêòîðíûì êî-
íå÷íûì óñëîâèåì äëÿ ìíîãîìåðíîãî îáúåêòà ïðè
äåéñòâèè âîçìóùåíèé. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæ¸ííûé
ñïîñîá ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèâåäåíèÿ, îñíîâàííûé
íà ïðîöåäóðå “çàìîðàæèâàíèÿ” ÷àñòè êîýôôèöèåíòîâ
ðåãóëÿòîðà, ãàðàíòèðóþùåé óñòîé÷èâîñòü è íåîáõîäè-
ìóþ òåðìèíàëüíóþ òî÷íîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Òèïè÷íîé äëÿ òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ â íîëü âåêòîðà âûõîäà ëèíåéíîé
ìíîãîìåðíîé ñèñòåìû çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Èçâåñò-
íîå å¸ ðåøåíèå â ôîðìå ñèíòåçà èìååò â êîíå÷íûé

ìîìåíò ft  îñîáåííîñòè â êîýôôèöèåíòàõ îáðàòíîé
ñâÿçè [1,2]. Ýòî íå ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ðåøåíèå

äëÿ óïðàâëåíèÿ âïëîòü äî ft  âêëþ÷èòåëüíî –

âñåãäà ñóùåñòâóåò èíòåðâàë )t,t( f1 , ãäå íà÷èíàþò
ïðîÿâëÿòüñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, çàòðóäíÿþ-
ùèå äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ òåð-
ìèíàëüíîãî ðåãóëÿòîðà. Ýòà ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè
òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ õîðîøî èçâåñòíà, íî
îíà íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, îñîáåííî â ìíîãî-
ìåðíûõ çàäà÷àõ. Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ
âîçìóùåíèé çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíî
ðàçðåøèìà òîëüêî äëÿ èäåàëüíî óïðàâëÿåìûõ ñèñ-
òåì, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ [1] ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
ìàòðèö ïðè óïðàâëåíèè è øóìå: gb . Â çàäà÷àõ
äëÿ ìíîãîêàíàëüíûõ ïðîöåññîâ âîçíèêàþò ñõåìû
ðàçëè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè. Òàê, ïðè óïðàâëåíèè
ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ñ
âåðòèêàëüíîé òÿãîé (ËÀÂÒ), ñîâåðøàþùåãî ïîñàä-
êó íà ïàëóáó êà÷àþùåãîñÿ ïëàâñðåäñòâà, ìîæíî
âûäåëèòü äâà êîíòóðà ïðèâåäåíèÿ – ïî äàëüíîñòè
è ïî âûñîòå. Âñëåäñòâèå êà÷êè êàíàë âûñîòû
ñèëüíî çàøóìëåí è íå èäåàëüíî óïðàâëÿåì. Â òàêèõ
óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ñëåäóþùàÿ
ñõåìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñíà÷àëà ËÀÂÒ
ïðèâîäèòñÿ ïî äàëüíîñòè â çàäàííóþ îêðåñòíîñòü
ïðè îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè â êàíàëå âûñîòû,
à çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ ïî âûñîòå, ò.å.

îáåñïå÷èâàåòñÿ íàäëåæàùèé êîíòàêò ËÀÂÒ ñ ïîñà-
äî÷íîé ïëîùàäêîé ïî âåðòèêàëüíûì îòíîñèòåëü-
íûì êîîðäèíàòå è ñêîðîñòè. Óñïåõ ïðèìåíåíèÿ
ïîäîáíîé ïðîöåäóðû çàâèñèò îò âîçìîæíîñòè ïå-
ðåéòè â êàíàëå äàëüíîñòè îò òåðìèíàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ê ñòàáèëèçàöèè, ò.å. “çàìîðîçèòü” óïðàâëå-
íèå. Ýòà ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé ïðè óïðàâëå-
íèè ìíîãîìåðíûìè ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè, â
ñîñòàâ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ âõîäèò
ìîìåíò îñòàíîâêè. Â îáùåé ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñòà-
íîâêå òàêèå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê òåîðèè äèôôóçèîí-
íûõ ïðîöåññîâ, äàë¸êîé îò ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëå-
ìûõ ðåøåíèé. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä  “çàìîðàæèâà-
íèÿ” äà¸ò ïðîñòîé ñïîñîá îòäåëåíèÿ çàäà÷è âûáîðà
ìîìåíòà îñòàíîâêè îò ïðîöåäóðû ñèíòåçà óïðàâëå-
íèé.

Ðàññìîòðèì íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ]t,0[ f  ëèíåé-

íóþ ñèñòåìó äëÿ n âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
T

n21 )x,,x,x(X :

.X)0(X,UbAXdt/dX 0

Çäåñü U ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå; A  è b  – ìàòðèöà
è âåêòîð (ñîîòâåòñòâåííî) ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåí-
òàìè, ñîñòàâëÿþùèå óïðàâëÿåìóþ ïàðó. Óïðàâëå-
íèå áóäåì âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ìîìåíò

ftt  îáåñïå÷èòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû
)t(x1  è k  å¸ ïðîèçâîäíûõ .)nk(  Ïåðåõîäÿ ê

êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì äëÿ ñîñòîÿíèÿ è óïðàâ-
ëåíèÿ [1,3], ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü óêàçàííóþ
çàäà÷ó:

íà äâèæåíèÿõ ñèñòåìû

,x)0(x,ubxJdt/dx 0nn           (1)

äëÿ âåêòîðà T
n21 )x,,x,x(x è âûõîäà (âåçäå

äàëåå íóëÿìè îáîçíà÷åíû íóëåâûå ìàòðèöû ïîäõî-
äÿùèõ ðàçìåðîâ)

,)t(xC)t(y ),t(yy ff         (2)

0,,0,e,,e,eC kk2k1k ,

ãäå ,e,,e,e,0J )1n(n2n1nn ,eb nn ine –

n âåêòîð,  i-é ýëåìåíò êîòîðîãî 1, à îñòàëüíûå –
íóëè, nnn ee ,

ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë )0(


