
РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В КОЛЬЦЕВОМ 
ВОЛНОВОДЕ С ДИЭЛЕКТРИКОМ

С. С. Т р е т ь я к о в а

Вопрос о распространении электромагнитны х волн в кольцевы х в о л ­
новодах с диэлектриком вызывает интерес, поскольку в последнее время 
кольцевые волноводы находят ш ирокое применение в различны х областях  
техники сверхвысоких частот. Примером мож ет сл у ж и ть  использование 
их в качестве волноводных фильтров в лини ях передач сверхвы соких 
частот, ускоряю щ их систем в линейных ускори телях , а так ж е  периоди­
ческих структур  в приборах, использую щ их эффект В авилова — Черен- 
кова.

П оскольку в практических устройствах кольцевой волновод изготов­
л яется  в виде системы колец, нанесенных на диэлектрический стерж ень 
или находящ ихся в диэлектрическом  кан але, важ но вы яснить влияние 
диэлектрической среды на характеристики кольцевого волновода. Особый 
интерес долж ен представлять случай оптически активны х сред.

! .  Постановка задачи

Рассмотрим кольцевой волновод (рис. 1 а, б), состоящ ий из периоди­
ческой системы металлических идеально проводящ их колец, изолирован­
ных друг от друга. В нутри или вне кольцевого волновода помещен

изотропный диэлектрик с произвольной диэлектрической проницаемостью
в. К ольца предполагаю тся бесконечно тонкими. Вводя цилиндрическую  
систему координат (г, ср, г), будем искать те волны, которые м огут рас­
пространяться  в данной системе в направлении оси г. Б лагодаря  акси аль­
ной симметрии системы рассм атриваю тся только  реш ения, в которых
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зависимость по <р определяется множ ителем в""Р. П ериодичность системы 
приводит к тому, что поля можно представить в виде рядов Ф урье

,2*т
£  (г , ср, г) — • е'Л°г ^  £ т  (г) е* 1 ■ е~ м ,

т
— 2тст

Я  (/■, <р, г) =  ■ ег,!°2 V  (/•) е'~7" . е~ш ,
т

где вектор-функции £ т  (г), Я т  (г) для  г <  а  и г >  а  вы раж аю тся через 
функции Бесселя и Х анкеля. Более подробно рассмотрим случай , когда 
диэлектрик зап олн яет  область г >  а, а д ля  располож ения диэлектрика 
внутри кольцевого волновода приведем л и т ь  конечные результаты .

И з решения уравнений М аксвелла составляю щ ие поля находим 
в следующем виде:

г <  а

Егт П  =  “ т Р ^ ь  (Ртг),

Е гт (г)  =  а тШтр тГ п (р тг ) —  Вт  ~  J n ( р п г ) ,

Е , т (г ) =  —  а т  J n (р тг ) —  $тИгрт Г п (р тг ) ,

И гт (Г) =  Ътр У Л Р т Г),
Ь п

И гт  (г) =  a m y J n ( р тГ )  +  Р т / Л и Р ™ / ;  ( Р „ / ) >

Я,,» (г) =  а тщ р тг п (Ртг) —  вт 5=2 ./„ (рт г);

г >  а

Игт (/') =  а тРгпПп (РтГ),

Егт (г) = а тШтр'тН {1у(р'тг)—  рт  у  Я!,11 ( р » ,

Е , т (г) =  ~ а т  ^  Я '1» (рт г) -  р „ Д р ;Я ',г (р ,>),

Я гт (г) =  Р~ Р т  Я!,1’ ( р » ,

Игт (г) =  а т ^  Я*1’ ( р »  +  $,пП1,пр п Н 'п У ( р ’пг ) .

Нут (Г) =  атИгр'тН1{п У (ф,'пг) —  $т - у  Н™ (,р'тг ),

где й =  ~  ; рт =  =  Ло +  ; Рт =  V к Ч  — /1т-

П одчиняя компоненты поля точным граничным условиям  на пе­
риоде структуры , получим соотнош ения м еж ду коэффициентами ат, |Зт ,

® т  |  Р т ’
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и систему уравнений для определения коэффициентов а т и рт :

I  атрУ„ (Рп;а ) е‘Нтг = о (металл);
т

—п У атк ,^ п (рта) +  Iка У КРтК  (Рт«) =  0 (металл);

* т  ( Р т  —  Р т )
Л  ( Р т « )  е ,Нтг +

Рт К "

+  Ига У  ?т [■/„ <Р.„«) Н'п (Р«°) ~ ~ т } п М  Щ  > ( Р > )

X е'/,тг =  0 (щель);
Р 1' ГоЯ у т 

Рт

X

“ “ I *" Й П П Т Т , Г4  (р”“) н ‘"  (р . “ ) ~  ^  4  (р"“> н "1>' ( р > )  “Я '  /П '   ̂ "»

П2Н

к2а2РтР,

Я « Г ^ т И>
К  (Рт«) ^ 1Г ( Р »  — (Рт«) ^  ( Р » X

X е,Нтг — 0 (щель).
Займемся теперь решением полученной системы четырех уравнений, 

выполняю щихся на разных частях периода.

Введем безразмерные параметры £ =  ^  =  2т а ’ * ”  ’
Тогда

= у  +  т ) ;  рта =  - у  V  *2 — (> +  т ) а; р >  =  V * ав — (у +  т ) 2.

При | т  | со рта =  7- (V +  т )  ~  (1 +  0 ( -У ) | =  р ’па.
И спользуя асимптотические приближ ения ф ункций Бесселя при 

| т  | ->- со , найдем, что

К М  н <»■ ( р > )  =  I  ^ Ш  {I +  о (Д , ) } .
2 Д I т |

^ ( Рта ) Н - >  ( р ^ ) . ^ - ^ - ^

и величины
.  _  ) _________________ К  (Рта) /Р°'(рт 'а) • Д рта

11+оШ)
I ! т  |

4  (Рт а) Н 1п1у(рта) — У,; (рт а) ' (р^с)
г ТП

4  (Р та) Я1П'(Р ,;а) ~  ^  (Р та) я ; ,1» ( р »

■]п (Рта) / Р 1 ’ (Рта)

при I т  I -> ОО стрем ятся к нулю , как  1 /т а. О бозначая 

« т  ^т Рт ^п  (Рт«Ф

V от ОТ

V 4 - т  | т  | 

0 + е) Д Р та ™

ьт = а. яЛ, Р ‘* — Р*
»ЛаЯ'и (л',а) т 2 | / Р ,) ( р »

х  [ / .  ( Р т « )  ( Р т « )  —  ^  ( Р т « )  Я ,'.”  ( Р т « ) ]  .
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получим
X  а т е‘('|+т,Е =  0 (металл);

V  ( _ О* —  ̂+  т  ,л а т +  &т ) е ,(' + т ) '  -  а т Ф ТО1е « ,'+ т)Е (м еталл);Д  х х 2 — (У +  т ) 2

]£&т е‘(',+ т)5 =  0 (щ ель);

• /  л Д  V +  т
(у +  т )- Ж у т т ат 1 е '<,+в*>5 =

где Фшл =

=  +  V  Ьт1 пте‘̂ +тК (щель),
т т

(£ — 1) (1 ~-Ът) Н (п1) (Рта) . 
у +  /л X* —  (У  /П1* //»и (р^й) *

АД
т  | ' Р та)

х-2« —  ( у +  т)2 у +  т  п Г  / р  ) ' ( р ^ а )

пгАа (£ — 1) 1

X
I . х2£ — (У +  т у  .. * . -Д  (Рта) я ™ '  {Рта) р т К  (Рт.а) (Р'пА) ) _

у-2 _  (У -г- т ) 2 °т  ̂ 2М ^(ота) р'т я (1)' (р/„а) Г
' /I *

г   яД у +  /я
-тл 7. х* — (у +  т ) 2

•!п (Рта) Н [ 1)' (р/па) — Уп (рта) Я '1’ ( р »
Р т

2 Я Л (рт а ) Я ' 1»' ( Р »

Системы уравнений, подобные этой, хорошо изучены и м огут быть 
решены путем сведения их к задаче Рим ана — Гильберта с помощью 
метода, детально излож енного в работах [1]; [3]. О п уская  рассмотрение 
задачи Римана — Гильберта, приведем окончательное решение ее в виде 
однородной бесконечной системы линейны х алгебраических уравнений 
относительно а,п, Ьт, съ с2\

£  1а * [ ( Х* П Г  +  ] +  ** (ч* +  +  * ) ^  } +
к

£ « .  ■Ц 1 ( ^  ■ - [ V -  £  у , + ( .  +  к ) ( Ш  К ы  -  *  ф Д ]  +
£

+  £  ^* [^*«1 — 7 Г * )  — Т  +  (у +  &) Е кп) +  2С1Я[о] +  у  2Сг/?[5) =  0;
*

£  | а * | ^ < \  +  (V +  к )  Ф кп) -  8тА) ] +
А

+  Ьк [ - 8*1/* — (1 _  8*) 1А1 8тА]} +  2С2Я т =  0 (1)

£  а* У м  | Т  Х* ^  ^  ^  ^  ( т  ^  -  - Т 1  ф *")1 +

+  £ ъкУ%, щ &*] +  2Саям +  £ 2 е д „  =  о,

/гг =  0, ±  1, ± 2 ,  , . .
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где величины V km, R m определяю тся через функции Л еж ан дра от аргу-
„  sd  , , s ( 1 т  =  k  п&хмента и  =  c o sT  (см. [U . Ьтк = , ( Q т  ф  * ^  =

«•

* «  =  £  m = — «
«•

p t3, =  V  1 ? !  - Rm- =  п p  . t—u\-
^  m  v m  2smv7c  l v  / *

m = — eo

У И  =  ( 0  . f  ,7; =  2 Sin 'VÏC ’ 7 + 1  t ^ >v- 1 ( U) #0* + ‘ (W) P * ~ 2 (U) P  k (u )l;
m = —««

Ï /Æ    *   i m  \ ^ m    ^  1 r n  /  n  /  !
w  v +  й _  m  v +  m 2 sin  vit v +  /г 1 v— 1 '  '  ‘ *+* '  ^

m = —oe

+  P v _ 2  (— ifi| P *  (— » )]•

Равенство нулю определителя этой системы и является  точным ди с­
персионным уравнением для несимметричных волн, распространяю щ ихся 
в кольцевом волноводе, помещенном в диэлектрическую  среду.

П оскольку система уравнений бесконечная, то дисперсионное у р ав­
нение представляется бесконечным определителем. О днако элементы опре­
делителя в качестве множ ителя содерж ат Ьт и х т, которые при | т  |->- со 
стрем ятся к нулю как  Л/т2. Это дает возмож ность ограничить определи­
тель и пользоваться в расчетах конечным числом членов, которое зави ­
сит от требуемой точности.

2. Случай симметричных волн

Д л я  случая симметричных волн (п  =  0) в кольцевом  волноводе можно 
выделить два типа волн, аналогичны х Е- и Н- волнам  в сплошном вол­
новоде. М атематически это приводит к разделению  системы уравнений (1), 
после подстановки п =  0 , на две независимых системы, одна из которы х 
описывает распространение £-волн  в кольцевом  волноводе, а д ругая  — 
//-во л н . У словие сущ ествования нетривиального реш ения каж дой из них 
дает  дисперсионные уравнения для Е- и Я -во л н  соответственно. В про­
стейшем случае нулевого приближ ения Ьт, у т =  0 при т ф  0 (что спра­
ведливо д ля  х < 1), и дисперсионные уравнения имеют следую щ ий вид.

Д-волны:

J 0 (Pi,а) (р0а) — Я  (р0а ) Н (" ( р ’ а) (_ и) +  р   ̂ (_ ц)

J,  (РоО) =  — ^(Роа)Рйа( \+, )Л ’ " Р Д = ^ Р ,_ ,(-и )1 (2)
Я -волны :

Jо (Pifl) Hi"' (Ро а) — J ’ (раа) Н(Р  (р0' а) Р . (и) -  (и)
(Рой) =    ГТГ -̂------------ 1 Д Роа  • ъ , _1_ В1 ’ ) ; • (3)’ 2 v / / (| 1 )(^yг) 0 Р* (“) +  / \ _ 1  (“)

где Р , (и) — ф ункции Л еж ан дра от и =  со5 1г^//.
Н еизвестная  постоянная распространения V =  V' +  г /  входит в ар гу ­

мент ф ункций Бесселя и Х анкеля и в индекс функций Л еж ан дра. Т ранс­
цендентные уравнения подобного рода легко  реш аю тся с помощью 
электронно-вы числительны х машин.
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В случае длинноволнового приближ ения уравнения (2) и (3) несколько 
упрощ аются (V 1).

£-волны :

Г. ,

,1о(Риа)= д о 21п э ш ^ ; (4)

Я -волны :

Л) (Роо) Я*!) (Роа) — Р'г  'о' М  / / '"  (Р„'а)
' ■ м  = ------------------------------------------------------------------------------------(5)

Если в этих уравнениях полож ить е =  1 и й — I — 2Ь (2Ь — ш ирина 
кольца), то (4) и (5) можно зап и сать в таком виде. '

£-волны :

Л  (Р0а)  =  1 ( у  • — —  — ~1; ; (6 )
(р0а) 1п соэ —

/7-волны:
. . т:6

. .  1П 51П —г

=  < 7 >

что в точности совпадает с дисперсионными уравнениями д ля  кольцевого 
волновода, полученными в работе [2 ].

Если диэлектрик находится внутри кольцевого волновода, то диспер­
сионные уравнения для симметричных Е- и Н -волн в нулевом прибли­
жении имеют вид, аналогичный (2) и (3).

Е-волны:

Ц  (р'а) Я<» (Роа) -  У0 (р'а) Я«»' (р0а) > , р  (_ ц) +  р< (_ ц)
*9 (Ро«) = --------- р„а Я |1) (рва) (1 +  е) 2Д (— а) — Р„ (— а) *

Я-волны:

ч 20 (р„'а) / /< " ' (р„а) -  ^ У ; ( р „ ' а )  Я</> (р0а) д  д ^  (ц) _  р _ ] (н)

1 (Р°й) Я Й ^ )  2> Я, (и, +  Р ,_ , (и) •
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