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The paper considers the application of the Green-Rvachev quasi-functions 

method to the construction of the method of two-sided approximations for the 
numerical analysis of the first boundary value problem for the semilinear elliptic 
equation with the Laplace operator on the plane. The work of the proposed 
method was tested on a model problem arising in population genetics. 

 
Задачі математичного моделювання стаціонарних процесів теплопро-

відності у нелінійних середовищах, задачі хімічної кінетики, задачі фізики 
плазми, теорії горіння, біології, екології тощо приводять до необхідності 
знаходження додатного розв’язку наступної крайової задачі: 
 ( , )u f u−∆ = x , ∈Ωx , (1) 

 0u
∂Ω
= , (2) 

де Ω – область у 2
ℝ  з кусково-гладкою межею ∂Ω, 

2 2
( , )x x=x , ( , )f ux  непе-

рервна і додатна для всіх ∈Ωx , 0u >  функція. 
Точні розв’язки задач вигляду (1), (2) майже не відомі, а серед чисель-

них методів аналізу цієї задачі перш за все слід виокремити метод двобіч-
них наближень. У своєму класичному варіанті він заснований на переході 
від диференціальної задачі до еквівалентного інтегрального рівняння Гам-
мерштейна, ядром якого є функція Гріна першої крайової задачі для опера-
тора Лапласа [1]. Отримане інтегральне рівняння є основою для побудови 
двох послідовностей функцій, які знизу та зверху наближають шуканий 
розв’язок. Обмеженість практичної реалізації такого підходу пов’язана з 
тим, що, незважаючи на існування функції Гріна для доволі широкого кла-
су областей, її фактичне знаходження може біти здійснено лише у пооди-
ноких випадках. Отже, актуальною є розробка нових методів двобічних 
наближень, які б мали ширші конструктивні можливості. 

Це може бути зроблено на основі переході до еквівалентного задачі 
(1), (2) інтегрального рівняння Урисона, використовуючи квазіфункцію 
Гріна-Рвачова замість функції Гріна [1]. 

Нехай область Ω  обмежена скінченною кількістю кусків ліній 
( ) 0
i

σ =x , де ( )
i

σ x  – елементарна функція, 1, 2, ...,i n=  . Тоді за допомогою 
конструктивного апарату теорії R -функцій [2] можна побудувати у вигляді 
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єдиного аналітичного виразу елементарну функцію ( )ω x  таку, що: 
а) ( ) 0ω >x  у Ω;    б) ( ) 0ω =x  на ∂Ω;    в) ( ) 0∇ω ≠x  на ∂Ω. 
Квазіфункцією Гріна-Рвачова першої крайової задачі для оператора 

Лапласа у 2
ℝ  назвемо функцію 

2 2

1 4 ( ) ( )
( , ) ln 1

2
Q

r

ω ω
= +

π
x s

x s , де 

2 2
( , )x x=x , 

2 2
( , )s s=s , 2 2

1 1 2 2
( ) ( )r x s x s= − = − + −x s . 

Реалізовуючи описаний у [2] підхід, отримаємо, що задача (1), (2) ек-
вівалентна інтегральному рівнянню: 
 ( ) ( , , ( ))

Ω

= ∫u P u dx x s s s , (3) 

де 
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( , , ( )) ( , ) ( ) ( , ) ( , ( ))= +P u K u Q f ux s s x s s x s s s , 
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Рівняння (3) розглядатимемо у банаховому просторі ( )C Ω  непере-
рвних у Ω функцій як рівняння з гетеротонним оператором. При цьому 
простір ( )C Ω  вважатимемо напівупорядкованим за допомогою конуса не-
від’ємних функцій. Якщо цей гетеротонний оператор має сильно інваріан-
тний конусний відрізок, то, взявши за початкові наближення кінці цього 
відрізка, можна побудувати двобічний ітераційний процес знаходження 
наближеного розв’язку задачі (1), (2). Обчислювальний експеримент було 

проведено для 
3

4
1 1

( , )
5 4

f u u= +x , яка виникає, зокрема, при вивченні селек-

ційної міграційної моделі у популяційній генетиці [3]. Отриманий з двобі-
чною оцінкою похибки чисельний розв’язок було порівняно з розв’язком, 
отриманим методом скінченних різниць у [3]. 

Описаний підхід до побудови методу двобічних наближень може бути 
розповсюджений на напівлінійні еліптичні рівняння з операторами більш 
загального вигляду, а також на задачі, що розглядаються у m

ℝ , 2m > . 
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