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Анотація. В роботі запропоновано метод покращення стратегії керування технологічним 

процесом за сукупністю критеріїв з використанням принципу злиття нечітких цілей і 

обмежень. В якості узагальненого критерію використовується згортка критеріїв у вигляді 

нечіткого інтеграла Сугено. 
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ВСТУП. Невизначеність, в тій чи іншій мірі властива всім процедурам прийняття рішень в 

управлінні ТП, має дві сторони. Одна сторона носить імовірнісний характер, друга пов'язана з 

неточністю і приблизністю цілей, альтернатив, ресурсів. У задачах управління ТП, як правило, 

присутні обидві сторони невизначеності. Так, у випадку багатоцільової задачі прийняття 

рішень на кожному етапі ТП ми маємо справу з невизначеністю стохастичної природи, 

пов'язаної з випадковими впливами зовнішнього середовища, і з невизначеністю, одержуваної 

в результаті формалізації якісної інформації про порівняльну перевагу можливих варіантів 

рішення. 

Найбільш адекватною стратегією оптимізації ТП є стратегія послідовної оптимізації. В 

умовах невизначеності процедура прийняття рішень на кожному етапі ТП орієнтована в 

загальному випадку не на вирішення чітко поставленої математичної задачі оптимізації, а на 

послідовне виявлення переваг особою, яка приймає рішення (на основі одержуваної від нього 

інформації) разом з визначенням допустимої множини дій. 

При розробці і використанні математичних моделей прийняття рішень, наприклад, моделей 

математичного програмування, коли альтернатива являє собою множину рішень потужності 

континуум, і оптимальне рішення відповідає екстремуму цільової функції, питання про аналіз 

наслідків як таких в загальному випадку не ставиться. А він особливо важливий при 

дослідженні слабо структурованих об'єктів. 

У ситуації вибору найкращої дії з множини можливих, коли результати цих дій носять 

імовірнісний характер, кожна дія характеризується своїм вектором ймовірностей всіх 

можливих альтернативних результатів. Одна з найбільш розроблених теорій вибору найкращої 

дії в цих умовах – теорія ймовірнісної корисності фон Неймана і Моргенштерна [4]. 

В [5] розглянуті методи звуження множини допустимих альтернатив. До них належать 
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методи, що ґрунтуються на ідеях ефективних компромісів Парето, гарантовані оцінки 

Гермейєра та вибір рішень на основі нечіткого опису Заде. 

Використання інформації, заданої у формі нечітких множин, призводить до нових 

формулювань оптимізаційних задач і методів їх вирішення. 

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ. У загальному випадку задачу оптимізації можна 

сформулювати як задачу максимізації (мінімізації) заданої функції на заданій множині 

допустимих альтернатив, яка описується системою рівностей та/або нерівностей. 

 
де X – задана множина альтернатив; 

 і  – задані функції. 

При розгляді реальних задач прийняття рішень в управлінні ТП в розпорядженні 

дослідника можуть виявитися лише нечіткі описи функцій f і φi або параметрів, від яких 

залежать ці функції. Це може бути через недостатність інформації про цю ситуацію або 

служить формою наближеного опису ситуації, достатнього для вирішення поставленої задачі. 

Крім того, в реальній ситуації альтернативи поза множиною обмежень можуть бути не 

неприпустимими, а лише в тій чи іншій мірі менш бажаними для особи, яка приймає рішення, 

ніж альтернативи всередині цієї множини. Форми нечіткого опису вихідної інформації в 

задачах прийняття рішень можуть бути різними. Звідси і відмінності в математичних 

формулюваннях відповідних оптимізаційних задач. Залежно від виду функцій f і φi 

розрізняють наступні задачі [5]: 

– оптимізація з нечіткими відносинами; 

– оптимізація з нечіткими обмеженнями; 

– оптимізація з нечіткою метою; 

– оптимізація з нечіткою метою та нечіткими обмеженнями. 

Аналіз методів вирішення різних типів нечітких оптимізаційних задач [5, 6, 7] показав, що в 

основі їх лежать два підходи: 

– заміна нечітких множин множинами α-рівня і зведення нечіткої оптимізаційної задачі до 

класичної задачі математичного програмування; 

– представлення цільової функції і обмежень нечіткими множинами і використання 

принципу злиття цілей і обмежень Беллмана-Заде [8]. 

При використанні першого підходу вихідна задача нечіткого математичного програмування 

зводиться до вирішення деякої множини класичних задач оптимізації. Розглянемо задачу 

оптимізації з нечіткими обмеженнями. 

Нехай цільова функція; 

X – універсальна множина альтернатив; 

 – функція приналежності (ФП) нечіткої множини допустимих альтернатив. 

Нехай задача оптимізації сформульована так: max f при , причому під максимізацією 

розуміється раціональний вибір конкретної альтернативи чи множини альтернатив. 

У цьому випадку вихідна задача нечіткого математичного програмування представляється у 

вигляді сукупності звичайних задач максимізації функції f на всіляких множинах рівня 

множини допустимих альтернатив 

. 

Якщо альтернатива  є рішенням задачі  на множині рівня α, то α 



   

 

 

 
«Computer-integrated technologies, automation and robotics»  

CITAR-2025 

 

 

52 

трактується як ступінь належності альтернативи  нечіткій множині рішень вихідної задачі 

нечіткого математичного програмування. Перебравши всілякі α, отримаємо функцію 

приналежності нечіткого рішення. Для всякого , такого, що , побудуємо множину 

 – множину рішень звичайної задачі максимізації на 

множині допустимих альтернатив зі ступенем приналежності не менше α. Тоді рішення 

вихідної задачі визначається зі співвідношення . 

Очевидно, що стосовно до вирішення задач управління ТП даний підхід може бути 

використаний при дослідженні технологічного об'єкта невисокої розмірності, наприклад, при 

оптимізації окремих технологічних операцій, зважаючи на складність вирішення 

багатовимірних задач математичного програмування. 

Для оптимізації управління багатостадійним ТП більш раціональним є підхід Беллмана-

Заде. Введення понять про нечіткі цілі і обмеження дозволяє застосувати іншу, відмінну від 

стандартної, логічну схему прийняття рішень. У стандартній схемі фіксується множина 

альтернатив, множина обмежень і критерій (критерії) або цільова функція (функції) вибору 

оптимальної альтернативи. При нечітких цілях і обмеженнях, заданих у просторі альтернатив 

або в просторі станів системи, логічна схема прийняття рішень виглядає по-іншому. Основним 

у даному підході є те, що цілі прийняття рішень і множина допустимих альтернатив 

(обмежень) розглядаються як рівноправні нечіткі множини деякої універсальної множини 

альтернатив. Рівноправність розуміється в тому сенсі, що рішення повинно задовольняти і 

цілям, і обмеженням. Результуюче рішення формується як перетин множин нечітких цілей і 

нечітких обмежень. Це означає, що між цілями і обмеженнями або ресурсами, по суті, 

втрачається відмінність. Серед множини можливих результуючих рішень вибирається так 

зване максимізуюче рішення, на якому ФП перетину множини цілей і множини обмежень 

приймає максимальне значення. Максимізуюче рішення є в деякому сенсі оптимальним. 

Зважаючи на складність сучасних ТП виробництва виробів нової техніки, їх 

багатопараметричність, багатокритеріальності рішення задачі оптимізації не є єдиним. При 

цьому неоднозначність рішення не може бути усунена шляхом внутрішнього, більш 

детального аналізу ТП. Необхідний зовнішній аналіз ТП, тобто процес повинен розглядатися 

як підсистема більш складної системи – виробничої, а критерії оптимізації вибиратися і 

ранжуватися залежно від критеріїв оптимальності останньої. Це дозволить побудувати деякий 

результуючий показник якості ТП, який в принципі визначить єдине рішення задачі 

оптимізації ТП. Оскільки можливості об'єктивного вибору результуючого показника обмежені 

нашими знаннями властивостей ТП і систем більш високого ієрархічного рівня, то такий вибір 

неминуче стає суб'єктивним, і саме в цьому сенсі ми використовуємо термін субоптимальне, 

говорячи про єдине рішення. 

Якщо розглядати багатокрокові процеси з детермінованою функцією переходів з нечіткими 

обмеженнями на управління та з нечіткою метою в просторі станів (спочатку з фіксованим 

числом кроків), то задача зводиться до знаходження послідовності управлінь, що 

максимізують результуючу ФП. Для знаходження максимізуючого рішення використовується 

стандартна процедура динамічного програмування з побудовою рекурентних співвідношень. 

Ця ж задача з фіксованим часом розглянута в стохастичній постановці, коли максимізується 

ймовірність досягнення нечіткої мети. При цьому задача зводиться до детермінованої шляхом 

застосування оператора математичного очікування до ФП. 

Там же розглянута задача з довільним числом кроків, коли нечітка мета визначена у вигляді 

деякої нечіткої підмножини всієї множини можливих станів. Процес закінчується, коли 
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характеристики системи вперше виявляються в цій підмножині, і задача полягає у виборі такої 

послідовності управлінь з урахуванням нечітких обмежень, при якій максимізується ступінь 

наближення кінцевого стану до заданої підмножини. 

Розглянуті варіанти задач прийняття рішень не вичерпують всього різноманіття можливих 

ситуацій. Підхід Беллмана-Заде розроблений тільки для детермінованих і стохастичних систем 

в умовах, коли нечіткими є цілі і обмеження на управління. Однак сам стан технологічного 

об'єкта (ТО) також може бути нечітким. Крім того, не вирішена проблема об'єднання 

декількох цілей у разі їх неоднакової важливості або взаємозалежності. 

Розглянемо ТП як N-стадійну нечітку систему, що описується нечітким рівнянням 

 
де ~ – оператор нечіткості; 

 

X, U – області зміни стану та управління відповідно; 

 – ФП нечіткої множини . 

Нехай на управління  накладені нечіткі обмеження , де  – ФП 

нечіткого множини . 

Нехай задано початковий стан ТП – . Потрібно знайти послідовність чітких управлінь  

, що задовольняють нечітким обмеженням , і послідовність нечітких 

станів  для якої показник якості G приймає максимальне значення. 

Трансформуємо дану задачу до схеми багатоетапного прийняття рішень. Експертним 

шляхом визначимо передбачуване максимальне значення критерію G і представимо мету 

відповідною нечіткою множиною GN в X з ФП ( ). Тоді відповідно до принципу 

Беллмана-Заде рішення задачі можна записати у вигляді: 

 
Для відповідних ФП маємо: 

 
,      (1) 

де  – знак операції min. 

У разі коли стани  – чіткі можна отримати систему рекурентних рівнянь, що дає 

рішення (1): 

   (2) 

де  – ФП нечіткої мети на етапі ТП з номером , індукованої заданою 

метою GN на кінцевому етапі. 

У нашому випадку стан  нечіткий, тому в (2) виникає питання про обчислення 
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, тобто визначення ступеня приналежності нечіткого стану  індукованої 

нечіткої цілі  

Спочатку визначимо ступінь приналежності кожного елемента  нечіткого стану  

нечіткої мети , тобто сформуємо нову нечітку множину  з ФП . Як ступінь 

приналежності кожного нечіткого стану  нечіткої мети  вибирається максимальна ступінь 

приналежності елемента, що належить перетину нечітких множин  і  Решта значень 

 виходять з рекурентних співвідношень. 

В результаті отримуємо систему рекурентних рівнянь, що дають рішення поставленої 

задачі: 

   (3) 

У реальних умовах при управлінні ТП виробництва виробів нової техніки можлива 

наявність декількох показників якості. Нехай Gj – нечітка множина, що характеризує j-тий 

показник . Тоді нечітка множина D, що є рішенням задачі, буде визначатися 

формулою 

 . 

Для отримання рішення можна використовувати систему рекурентних рівнянь, аналогічну 

(3), з урахуванням наявності декількох показників якості. Однак навіть у разі незалежності та 

однакової важливості показників рішення такої системи є дуже трудомістким. 

У цьому випадку введемо узагальнений показник якості. В якості узагальненого показника 

якості використовуємо згортку п приватних нечітких показників у вигляді нечіткого інтеграла 

Сугено [9]. Лінійний узагальнений показник використовується зазвичай в тому випадку, коли 

окремі показники взаємно незалежні. Згортка у вигляді нечіткого інтеграла може 

використовуватися, коли існує взаємозалежність показників, що характерно для більшості 

задач управління в нечіткій ситуації. 

Позначимо через К сукупність показників Gj: 

 
Для кожного  з кінцевої множини можливих фінальних станів ТП визначимо функцію 

 
тобто h(Gj) – нормалізована оцінка показника  ; 

експертним шляхом визначимо gj – ступінь важливості показника . 

Визначимо на  нечітку міру g так: 

якщо , то 
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де параметр  визначається за умови нормування: 

 
Тоді як  візьмемо нечіткий інтеграл від функції h на множині K по нечіткій мірі g 

[9]: 

 
де . 

Далі стратегія управління ТП визначається із системи (3). 

ВИСНОВКИ. Запропонований метод оптимізації стратегії управління ТП за багатьма 

критеріями з урахуванням їх неоднакової важливості і взаємозалежності узагальнює і розвиває 

підхід Беллмана-Заде на випадок нечіткої системи в нечітких умовах. Метод дозволяє 

об'єднати навіть суперечливі цілі управління, поставивши задачу досягнення максимального 

прибутку на єдиній основі, що поєднує управління кількістю (максимальна продуктивність) з 

управлінням якістю (максимальний вихід придатних) як складових елементів системи 

управління ТП. 
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