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Исследуются задачи оптимизации вы
пуклых и сильно выпуклых функций 

на классах комбинаторных 

множеств. Формулируются оценки и
 достаточные условия минимума фу

нкций на множествах переста- 

новок кортежей и композиции перес
тановок. Обсуждается применение р

езультатов при ‘разработке 

интеллектуальных систем поддержки
 принятия решений различного назнач

ения. 

ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ, КОМБИНАТ
ОРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ, КОМБИНА

ТОРНОЕ 

МНОЖЕСТВО, ВЫПУКЛАЯ ФУНКЦИЯ, ОЦЕ
НКА МИНИМУМА. 

Введение 

При разработке интеллектуальных систе
м под- 

держки принятия решений различного назначени
я 

важную роль играют математические модели объек
- 

тов, составляющих предметную область, и метод
ы 

их анализа. Применение математических моделе
й 

и методов позволяет повысить эффективност
ь 

решений, принимаемых с помощью интеллектуаль
- 

ных систем. В настоящее время системы поддерж- 

ки принятия решений создаются B различ
ных обла- 

стях, одной из которых является геометрическое 

проектирование [1]. 

Многие задачи проектирования, управления, 

контроля описываются моделями комбинаторной 

оптимизации [2]. Области допустимых ре
шений 

этих задач часто представляются классическим
и 

комбинаторными множествами [3]. Ком
бинатор- 

ные свойства новых зедач таковы, что классически
е 

комбинаторные множества не всегда позволяю
т 

адекватно описывать соответствующие математи
- 

ческие модели задач. Значит, необходимо вводит
ь 

новые комбинаторные множества как средства по
- 

строения математических моделей задач указанны
х 

классов. Это справедливо, в частности, при реше
- 

нии многих комбинаторных оптимизационных за
- 

лач геометрического проектирования. [1,4
]. 

Для построения математических молелей задач 

указанного класса B [5] вводится новый кла
сс комби- 

наторных множеств — композиционные К-образы
. 

комбинаторных множеств, В связи сэтим актуаль
- 

ной задачей является построение и анализ раз
лич- 

ных классов оптимизационных моделей на компо
- 

зиционных К-образах комбинаторных м
ножеств. 

Целью настоящей работы является исследова- 

ние свойств задач оптимизации вылукл
ых функций 

на классах композиционных К-образов ко
мбинатор- 

ных множеств. 

1. Определение множеств перестановок
 кортежей 

и композиции перестановок [6, 7] 

Композиционный образ комбинаторны
х мно- 

жеств Py, 11T » порожденный мно
жествами 
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{Z, 2T} › (P52 <A IRt/ e - B A Здесь 

Т, ={(z},%sZn)} — кортеж, сос
тавленный из 

элементов - множества — {{› zjeR, 

ied,={1,2,...n}, jelJ,. При этом сре
ди л MHO- 

жеств Т, являются различными. Обозначим э
то 

множество через РТ,„(ТТныТ,) или Р *
 и на- 

зовем множеством перестановок кортежей. Множе
- 

ство P} представляет собой множество перест
а- 

новок кортежей z' =(2],23, 5) ‚ то есть упорядо- 

ченных наборов вида we РТи , w=(2", e 

(а он I N LI ot e ) B 

i Jy€dysis# s 5Е. Элементы множества РГ 

отличаются друг от друта только порядком следова
- 

ния кортежей г в наборах. 

Композиционный образ комбинаторных мн
о- 

жеств Р› P+ Рты еч Py, пОрожденный мно
- 

жествами {а:,л%,…,а‚‘„‘} ‚ {а? ‚а уе т}* 

{а ‚а „@й) Здесь Py — множество перес
тановок 

из л элементов, из которых различными явля
ются 

a/eR', iel, , jeJ,. Такое множество назовем 

композицией перестановок и обозначим PWy 
. Мно- 

жество РИ/у состоит M3 элементов вида 

(€584 50+€ ) „где (ipsigyennsi) € Й,› & =(d},a},d,,) s 

ieJ,. B наборе (¢ 255058, ) К элементов являютс
я 

различными, среди элементов “_5„“;› 
“&'_] ровно 

К, различных. Последовательность индексов 

(8158300025, )© L, ‚ где через L, обозначим множе- 

ство всевозможных перестановок элементов индек-
 

сного множества ,. 

2. Постановка задачи 

Пусть X— композиционный образ комбин
атор- 

ных множеств [5], X е{РТи, PWy}. Рассмотрим 

задачу оптимизации 

Ф(А) — min, he X, (O] 

где Ф: X —› В! — некоторый функционал
.



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ НА КЛАССАХ КОМПОЗИЦИОННЫХ ОБРАЗОВ КОМБИНАТОРНЫХ. MHOXECTB 
B результате погружения / множества X в АУ 

11, 4] сформулируем задачу оптимизации функции 
Ф(х) ‚ эквивалентную (1): 

Ф(х) —> ттп, xe £, 2) 

тде ф: Е —> В! — функция N переменных, опреде- 
ленная на множестве E<RY, E=f(X) — образ 
множества Х в пространстве RY, ф(х) =Ф(#) при 
x=f(h), УйЕН. 

После погружения координаты точек множества 

ЕТД = f(PT}) принимают значения всевозмож- 
HBIX перестановок кортежей &' =(2}, 83,02y )5 ГЕ 
Множество EWy = f(PWy) представляет собой 
множество векторов в RY, координаты которых 
принимают значения всевозможных перестановок: 
векторов — @ =(е{‚е;‚...,е‚'„)=(ад'! э@ )› THE 
(а; ›а „)Е а, › а множество перестановок 
Елд = /( ) порождено элементами а 5а <..<@, 
4). 

В дальнейших построениях будем считать, что 
для множеств РТ& , РИ’у справедливо равенство 
т = т =..=т,=т. 

Исследуем случай, когда в задаче (2) ф(х) — вы- 
пуклая (сильно выпуклая с параметром р>0) на 
выпуклом множестве И э сопу Е функция, а в ка- 
честве множества Ё выступают образы множеств 
перестановок кортежей РТ.;; ‚ композиции переста- 
новок РИ/у в пространстве д — соответственно, 
множества KT и EW,, 

Вопросы исследования и решения задач опти- 
мизации выпуклых и сильно выпуклых функций на 
евклидовых комбинаторных множествах рассматри- 
вались во многих публикациях. Так, работы [$—1 2] 
посвящены олисанию TEODUH M конструктивных 
методов построения выпуклых и сильно выпуклых 
дифференцируемых продолжений для классов фун- 
кций, заданных на различных комбинаторных мно- 
жествах. В работах [4, 8, | 3—17) исследуются деком- 
позиционные методы, использующие оценки ми- 
нимума выпуклых целевых функций на евклидовых 
комбинаторных множествах и их подмножествах. 

Распространим некоторые результаты, приве- 
денные в этих работах, на множества д` и EW, . 

3. Оценки минимума BBITYKIIBIX Функций 
на множествах ЕТа , EW, 

В работах [4, 8, 9, 13—17] излагается общий под- 
ход K построению оценок минимума выпуклых и 
сильно выпуклых функций на евклидовых комби- 
наторных множествах. В рамках этого подхода по- 

лучены оценки минимума выпуклых и сильно 
выпуклых продолжений функций, заданных на 
©евклидовых КОМбИН'‹ПОППЫХ MHOXecTBax перестано- 
вок, размещений, сочетаний и других. Эти резуль- 

таты используются при реализации декомпозици- 
онных методов рещения задач оптимизации на 
указанных классах комбинаторных множеств. При- 
меняя данный подход, построим оценки и доста- 
точные условия минимума выпуклых и сильно 
выпуклых функций на множествах перестановок 
кортежей и композиции перестановок. При этом 
будем опираться на утверждения, доказанные в [17]. 

Лемма 1 [17). Пусть функция Ф(х) выпукла и 
дифференцируема на выпуклом множестве V, где 
Е <И с &* . Тогда для любого хеЙ: 

дФ(х) 
дх, 

N 

mine(y) 2 o(x) - (Vo(x),x)+min >) ©) s P & 

Teopema 1. Пусть функция ф(х) выпукла и диф- 
Ференцируема на выпуклом множестве И ЭГЬ 
тде множество ЁТ < RV, N =тп порождено мно- 
жествами T, = {4034 )} ‚ Е, . Тогдадля любо- 
го xeV: 

i .3~ d0(x) л, ‹9(›*)2‹1›(›‹)—(7‹;›(1)%)?;Ё @ 

тде 

У =0 у енуу )Е BT, ©) 
здесь Утуты = / › в1, при з ), 1е jed, 
sed,, tel, ‚ а последовательность {iyi,...,i,} тако- 
ва, что 

&* й (6) 
при ¢=Vo(x). 

Док азательство. Оценку (4) получимизсо- 
отношения (3) при E = ET,}, N = тп. Тогда залача 
оптимизации в правой части неравенства (3) может 
быть решена с помощью утверждения, доказанного 
в [6], на основе предложенного отношения линей- 
ного порядка < : 

((z{‘!zé’...-,zl;)f(zf‘ „к) 

@ Qe = лт )( —# )0), 
1=l 

При этом минимизируемая функция является 

(x) . линейной с коэффициентами ¢, :a:x—‘), iely. 

Упорядочивая кортежи & › ЛЕЙ у B соответствии 
с соотношением (6) при с=Уф(х) , приходим 
к справедливости утверждения теоремы. 

Теорема 2. Пусть функция Ф(х) выпукла и диф- 
Ференцируема на выпуклом множестве И 5 EWy ‚где 
множество Е, <R¥, N=nm порождено множе- 
ствами {a,ay,...,a,,}, i< /, . Тогда для любого xeV: 

N 

IR 0(2)20(x) - (Ve(x),x) + 3 д;‹:) v, 
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тде 

(8) 

. Г у 
ост тр 1€y J&d o лоа } И {81808} 
таковы, что ©/-утя ZCy-mrsy 2 

I 
‘<e’l < е‚' _E’Z ® 

2C pymas, И 

se:i, а последовательность {„ } 

‘удовлетворяет условию 

€28, <36, ©) 
при ¢=Vo(x) . 

Доказательство. Оценку (7) получим изсо- 

отношения (3) при E = Е/ , М = тп. Задача опти- 

мизации в правой части неравенства (3) может быть 

решена с помощью теоремы о минимуме 

EW, < RY [18] на основе предложенного отноше- 

ния линейного порядка f „ поскольку функция 

цели является линейной © коэффициентами 

Здесь 
У el g 

€36, & (е € 1 )<(ей €5 ) & : 

& 0 Н % 
(X ymimes & +2Ctmeny — 

1=l 

& ‚ ; 
У бунутны O, 'Z‘”rk41>n+a.eéf)$0)~ (10) 
Т - 

тде Ге , ‚ а последовательность индексов удовлет- 

воряет условиям: 

51052 S}t Сучутья 2 C-tmesy 2Ё Cgtimssy › 

{доРьно P} €5 S5, s.sel, 

[0 S se;'2 il 

{RoPaseeesT} : Cletymen 2 Cemtymany 2н2 Сн 5 

(0,0 g0ens O} 2 Crimeay 2 Cgmimry @ 2 € tpmraty › 

b e <y 
NV T} : & S S S€p 

{61,855+8p): € <0й <— <e 

{В,Во»--Ви} : Clkotimepy 2 Са-бтн 2Ё G-ty - 

Лемма 2 [17]. Для того, чтобы точка 

х =(x],X5,, Xy )€ Е была точкой минимума на 

множестве Е выпуклой дифференцируемой на вы- 

пуклом множестве И функции ф(х) ‚ где EcVcRY, 

достаточно, чтобы 

N я 

шіп{%&?_ду‚ - (Vo(x),x")=0. п0 
reE Щ 
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Теорема 3. TlyeTb функция ¢(X) выпукла и ди
ф- 

ференцируема на выпуклом множестве VoETy, 

тде множество ЁТ < В^ , N =mn порождено мно- 

жествами T, ={(2,2бной)} › 1Е 4, Дляттого, чтобы 

точка х`е ЕТЯ была точкой минимума Ф(х) на 

ET} ‚ достаточно, чтобы 

12) 
. 
Zaw(: ) у -(990 )„ ) =0, 
=1 д d 

тде у' е ET); определяется соотношениями (5) 

Доказательство достаточного условия получим 

на основании леммы 2 при Е = ЁТа › N =пт.Зада- 

ча минимизации в левой части равенства 
(11) мо- 

жетбыть решена на основе теоремы о минимуме ли- 

нейной функции на множестве ЕТ. [6] спомощью 

подхола, аналогичного примененному при доказа- 

тельстве теоремы 1. В результате приходим к спра- 

ведливости равенства (12) и утверждения теоремы. 

Теорема 4. Пусть функция ф(х) выпукла и диф- 

ференцируема на выпуклом множестве Vo 
EWy, 

гдемножество Е/ < Ё^ ‚ N =пт порождено мно- 

жествами (al’,a{,...,a:n) ‚ ieJ, . Для того, чтобы точ- 

ка х е EIJ, была точкой минимума o(x) на 
ЕЙ› 

достаточно, чтобы 

‚ =(Ve(x),x)=0, Ё@_Ц (13) 
i=l дх, 

тде у` e EW,, определяется соотношениями 
(8). 

Доказательство утверждения проведем на осно- 

вании леммы 2 при Е = ЕИ’у, М =пт. Задача ми- 

нимизации в левой части равенства (1 1) может быть 

решена на основе теоремы о минимуме линейной 

функции на множестве EW)y [18] с помощью под- 

хода, аналогичного примененному при доказатель- 

стве теоремы 2. В результате приходим к справед- 

ливости равенства (13) и утверждения теоремы, 

Рассмотрим телерь случай, когда функция Ф(х) 

является сильно выпуклой с параметром р>0 на 

выпуклом замкнутом множестве V<RY, EcV. 

Обозначим 

(14) 

Лемма 3 [17]. Пусть функция ф(х) Сильно вы- 

пукла с параметром р>0 на выпуклом замкнутом 

множестве И, где Е с/ с К . Тогда 

у’ =argmino(y). 
у” 

В оо -Й 
пр о() 2907 )+0 тж[х У, (15) 

тде y' определяется соотношением (14). 

Теорема 5. Пусть функция фФ(х) сильно выпукла
 

спараметром р>0 на выпуклом замкнутом множе- 

стве И 5 ЕТ” ‚ где множество ЕТй © Ё, N=nm nk
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порождено множествами Т =((;1’‚1{‚…‚1{„))‚ ield,. 
Torna 

900 2Ф0° ›н›‹ххщ ) +Z<y, Y+ 

*226‚ *), 

где ¢ ,is./ з еЕТ„‚„ Tt = 
при s#j, Ц, el,, jel,, sel,, ГЕ./ „‚ а последо- 
вательность {4,ё,...,!,} такова, что 

д6р б a7 Bl 

Доказательство. Оценку (16) получим на 
основании леммы 3 при E = Е7 ‚ N =тл. Задачу 
06 определении минимума в правой части неравен- 
ства (15) решим с помощью соотношения, лолучен- 
ного в [6]. Непосредственная подстановка мини- 

иалыюго значения нормы ||x У і] на множестве 
Т. в (15) приведет K справедливости оценки (16). 
Teopema 6. Пусть функция ф(х) сильно выпукла 

спараметром р > () на выпуклом замкнутом множе- 
стве И 5 ЕИ/, ‚ где множество EWy < “ , N=nm 
порождено множествами {@ @.. ) › i J, . Тогда 

N 

„ир 0(x)2 ¢(y) +р (22(‹1 Y4y 
= 

Y - 

24 у), 
i=l 

(18) 

где @; г iedy,a уб e EW), определяется как 

Уинотн, бр у ВА при 5# ), ipied,, jel,, 
5е/,, ГЕЙ, {f,n,..n,} И {s,5,,..,5,} ТаКОВЫ, ЧТО 

С‹ы›‚…‚ 2булуни 2н2 бундты И e,’( <е 5…3‹;[; ‚а 
последовательность {/),1y,....i,} удовлетворяет соот- 
ношению (10) при с= @* ‚ 10 есть € <8, <% 3¢, . 

Доказательство проведем на основаНии леммы 
Зпри Е = ЕЙ , N = пт. Задача оптимизации в пра- 
вой части неравенства (15) может быть решена с 
помощью соотношения, полученного в [6]. Непос- 

редственная подстановка минимального значения 

нормы Hx— y']‘2 на множестве EW), в (15) приведет 

к справедливости оценки (18), 

Лемма 4 [17]. Если функция ф(х) сильно выпук- 

ла с параметром р>0 и дифференцируема на вы- 

пуклом множестве И, где Е =И с R, 10 для лю- 
бого хей: 

ool + Tipe)2000-5 
2 

у-х+ lVq)(x)! 
2p ! 

.\ 
sl (19) 

Теорема 7. Пусть функция фФ(х) сильно выпукла 

с параметром р>0 и дифференцируема на выпук- 

ломмножестве И o ЕТ. ‚ где множество ET) < R, 
N =пт порождено множествами 7, = {@ 25l 

ieJ, . Тогда для любого хе/. 

1 я иа 
min (> e(0—3 p|»vw(x)‘? +o(Y @)+ 

=y 

X, = 23 5(0()6) 7+22сх 
2р 

e ¢ =-х, +2—1рд‹;(:›, iedy, х° е ЕТ, такова, что 
i 

Х(о/_…‚… СЕЛА iz при s#j, 64 Е, jel,, 

sel,, ted,,a{i,i,...,i,} удовлетворяет (17). 
Доказатыьство проведем на основании леммы 

4 при Е= ЁТ , N=mn. Задачу об определении 
минимума в правой части неравенства (19) решим 

с помощью соотношения о минимуме нормы раз- 
ности [6] способом, аналогичным примененному 

при доказательстве теоремы 5. 
Теорема 8. Пусть функция ф(х) сильно выпукла 

с параметром р>0 и дифференцируема на выпук- 
лом множестве Vo EW), где множество 

ЕИ cRY, N=nm порождено множествами 

{a,a3,...,a,,} , ieJ, . Тогда для любого хейЙ: 

‚р 902290 —%рііщюні РОа + 

ы о‹д(х))2+12С X ) +Z( (20) 

где ¢ =-х, + ! дф(х), е у, х° е EW), такова, что 
2p дх, 

х„ -1т+ Ае‚ i;#i; при s=#j, iied,, jed,, 

sed,, ted,, (Rlnlyd 15,5008} таковы, что 
й е р 

бучотыя # Сундть, 22 Cipymes, И € 50 S.Se) 
а {iy,iy,...,i,} удовлетворяет 

638 5%, @1 

Доказательство проведем на основании леммы 
4 при E=EWy, N=nm. Задачу об определении 

минимума в правой части неравенства (33) решим с 

помощью соотношения о минимуме нормы разно- 
сти [18] способом, аналогичным примененному при 

доказательстве теоремы 6. 
ИЛемма 5 [17]. Для того чтобы точка 

х =(x],%},, Xy )€ Е была точкой минимума на 
множестве Е сильно выпуклой с параметром р> 0 

дифференцируемой на выпуклом множестве И 

функции ф(х) ‚ где Е <V < К^ ‚ достаточно, чтобы 

I 2 P caominky— 2+ L ас 
Vo] =4p” па у - х w5V @) 
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Теорема 9. Пусть функция ф(х) сильно выпукла 

с параметром р>0 и дифференцируема на выпук- 

ломмножестве И = ЕТ. ‚гле множество ET) < К*, 

N = лт порождено множествами Т, =((1;‚1;,...,г:„)), 

ieJ,. Для того, чтобы точка x е ET,; была точкой 
минимума ф(х) на ЕТ, ‚ достаточно, чтобы 

R4 2o i 
| =4* 22 (2)" + 

=l /а 

2 & 20, 

[vax") 

(23) 

‚ iedy, х° е ET,; такова, что 

нна =2, 0 ж при 52, ipied,, jed,, 
selJ,, !е./„‚апоследовательность {50y, ..., } удов- 

летворяет (17). 

Доказательство проведем на основании леммы 
5при Е = ЁТ › N = тп . Задача минимизации в пра- 
вой части равенства (22) может быть решена с по- 

мощью формулы, доказанной в [6]. При этом ис- 

пользуем подход, аналогичный примененному при 
доказательстве теоремы 7. В результате приходим к 
справедливости равенства (23) и теоремы 9. 

Teopema 10. Пусть функция ф(х) сильно выпукла 

с параметром p>0 и дифференцируема на выпук- 

лом множестве И э Е, где множество EW), < RY, 

№= птпорождено множествами {а ,.а }, i€ J,, - 
Для Toro, чтобы точка х° е ЕИ была точкой мини- 
мума o(x) на ЕИ , достаточно, чтобы 

2 
o2 | ‚ 1 Р 

Vo] =4Р? Pl 0 

тде у° е ЕИ/, удовлетворяет соотношению (21) при 1 N 

¢ =x ——Ve(x") | 
2е 

Доказательство утверждения проведем на осно- 
вании леммы 5 при Е = ЕИ , N = пт. Задача мини- 

мизации в левой части равенства (22) можетбыть ре- 

шена на основе подхода, примененного при доказа- 
тельстве теоремы 8. В результате приходим к спра- 
ведливости равенства (24) и утверждения теоремы. 

Выводы 

Таким образом, в статье получены новые теоре- 
тические результаты, касающиеся экстремальных 
свойств функций на композиционных образах ком- 

бинаторных множеств. 
В работе сформулированы новые оценки и дос- 

таточные условия минимума выпуклых функций на 
классах композиционных образов комбинаторных 
множеств — перестановок кортежей и композиций 
перестановок. 

Полученные результаты могут послужить осно- 
вой для построения оптимизационного ядра интел- 

лектуальных систем принятия решений, ориёнти- 
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рованных на решение оптимизационных задач со 

сложной комбинаторной структурой в различных 

областях, чем определяется их научная ценность и 
практическая значимость. 

Дальнейшие исследования в данном направле- 

нии могут быть связаны с изучением экстремальных 

свойств функций на новых классах композицион- 

ных &-образов комбинаторных множеств и с разра- 

боткой на основе описанных результатов эффектив- 

ных методов комбинаторной оптимизации. 
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