
С. В. ЧУМАЧЕНКО

УРАВНЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ 
И КОМПОНЕНТЫ ПОЛЯ ДЛЯ РЕЗОНАТОРА 
С ДВУМЯ НАСТРОЕЧНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

Постановка задачи. Рассматривается цилиндрический резонатор с 
двумя настроечными элементами. Один представляет собой стержень ра­
диуса а и длины /], на конце которого закреплен диск радиуса (і и тол­
щины g [ -  g . Другой располагается на противоположной торцевой стенке 
навстречу и представляет собой стержень радиуса (I и длины £2 • Объем 
изучаемой резонансной системы состоит из трех частичных областей (ри­
сунок). Область 1: й < г < Ь,0 < г < I; область II: а < г < < г < /; об­
ласть III: 0 < г < 4, g 2 < г < g■
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Необходимо найти нетривиальные решения уравнений Максвелла, 
удовлетворяющие следующим условиям: 1) касательные составляющие 
вектора электрического поля обращаются в нуль на идеально проводящих 
стенках резонатора; 2) на границе раздела частичных областей электро­
магнитное поле непрерывно.
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Требуется определить собственные частоты колебаний электрическо­
го типа и соответствующие этим частотам собственные поля.

Представления для потенциальных функций и компонентов по­
ля. Для каждой частичной области потенциальные функции, которые яв­
ляются решениями уравнения Гельмгольца, имеют вид

’ •/ < г < />,

0 ^ 7 5 / ;

П(г,7) =

пД г.и З*  £  епА пг!, (р„г)с08
п=0 \ 1

тип,п2(г,г)= х  £тв тг 1 ! ^ тг)со& —~^?-gx)
т =О и

П з М -  1 е Л -Л ) ( /> )с 0 5    ( 2 - й )
л=0 8 - 8 г

а<,г <,(},

81 ^ 7 < / ;  
0 й г й Л ,

ёг ^  2  g,

где
^ { р п г ) р = ^ { р ^ г ) щ { р пЬ)--Ч(>{рпЬ)Мй {рпг);

7-т {Чтг) = Ь  (ЧтГ) М0 {Чт а) ~  -Д {Чт 4#0 (чтг)\ 

Рп =  №  -(пп/1 )1 :; qm =  ^ к 2 -(пт11х)2 -

£  -  (л.у/(,? -  # 2 ))2 ;

/< — собственные числа; г ^  = п,т^) — число Неймана.
Собственные числа £ подлежат отысканию.
Необходимо отметить, что при условиях

Рп <0-,Ч2т <0, / /  <0

имеют место соотношения

Рп = - ’Рп =
п п

Чп = -Ч т  = - К
Л .

К 'I /

7И

8 - 8 2
- к 2 ;

( 1 )

Тогда функции £ п {рпг),2% (дтг) и Ч0( / л )  выражаются через мо­
дифицированные функции Бесселя и Неймана
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Я  {рпг ) - - - е - ш п [10Ш к М ь ) - { - ^ 1 М Р ) к ^ Р 'Л71

^ / (?тег ) = - 1 е- 1'то /2 [/0 ( ^ г ) ^ 0 ( ^ й) - ( - 1) " / 0 ( ^ а ) Х 0 ( ? ; 1г)
71

Ш г )  = № - ' " ' 2 /о (Я г).

Компоненты полей в каждой из частичных областей вычисляются по 
известным формулам с помощью (1) и имеют вид

Сг,г) = 4 -  £ в „ Л ^ ^ ( ^ г ) с о 8Г ^ г ) ;
'И и=0 I  1 )

Ея_ «  
/со/ л=0

Я ф(г)г) = - £ е „ л „ р „ 2 „ (р„г)сол  —  г ;
>1 = 0

( т  'к — г ;
1 /  , Г
/  \пп—  г ;

( ПП--- 2 *
1 /  J

(2 )

Е ‘ ! ( г , г )  =  —  2  * т В т Я т 2 % ( я т г )сое 
г® ,1=0

I 1Ш1

ч Т
( г - & )

Е1/  (г,г) = - т —г  £  П1В,пЧп7т (ятф111 
г®/| т=1

л т
( * - & )  ;

(2>2) ^  БП1ВщЧп^т (<^;/")с08
/71=0

7Г/72

v T
( г - & )  ;

£ { / 7 (г , ; )  =  ^  X  е , С , / ^ 0 ( / , г ) с о 8  
гш „ 0

- 2 л

Я.У
- ( * - & )

Е // / (г,г) = т — ^  1 5 - С л/ / . / (')(/,г )ы п  - И _ ( г - Й ) 
УГ “ «2 Я® 5-1 V»

^ Я (^^) = - £ е , С , / ^ о ( / , г ) - СО( — — (г - 8 г ) 1  
л=о и ~ ^ 2  ;

Для трех частичных областей на границе их раздела должны выпол­
няться следующие условия

(3)

(4)

Я 7 (г, 2 ) =
| Я " , а  < 2 ^ / ;

н " 7,&  < 2 < #;
(5)
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Определение неизвестных коэффициентов. Подчиняя компоненты по­
ля (2)—(4) граничным условиям (5), получаем формулы для вычисления неиз­
вестных коэффициентов Вт и С , , а  также бесконечную однородную систе­
му линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов Ап

Вт = —   £  ъ„А„р„2!п 1 ( /у / ) /2 (я, т),т  =0,1,2,...;
\Ям**)п=0

1 I
С * = 7- - - - - - - ч 7 ~ 7 Г7 7 ( « , • ? ) ;

(g -  g i ) f ï J (Af*d ) п=ч

AtM z l,{p*d) -

-4 £  Sw -2 (” , ”0  £  к И j P j Zj  ' (/>" 0 ~
w=0 М-Ш >=0

, to  •' { g - g - i V o M  y t0

« = 0 , 1. 2 ..,.;

/і (h, j )  £  P j Z f  ' (p / / ) / !  (у, л) = 0 ,

7, (я, *) = -T - ^ k r ^ 2 l _ s i n [
+ 2 / 2 - » 2 f e - f t ) 2j  U

/ ч «/]2/ . fnwgj

7Ї1

7Ш
-8 2 1;

p ^ O / f ) s I  ' У

(6)

Собственные значения. Из условия существования и единственно­
сти решения СЛАУ (6) следует дисперсионное уравнение относительно 
собственных частот к рассматриваемого резонатора [1]

det{8mlpfz|(pidУpiz!{piф щi-p^'(p,d)K„t } = 0,
п = 0,1,2,...; I = 0,1,2,...,
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Случай малости геометрического параметра. В случае малости
Сг — р-л

геометрического параметра 9 = « 1  в системе (6) в бесконечных

суммах по от и х удерживается только по одному слагаемому с номерами 
ш = 0 и .« = 0 соответственно. Путем несложных преобразований [2] выво­
дятся следующие формулы для вычисления коэффициентов А„, Вт, С , :

А„ ^.40(у„+СпИ '+ 6пП'),п=1, 2, 3... .; ( 8)

Я  -  2 Д
00 / \ '

7 — т Ш  + с,„и' + с „Ф)р Х  (р„а)12( п (9)
АЧ„Р) п=\

где

(Ят^) п

с ' = 7 777777 л  + 0 №  +дЛ - Х  м  I]{п.л). (1 0 )

Состав.тяющие /С , /С находятся из выражений

И / _  С 1 | С 2 ?3С4 +  С 1Ф> . Гу / _  С 3 С 4  +  П£5 
с3 С3 С3С6 - ^ 2 С5 ’ С3С6 -С 2С5 ’

С2 = 6-3 = 1 -
к^ХЛФ) к~ \ Ук ф ]  к—\,кФ}

с4 = 2 Ж ;  с5 ~ 1 0 , (С,; б 6 = 1 -  V  ;
Аг— к-\,кФ} к — х >к Ф /

К  =
Ро9ог о'{ро^о{9о(1). л / о р Х ' М ? о М : ( , га\ 

2(,) — г>(̂

- р Х А р Х Ф Л ’ Щ  = р Х к ' М н М - .

Тк \
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О> ‘ 21 0 М Ф -О)Т* - 4 ( я - й ^ б О о ^ )

№  М - й ^ ' М д ^ '  ( , ^ м ( м ) -

1 ^ 1 ’ М

2 / 0/ о ( М )
\ - 1

гР к ^ к  ( М Ь ? ^ - 0)
(М~8т%!о О о^)

Представления для компонентов полей (2)— (4) с учетом выражений 
для коэффициентов (8)— (10) принимают вид

Е}")(г,г)=  £  М ]пР, „ '(ря г ) ы п |^ г ^ ;

Ъ % ^ г 1]{р]Пг)сов[ ^ - г) ;

1 * - 2 Л  £  £ /лр /л2 ^ г Ц
1=1  ̂ '

Е0 ) (г,г) = -   ̂ 'V "  Н-̂ Ч-51п1

& $ и М '
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zJ1 ■ to ( g - g 2) . / ö U ^ ,
cos

g - m
< Z - g 2 )

Vn = ®>f = £  £  ^ { • ( p y / f o U i ) ,
;=i ./=1

^ . a F ^ + G ^ + G , # .

Из условия нормировки полей определяется множитель Н0 :

|2 V
\Щ  - 7/

V ,  G  !2 . L  2 , Г і
u Ew n

2
c 3 ® E

2 ^

7=1 ' /  .

b і ,
c x( j . n )  = \ r Z ,  ( p  

а

Z \ ' k \ n d f  (S-g2)\J 'o{f\n4l

f*
ß r ) z j  { p j n r )c l r ;

где

c2 = \ rZt  (ч\пг)2{! {q\„r)dr\ Cj = j r J 0 ( f lnr ) j 0 { f Vnr)dr.  
а О

Индекс п всюду указывает на номер соответствующего собственного 
числа к.

Итак, решена граничная задача на собственные значения для рассмат­
риваемого резонатора. Получено дисперсионное уравнение, из которого 
определяются собственные частоты резонатора. Записаны представления 
для компонентов электромагнитного поля. Проведены вычисления при 
наличии малости геометрического параметра: найдены выражения для 
неизвестных коэффициентов и получена формула для вычисления норми­
рующего множителя. Представление поля в виде (1) позволяет точнее оп­
ределить значение резонансного волнового числа к при g  -  g 2 ~ І .
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