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Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ó÷åòó ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ
äàííûõ ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîó-
ãîëüíèêîâ íà îñíîâå ïðèëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ òåîðèè èí-
òåðâàëüíîãî àíàëèçà â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîåêòèðîâàíèè.

Ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ [1] â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ
{ }nJiT ni ,...,2,1, =∈ , äëèíû ni Jia ∈,0  , øèðèíû 0b ,

çàäàííûå ñ èñõîäíûìè ïîãðåøíîñòÿìè 0
iaν , nJi ∈ ,

0
ibν , nJi ∈  ïî äëèíå è øèðèíå; ïîëîñà 0Ω  øèðèíû

0w  ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîãðåøíîñòÿìè 0
lν , 0

wν  ïî
äëèíå è øèðèíå.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ïîëàãàåì, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:
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ãäå ( ) 11,0 R⊂∈ε  õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü çàäàíèÿ
èñõîäíûõ äàííûõ, çàâèñÿùóþ îò êîíêðåòíîé ïðè-
êëàäíîé èëè íàó÷íîé çàäà÷è.

Íåîáõîäèìî ðàçáèòü ïîëîñó íà êîíå÷íîå ÷èñëî
ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ è ðàçìåñòèòü â íèõ ìíîæåñòâî
ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëèíà l
çàíÿòîé ÷àñòè ïîëîñû ñ ó÷åòîì åå ïîãðåøíîñòè lν
áûëà ìèíèìàëüíîé.

Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëè-
ðîâàíèþ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è
ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñ-
òåé èñõîäíûõ äàííûõ [2], â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ
ïîíÿòèÿ èíòåðâàëüíîãî êàñàíèÿ âûïóêëûõ èíòåð-
âàëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, èíòåðâàëüíîãî ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó âûïóêëûìè èíòåðâàëüíûìè ìíîãîóãîëü-
íèêàìè. Êðîìå òîãî, äàííàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê äâóõêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè.

Ïóñòü ii yx , – êîîðäèíàòû ïîëþñà [3] ïðÿìîó-

ãîëüíèêà ni JiT ∈, ; 
ixν , ny Ji

i
∈ν , — ïîãðåøíîñòè

êîîðäèíàò ii yx ,  ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî öåíòðè-

ðîâàííûõ èíòåðâàëîâ [4]:
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ðè÷íû [4], çàäàäèì áèåêöèþ ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ
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Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâû
èíòåðâàëüíûå íåðàâåíñòâà [5]:

,00 ≥iA ,00 ≥iB ,00 ≥W .nJi ∈

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðÿìîóãîëü-

íèêà iT , äëèíû 0
ia  è øèðèíû 0b , ñ èñõîäíûìè

ïîãðåøíîñòÿìè 0
iaν , 0

ibν , ðàññìàòðèâàåì èíòåðâàëü-

íûé ïðÿìîóãîëüíèê [6] iT  â äâóìåðíîì èíòåðâàëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå RI 2
s = RI s × RI s  [7].

Àíàëîãè÷íî, â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ 0Ω  øèðèíû 0w , èìåþùåé

èñõîäíûå ïîãðåøíîñòè 0
lν , 0

wν , ðàññìàòðèâàåì èí-

òåðâàëüíóþ ïîëîñó ⊂Ω RI 2
s  [3].

Òîãäà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ èíòåð-
âàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â èíòåðâàëüíîé ïîëîñå.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé è ó÷èòûâàÿ

(1), ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî ,,...,1,0 niBi =
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
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 ðàí-

æèðîâàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà,
ââåäåííûì â ïðîñòðàíñòâå RI s  [5]:
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåæäå âñåãî,
îïðåäåëèì ÷èñëî k  èíòåðâàëüíûõ ïîëîñ jP , íà
êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü èíòåðâàëüíóþ ïîëîñó Ω
òàê, ÷òîáû:

 1) jP ∩ 1+jP = fr jP = fr 1+jP , 1−∈ nJj ,

2) ΩP ⊂
=

k

j
j

1
,

ãäå fr jP – èíòåðâàëüíàÿ ãðàíèöà [6] èíòåðâàëüíîé

ïîëîñû jP . Èíòåðâàëüíûå óðàâíåíèÿ èíòåðâàëüíûõ

ïðÿìûõ f ij , 4, JjJi n =∈ , ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìèðî-
âàíèè èíòåðâàëüíîé ãðàíèöû èíòåðâàëüíîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà iT , èìåþò âèä:
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0 =ν+−
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0: 0
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ãäå ( ) 







νν=

ii yixiii yxYX ,,,, ∈ RI 2
s – èíòåð-

âàëüíûå êîîðäèíàòû èíòåðâàëüíîãî ïîëþñà èíòåð-
âàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Τi  â íåïîäâèæíîé èíòåð-

âàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò YX 0 ; xxX ν−= ,

– ñîïðÿæåíèå [4] ýëåìåíòà RI sxxX ∈ν= , .
 Îïðåäåëåíèå 1. Èíòåðâàëüíîé äëèíîé èíòåð-

âàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ⊂iT RI 2
s  íàçûâàåòñÿ èí-

òåðâàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó èíòåðâàëüíî ïàðàë-
ëåëüíûìè èíòåðâàëüíûìè ïðÿìûìè 1if  è 3if , ó÷à-

ñòâóþùèìè â ôîðìèðîâàíèè ifrT .
Îïðåäåëåíèå 2. Èíòåðâàëüíîé øèðèíîé èíòåð-

âàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ⊂iT RI 2
s  íàçûâàåòñÿ èí-

òåðâàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó èíòåðâàëüíî ïàðàë-
ëåëüíûìè èíòåðâàëüíûìè ïðÿìûìè 2if  è 4if , ó÷à-

ñòâóþùèìè â ôîðìèðîâàíèè ifrT .
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èíòåðâàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó äâóìÿ èíòåðâàëüíî ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè
[7] ñ ó÷åòîì èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé (2), âû÷èñëèì

èíòåðâàëüíûå äëèíó 
0
iL  è øèðèíó 

0
iB  èíòåð-

âàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ni Ji ∈,T :

0
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31 2,,
iaiii a ν== ffρ ,           (3)

0
iB ( ) 00

42 2,,
ibii b ν== ffρ .          (4)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà k  ââåäåì ïîíÿòèå öåëîé

÷àñòè ýëåìåíòà èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà RI s .
Îïðåäåëåíèå 3. Öåëîé ÷àñòüþ èíòåðâàëüíîãî

÷èñëà ∈ν= xxX , RI s  íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîå
÷èñëî âèäà

[ ]
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ãäå [ ]xxx ν−=− , [ ]xxx ν+=+  — öåëûå ÷àñòè âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë xx xx ν+ν− , 1R∈ .
Îñíîâûâàÿñü íà ââåäåííîé â RI s  îïåðàöèè

èíòåðâàëüíîãî äåëåíèÿ [5], îïðåäåëåíèÿõ 1–3, âûðà-
æåíèÿõ (3), (4), îïðåäåëèì
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ èäåàëèçèðîâàííîé çàäà÷è (êîã-
äà âñå ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ ðàâíû íóëþ,
â òîì ÷èñëå 000
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Òîãäà ÷èñëî Nk ∈  èíòåðâàëüíûõ ïîëîñ P j  óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ [ ]maxmin , kkk ∈ .
Åñëè maxmin kk = , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

âàðèàíò ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëüíîé ïîëîñû Ω  íà k
èíòåðâàëüíûõ ïîëîñ P j . Ïîëàãàåì k = mink .

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíîå ìóëüòèìíîæåñòâî G ,
ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå äëèíû

iL  èíòåðâàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ni Ji ∈,T  è
nm −  ýëåìåíòîâ íóëåâîé äëèíû, ò.å.
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LLL ,...,,,0,...,0,0 21
G ,

ãäå 1, +−== knsksm  . Ñ÷èòàåì, ÷òî q ýëåìåíòîâ
äàííîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû.

Ïóñòü íàéäåíî íåêîòîðîå ðàçìåùåíèå èíòåðâàëü-
íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â èíòåðâàëüíîé ïîëîñå Ω ,

ïðè÷åì â èíòåðâàëüíîé ïîëîñå ,, kj Jj ∈P  ðàçìåùå-

íû èíòåðâàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè 
jmjjj TTT ,...,,

21
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j
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j 1
,, . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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L , èíòåðâàëüíóþ äëèíó èíòåðâàëüíîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà 
jmkrj

JrJj ∈∈ ,,T .

Äàííîìó ðàçìåùåíèþ èíòåðâàëüíûõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ni Ji ∈,T  â èíòåðâàëüíîé ïîëîñå Ω  ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ïåðåñòàíîâêó [1] π  èíòåðâàëüíûõ
ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà G :
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Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê π  âèäà (6) îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ( )GPmq .

.



50 ÐÈ, 1999, ¹ 3

Îïðåäåëèì èíòåðâàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó èíòåð-

âàëüíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè 
rj

T  è 
1+rj

T ,

,, 1−∈∈
jmrk JjJj  â èíòåðâàëüíîé ïîëîñå jP . Ñîãëàñ-

íî ôîðìóëå èíòåðâàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èíòåð-
âàëüíî êàñàþùèìèñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè [8] èìååì:
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Ñ ó÷åòîì (3), (6), (7) èíòåðâàëüíàÿ äëèíà jL
çàíÿòîé ÷àñòè èíòåðâàëüíîé ïîëîñû ,, kj Jj ∈P  ðàâíà
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Èíòåðâàëüíàÿ äëèíà L = ll ν,  çàíÿòîé ÷àñòè
èíòåðâàëüíîé ïîëîñû Ω  çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

jkj
LL

≤≤
=

1
max ,                      (9)

ãäå kj Jj ∈,L  âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (8), à ìàêñè-
ìóì îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îòíîøåíèåì
ïîðÿäêà, ââåäåííûì â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå
öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ RI s .

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ èíòåðâàëüíûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ â èíòåðâàëüíîé ïîëîñå ñ ó÷åòîì (6)
è (9) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

( )
L

GPπ mq∈
min ,                    (10)

ïðè÷åì ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì π
èç ìíîæåñòâà ( )GPmq .

Îñóùåñòâèì ïîãðóæåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïåðåñòà-
íîâîê ( )GPmq  â m -ìåðíîå èíòåðâàëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî 
RI m

s =   
m

ss RIRI ××...
. Âñÿêîìó ýëåìåíòó

( )∈πππ=  ,...,, 21 mπ  ( )GPmq  âèäà (6) ïîñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ( ) RIZ m
snZZZ ∈= ,...,, 21 ïî

ïðàâèëó :Z→π 〉〈==π αi
GZii RI s∈ , mi Ji ∈α, .

Îáîçíà÷èì îáðàç ìíîæåñòâà ( )GPmq  ïðè òàêîì

îòîáðàæåíèè ÷åðåç ( ) RIGE m
smq ⊂ . Òîãäà çàäà÷à (10)

ïðèìåò âèä:

( )

.

,

2,

,maxmin
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 (11)

 Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè (11) â àðèôìåòè÷åñêîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå 

mR2
. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì îòîáðàæåíèå ψ

ïðîñòðàíñòâà RIm
s  â àðèôìåòè÷åñêîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî mR2  âèäà [4]:

( )

.

, ),,,,( 

 : :

2
1

2

1

RIZ

Z

RI

m
s

m
znz

mm
s

RzzZ

R

n

∈

∈νν==Ψ

→Ψ


   (12)

Ñ ó÷åòîì (12) ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (11) â
àðèôìåòè÷åñêîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå mR2  ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

 ),(min
2IE

l
RZ

l
m

ν
⊂∈

,                (13)

ãäå ( )( )GEmqΨ=IE . Ðåøåíèå äâóõêðèòåðèàëüíîé
çàäà÷è (13) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ
ñëåäóþùèõ çàäà÷ [9]:

*l =  min
2IE

l
mRZ ⊂∈

,                 (14)

*
lν = l

RZ m
ν

⊂∈ 2'IE
min                  (15)

è ãäå 




 =∈= * IE'IE llZ . Àäåêâàòíîñòü çàäà÷ (13) è

(14)–(15) îáóñëîâëåíà îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, ââåäåí-
íûì â ïðîñòðàíñòâå RI s .

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (15),(16) ðåàëèçîâàíà ìî-
äèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö [9].
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