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МЕТОДЫ, МЕХАНИЗМЫ И ПРОТОКОЛЫ 
КРИПТОГРАФИЧЕСКОЙ ЗАЩИТЫ ИНФОРМАЦИИ

ВВЕДЕНИЕ
Наилучший результат универсального хеши-

рования достигается на максимальных кривых, 
число точек которых лежит на границе Хассе-
Вейля. Основные результаты по кривым Гурви-
ца представлены в работах F.Torres [1,2], также 
в работах[3,4]. Связь между кривыми Гурвица и 
Ферма представлена P. Carbonne, T.Henocq в [3]. 
В работе [1] введено определение обобщенных 
кривых Гурвица и установлен морфизм между 
обобщенными кривыми Гурвица и Ферма. Здесь 
же определены условия максимальности для 
обычных кривых Гурвица и обобщенных кривых 
при ограничении на выбор показателей степени 
кривой. Оценки числа решений кривой Гурвица 
для произвольного конечного поля и частные ре-
зультаты по оценкам представлены в [4]. Теорема 
о существования нетривиальных кривых Гурви-
ца и правила построения нетривиальных кривых 
также получены в [4].

Целью статьи является определение условий 
максимальности кривых Гурвица без ограничений 
на показатели степени кривой. В разделе 1 при-
водятся определение и свойства универсального 
хеширования в поле рациональных функций по 
точкам алгебраической кривой. В разделе 2 пред-
ставлены определение и свойства кривых Гурви-
ца, в разделе 3 – результаты по построению мак-
симальных кривых Гурвица и оценке параметров. 

1. Универсальное хеширование  
в поле рациональных функций

Универсальное хеширование в поле раци-
ональных функций по точкам алгебраической 
кривой впервые введено Биербрауэром [5]. Ин-
терпретация алгеброгеометрического подхода из-
лагается в работах [4, 6]. 

Определение 1 [6]. Пусть задана абсолютно не-
разложимая, несингулярная проективная кривая 
χ  над полем Fq с точками P P P P Fn q= { }∈1 2, ,..., ( )χ . 
Для каждой алгебраической кривой можно опре-
делить поле рациональных функций Fq ( )χ . В каж-
дой точке Pj кривой χ  можно вычислить оценку 
ϑP  для рациональных функций f Fi q∈ ( )χ , кото-
рая определяет порядок нуля или полюса функ-

УДК 681.3.06

УНИВЕРСАЛЬНОЕ ХЕШИРОВАНИЕ ПО МАКСИМАЛЬНЫМ КРИВЫМ ГУРВИЦА 

Г. З. ХАЛИМОВ

Представлены результаты исследований по максимальным кривым Гурвица для целей универсаль-
ного хеширования, условия максимальности обобщенных кривых, максимальная кривая Гурвица с 
третьим значением рода. 

Ключевые слова: универсальное хеширование, кривые Гурвица.

ции fi  в этой точке. Хеш значение h m FPj
( )∈ q  для 

сообщения m= (m1, m2, …, mk), mi ∈Fq в точке Pj ∈Fq 
определяется выражением 

h m f P mP i j i
i

k

j
( ) ( )=

=
∑

1

,                          (1)

где f Fi q∈ ( )χ  с упорядоченными порядками по-
люсов 0<u1<u2< …<uk. Хеш функция h mPj

( )  оп-
ределяет универсальный хеш класс ε −U N q qk( , , ) ,  
где вероятность коллизии ε ≤ u Nk / , N – число 
точек алгебраической кривой. 

Проблематика построения схем универсаль-
ного хеширования на основе алгеброгеометри-
ческого представления заключается в выборе ал-
гебраических кривых с требуемыми параметрами. 
Интерес представляют алгебраические кривые 
с как можно большим отношением числа точек 
кривой к её роду, определенные над конечным 
полем Fq . Наилучший результат универсального 
хеширования достигается на максимальных кри-
вых [2]. Классическими максимальными кривы-
ми являются кривые Эрмита, Сузуки, Делигнэ-
Лустига. Lachaud G в [7] показал, что если кривая 
покрывается максимальной кривой, то она также 
является максимальной.

Предложение 1. [7] Пусть Χ1  и Χ2  неприво-
димые алгебраические кривые, определенные в 
проективном пространстве над полем F

q
. Пред-

положим, что существует морфизм f : Χ Χ1 2→  
над полем F

q
. Тогда если Χ1  является макси-

мальной кривой, тогда максимальной кривой яв-
ляется Χ2 .

Этот замечательный результат позволяет рас-
ширить поиск максимальных кривых Гурвица. 

2. Определение и свойства  
кривых Гурвица

Кривые Гурвица Hn определяются выражени-
ем 

X Y Y Z XZn n n+ + = 0                         (2)

и имеют частные производные вида FX = nX n-1Y+Z n,  
FY = nY n-1Z+ X n, FZ = nZ n-1X+Y n.

Существует обобщение кривых Гурвица Hn,l,  
которое имеет вид 
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X Y Y Z X Zn l n l l n+ + = 0 ,                   (3)

где n ≥ l ≥ 2 и ∆(n, l) = n2-nl+l2 ≥ 2.
Между кривыми Гурвица и Ферма существует 

морфизм, установленный P. Carbonne, T.Henocq 
в [3] и определенный в лемме 1. 

Лемма 1. Кривая Гурвица Hn является F
q

 
покрытой кривой Ферма 

U V Wn n n n n n2 2 21 1 1 0− + − + − ++ + = .

Известно обобщение леммы 1 для кривых 
Гурвица общего вида F.Torres в [1]. 

Лемма 2. Кривая Гурвица Hn,l является F
q

 
покрытой кривой Ферма 

U V Wn nl l n nl l n nl l2 2 2 2 2 2
0− + − + − ++ + = .

Следующее утверждение является новым и 
определяет семейства нетривиальных кривых 
Гурвица, число точек которых не равно размер-
ности поля.

Утверждение 1. Пусть Fq конечное поле и 
q p p pe e

k
ek− =1 1 2

1 2 ... , ei ≥ 1. Нетривиальные кривые 
Гурвица n,l принадлежат одному из семейств:

a) X Y Y Z XZn n n+ + = 0 , 

если ∆ n l n n p pi j, ...=( ) = − + = ⋅ ⋅1 12 , где делители 
p pi j,...,  тождественны 1 по mod 6 кроме делителя, 

равного 3, и взяты из набора делителей порядка 
поля q p p pe e

k
ek− =1 1 2

1 2 ... ;

b) X Y Y Z X Zn l n l l n+ + = 0 , 

если ∆ n l n nl l p pi j, ...( ) = − + = ⋅ ⋅2 2 , где делители 
p pi j,...,  тождественны 1 по mod 6 кроме равно-

го 3, и взяты из набора делителей порядка поля 
q p p pe e

k
ek− =1 1 2

1 2 ... , gcd ,n l( ) =1 ;

c) X Y Y Z X Zcn cl cn cl cl cn+ + = 0 , 

если ∆ cn cl c p pi j, ...( ) == ⋅ ⋅ ⋅2 , где делители p pi j,...,  
тождественны 1 по mod 6 кроме делителя, равного 
3, и все c p pi j, ,...,  взяты из набора делителей по-
рядка поля q p p pe e

k
ek− =1 1 2

1 2 ... , gcd ,n l( ) >1 ;

d) X Y Y Z X Zc c c c c c+ + = 0 , 

если ∆ c c c,( ) = 2 , где c  есть делитель порядка поля 
q −1 . 

Доказательство выходит за рамки статьи и 
требует привлечения техники доказательств по 
оценкам числа точек [4]

Замечание 1. 
1. Многообразие нетривиальных кривых Гур-

вица определяется значениями делителей поряд-
ка поля, как следует из утверждения 1.

2. Важной задачей является определение ус-
ловий построения максимальных кривых Гурви-
ца и оценка их параметров. 

3. Условие максимальности  
кривых Гурвица

Квадратичное поле замечательно тем, что в 
F

q2 существуют максимальные кривые, напри-
мер, кривые Эрмита. Как следует из предложения 

1, каждая кривая над полем F
q2 , которая покры-

вается кривой Эрмита, является F
q2 максималь-

ной [3]. Основные результаты по максимальным 
кривым Гурвица представлены в работах F.Torres 
[1, 2].

Теорема 1. [1] Кривая Гурвица Hn над полем 
F

q2 является максимальной, если и только если 

q n n+ ≡ − +( )1 0 12mod .
Доказательство теоремы является важным, 

вытекает из предложения 1 и результата леммы 1. 
Действительно по лемме морфизм 

( : : ) ( : : ) : :u v x y u v uvn n1 1 11 1→ = ( )− −  

отображает кривую u vn n n n2 21 1 1 0− + − ++ + =  на кривую  
x y y xn n+ + = 0 . 

По условию теоремы q n n+ ≡ − +( )1 0 12mod  

и кривая u vn n n n2 21 1 1 0− + − ++ + =  принадлежит се-
мейству кривых Эрмита. Тогда и x y y xn n+ + = 0  
по предложению 1 является максимальной. 

Условие «только если» доказывается следую-
щим образом. Обозначим точки кривой Гурвица 
на бесконечности как P0 1 0 0: ( : : )= , P1 0 1 0: ( : : )=  
и P2 0 0 1: ( : : )= . В работе Carbonne P. и др. [5] по-
казано, что подгруппа Вейерштрасса для кривой 
Гурвица в точке P1 0 1 0: ( : : )=  образуется набором 
S s n s n: ( ) : ,...,= − + ={ }1 1 1 . Пусть λ  есть линия с 
уравнением X = 0 . Тогда λ  пересекает кривую 
Гурвица χ  в точках P1  и P2 . Вычислим кратность 
пересечения λ  с кривой χ  в точке P2  I P( , , )2 χ λ .  
В точке P2  имеем x y y xn n+ + = 0  и после преоб-

разований x y x yn n= +( ) =−/ 1 01 . Отсюда следу-
ет, что I P n( , , )2 χ λ = . По теореме Безу кратность 
пересечения λ  с кривой χ  равна I n( , )χ λ = +1 ,  
что определяет значение I P( , , )1 1χ λ = . Таким об-
разом χ λ" = +nP P2 1 . Аналогично для µ :Y = 0  
получим χ µ" = +P nP2 0  и для γ : Z = 0  имеем 
χ γ• = +P nP0 1 . Значение дивизоров рациональных 
функций будут равны x z nP n P P/( ) = − −( ) −2 1 01  и 

y z n P P nP/( ) = −( ) − −1 0 2 1 ,  

и 
x y n s P n s P

s n P

s −( ) = −( ) +( ) + −( ) −

− −( ) +( )

1
2 0

1

1 1

1 1 .

Это доказывает, что набор S  содержится в 
подгруппе Вейерштрасса H P( )1  для точки P1 .  
Практически это означает, что H P( )1  включает 
счетное множество чисел набора S . 

Пусть кривая Гурвица является F
q2  мак-

симальной. В работе [8] показано, что при ха-
рактеризации Эрмитовых функциональных 
полей выполняется условие эквивалентности 
порядков рациональных функций в точках бес-
конечности q P q P+( ) +( )1 11 2~ . В случае s n= ,  
имеем следующее представление дивизора 

x y n n P n n Pn−( ) = −( ) +( ) − −( ) +( )1
20 11 1 1 1 . Извест-

но, что степень дивизора рациональной функ-
ции равна 0  и имеем условие эквивалентности 
для порядков дивизора рациональных функций 
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на кривой Гурвица n n P n n P2
1

2
21 1− +( ) − +( )~ . 

Пусть d n n q= − + +( )gcd ,2 1 1  и значение d  в 
силу F

q2  максимальности кривой содержится 
в подгруппе Вейерштрасса H P( )1 . В соответс-
твии с представлением Carbonne P. и др. [5] для 
S  значение d должно иметь вид d A n B= − +( )1  
при A B≥ ≥1 . Нужно показать, что d n n= − +2 1 .  
Предположим, это не так и существует раз-
ложение n n C A n B2 1 1− + = − +( )( ) . После ряда 
преобразований имеем BC D n= − +( )1 1  и 
AD n A BD Bn( )− + + =1  для D ≥ 0 . Левая часть 
последнего уравнения будет равна правой толь-
ко при условии B C= =1  и D = 0 . Тогда A n=  и 
d n n= − +2 1 , что завершает доказательство. ◊

Замечание 2.
1. Теорема 1 указывает на существование мак-

симальных кривых Гурвица малого рода. Легко 

показать, что род кривых равен g n n= − −( )2 1 2/  и 
не может быть большим, т.к. n n2 1− +  есть дели-
тель q +1 . Условия теоремы являются не только 
необходимыми, но и достаточными. 

2. Эта теорема исчерпывает все максималь-
ные кривые обычных кривых Гурвица Hn. 

Условия F
q2 максимальности обобщенных 

кривых Гурвица были рассмотрены F.Torres в ра-
ботах [1,2]. Основной результат представлен тео-
ремой 2.

Теорема 2. Пусть Hn,l есть несингуляр-
ная кривая Гурвица над полем F

q2 , gcd( , )n l =1 
и Q n nl l= − +2 2  простое число. Тогда Hn,l яв-
ляется максимальной, если и только если 

n nl l q2 2 0 1− + ≡ +( )mod , где mod q +( )1  опре-
деляет операцию по модулю делителя q +1 .

Доказательство аналогично доказательству 
теоремы 1. Так как Q  по условию простое, условие 

n nl l q2 2 0 1− + ≡ +( )mod  фактически определяет, 
что n nl l2 2− +  является простым делителем q +1 . 
Из результата леммы 2 следует морфизм кривой 

u vn nl l n nl l2 2 2 2
1 0− + − ++ + =  на кривую x y y xn l n l+ + = 0. 

По условию теоремы n nl l q2 2 0 1− + ≡ +( )mod  и 

кривая u vn nl l n nl l2 2 2 2
1 0− + − ++ + =  принадлежит се-

мейству кривых Эрмита. Тогда и x y y xn l n l+ + = 0  
по предложению 1 является максимальной. 

Условие «только если» доказывается следую-
щим образом. Пусть P0 1 0 0: ( : : )= , P1 0 1 0: ( : : )=  и 
P2 0 0 1: ( : : )= есть точки кривой Гурвица на беско-
нечности. Подгруппа Вейерштрасса для кривой 
Гурвица в точке P1 0 1 0: ( : : )=  образуется набором 

H
n l s nt s y Z t

lt n s n l t l
:

( ) : , ; ,

/ /
=

− + ∈ ≥
− ≤ ≤ −( )













0
. 

Пусть λ  есть линия с уравнением X = 0 .  
Тогда λ  пересекает кривую Гурвица χ  в точ-
ках P1  и P2 . Вычислим кратность пересечения 
λ  с кривой χ  в точке P2  I P( , , )2 χ λ . В точке P2  
имеем x y y xn l n l+ + = 0  и после преобразований 

x y x yl n n l l= +( ) =−/ 1 0 . Так как gcd( , )n l =1, сле-

дует I P n( , , )2 χ λ = . По теореме Безу кратность пе-

ресечения λ  с кривой χ  равна I n l( , )χ λ = + , что 

определяет значение I P l( , , )1 χ λ = . Таким образом 

χ λ• = +nP lP2 1 . Аналогично для µ :Y = 0  получим 

χ µ• = +lP nP2 0  и для γ : Z = 0  имеем χ γ• = +lP nP0 1 .  

Значение дивизоров рациональных функций бу-
дут равны 

x z nP n l P lP/( ) = − −( ) −2 1 0  

и y z n l P lP nP/( ) = −( ) + −0 2 1 , 

и 
x y ns lt P ls n l t P

n l s nt P

s l( ) = +( ) + − + −( )( ) −

− −( ) +( )
2 0

1.
 

Так как степень дивизора рациональной 
функции равна 0  и n l s nt H P−( ) + ∈ ( )1 , что пре-
дусматривает ns lt+ ≥ 0  и − + −( ) ≥ls n l t 0  и тогда 
H H P⊆ ( )1 . 

В случае s n l= −  и t l=  име-
ем следующее представление дивизора 

x y n nl l P n nl l Pn l l−( ) = − +( ) − − +( )2 2
2

2 2
1 . Имеем 

условие эквивалентности для порядков дивизо-
ра рациональных функций на кривой Гурвица 
QP QP1 2~ . Следовательно, d Q q H P= +( )∈ ( )gcd , 1 1 ,  
так как условие эквивалентности порядков ра-
циональных функций F

q2 максимальных кривых 
определяется q P q P+( ) +( )1 11 2~ . Так как 1 1∉ ( )H P  
и Q  простое число следует искомый результат. ◊

Рассмотрим примеры, поясняющие действие 
теорем 1 и 2.

Пример 1. В поле F
q2 , q = 27  построить 

максимальные кривые Гурвица. По утвержде-
нию 1 п. a,b существуют нетривиальные кри-
вые Гурвица n,l вида X Y Y Z XZn n n+ + = 0  и 
X Y Y Z X Zn l n l l n+ + = 0 , если n n p pi j

2 1− + = ⋅ ⋅... ,  
и соответственно n nl l p pi j

2 2− + = ⋅ ⋅... , где де-
лители p pi j,...,  тождественны 1 по mod 6 кроме, 
делителя равного 3, и взяты из набора делителей 
порядка поля. Имеем разложение порядка поля 
q2 141 2 1 3 43 127− = − = * *  и q + = =1 129 3 43* . Под 
условия утверждения 1 попадают делители p1 3=  и 
p2 43= . По теореме 1 кривая X Y Y Z XZn n n+ + = 0  

является максимальной, если n n2 1− +  яв-
ляется делителем q +1 . Имеем три случая: 
n n2 1 3− + = , n n2 1 43− + =  и n n2 1 3 43 129− + = =* .  
Первые два случая дают решения: n = 2  и n = 7 .  
Таким образом существует тривиальная кривая 
X Y Y Z XZ2 2 2 0+ + =  рода g =1  и числом точек 
N2 1 16641, =  и нетривиальная X Y Y Z XZ7 7 7 0+ + =  
рода g = 21  и числом точек N7 1 21761, = . Других 
максимальных кривых, которые удовлетворяют 
условиям теоремы 1 и 2, нет.

Пример 2. В поле F
q2 , q = 29  построить мак-

симальные кривые Гурвица. Имеем разложение 
порядка поля q2 18 31 2 1 262143 3 7 19 73− = − = = * * *  
и q + = =1 513 3 193 * . Под условия утвержде-
ния 1 и теорем 1,2 попадают делители p1 3=  
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и p2 19= . По теореме 1 имеем три случая: 
n n2 1 3− + = , n n2 1 19− + =  и n n2 1 3 19 57− + = =* .  
Первые и третий случаи дают решения: n = 2  
и n = 8 . Таким образом, существует тривиаль-
ная кривая X Y Y Z XZ2 2 2 0+ + =  рода g =1  и 
числом точек N2 1 263169, =  и нетривиальная 
X Y Y Z XZ8 8 8 0+ + =  рода g = 28  и числом точек 
N8 1 290817, = . Второй случай, с делителем 19, со-
ответствует условию теоремы 2 для n nl l2 2 19− + =  
и дает обобщенную максимальную кривую вида 
X Y Y Z X Z5 2 5 2 2 5 0+ + = , рода g = 9  и числом то-
чек N5 2 271361, = . 

Замечание 3.
1. Теорема 1 исчерпывает все максимальные 

обычные кривые Гурвица Hn .
2. Теорема 2 рассматривает максимальные 

обобщенные кривые Гурвица Hn l,  при ограниче-
нии gcd( , )n l =1, Q n nl l= − +2 2  – простое число и 

n nl l q2 2 0 1− + ≡ +( )mod , в то время как утверж-
дение 4 указывает на существование четырёх раз-
нообразий кривых Гурвица.

Следующие теоремы являются новыми и сни-
мают ограничение на показатель Q n nl l= − +2 2 .

Теорема 3. Пусть Hn l,  есть несингулярная 
кривая Гурвица над полем F

q2 , gcd( , )n l =1. Тогда 
Hn l,  является максимальной, если и только если 

q n nl l+ ≡ − +( )1 0 2 2mod .
Доказательство аналогично доказательству 

теорем 1 и 2. Действительно, так как n nl l2 2− +  
является делителем q +1 , из результата леммы 2 
следует морфизм кривой u vn nl l n nl l2 2 2 2

1 0− + − ++ + =  
на кривую x y y xn l n l+ + = 0 . Кривая 
u vn nl l n nl l2 2 2 2

1 0− + − ++ + =  принадлежит семейству 
кривых Эрмита и x y y xn l n l+ + = 0  по предложе-
нию 1 является максимальной. 

Условие «только если» доказывается подоб-
ным образом. Имеем условие эквивалентности 
для порядков дивизора рациональных функций 
на кривой Гурвица n nl l P n nl l P2 2

1
2 2

2− +( ) − +( )~ .  
Так как условие эквивалентности порядков ра-
циональных функций F

q2 максимальных кривых 
определяется q P q P+( ) +( )1 11 2~ , следовательно, 

d n nl l q H P= − + +( )∈ ( )gcd ,2 2
11 . Так как 1 1∉ ( )H P  

и n nl l2 2− +  есть делитель q +1 , следует искомый 
результат. ◊ 

Теорема 3 определяет условия максимальнос-
ти для обобщенных кривых п. b) из утверждения 4.

Пример 3. Рассмотрим, как в примере 3, 
поле F

q2 , q = 27 . По утверждению 1 п. b) су-
ществует нетривиальная кривая Гурвица для 
случая n nl l2 2 3 43 129− + = =* . Это попада-
ет под условия максимальности теоремы 3 и 
дает обобщенную максимальную кривую вида 
X Y Y Z X Z13 5 13 5 5 13 0+ + = , рода g = 64  и числом 
точек N13 5 32769, = .

Следующая теорема определяет условия мак-
симальности кривых Гурвица из п. d) утвержде-
ния 1.

Теорема 4. Пусть Hn l,  есть кривая Гурвица 
над полем F

q2 , n l= . Тогда Hn l,  является макси-
мальной, если и только если q n+ ≡1 0mod .

Действительно отображение морфиз-

ма ( : : ) ( : : ) ( : : )x y u v y
y
x

1 1 1→ =  кривой Гур-

вица x y y z x zn n n n n n+ + = 0  есть кривая Фер-
ма u vn n+ + =1 0 . Если q n+ ≡1 0mod  кривая 
u vn n+ + =1 0  принадлежит семейству кривых Эр-
мита и по предложению 1 следует максимальность 
x y y z x zn n n n n n+ + = 0 . Условие «только если» до-
казывается, как в теореме 3. Заметим, что точки 
на бесконечности кривой Гурвица P0 1 0 0: ( : : )= ,  
P1 0 1 0: ( : : )=  и P2 0 0 1: ( : : )=  имеют кратность n .  
Имеем условие эквивалентности для порядков 
дивизора рациональных функций на кривой Гур-
вица n P n P2

1 2~ 2 . Условие эквивалентности поряд-
ков рациональных функций F

q2 максимальных 
кривых с учетом кратности точек на бесконечнос-
ти определяется, как n q P q P+( ) +( )1 11 2~n . Значе-

ние d n n q= +( )( )gcd ,2 1  должно содержаться в 
подгруппе Вейерштрасса H P1( )  для точки P1 . 
Так как 1 1∉ ( )H P  и n  есть делитель q +1 , следует 
искомый результат. ◊

Пример 4. Рассмотрим поле F
q2 , q = 27 . По 

утверждению 1 п. d) существуют нетривиальные 
кривые Гурвица для n l= = 3 43 127 129, , , . Значе-
ния n = 3 43 129, ,  являются условиями макси-
мальности по теореме 4. Например, кривая вида 
X Y Y Z X Z43 43 43 43 43 43 0+ + =  имеет род g = 861  и 
число точек N43 43 236675, = , из которых F

q2  ра-
циональных 236672 и 3 точки на бесконечности с 
кратностью 43. Сумма точек с учетом кратности 
дает значение на границе Хассе-Вейля N = 236801.

Замечание 4. Максимальная кривая Гурвица 
X Y Y Z X Zq q q q q q+ + + + + ++ + =1 1 1 1 1 1 0 , тождественна 
кривой Эрмита X Y Zq q q+ + ++ + =1 1 1 0  наибольше-
го рода g q q= −( )1 2/ .

Общий результат максимальности обобщен-
ных кривых Гурвица вида c) из утверждения 1 
представлен следующей теоремой.

Теорема 5. Пусть кривая Гурвица Hn l,  
вида X Y Y Z X Zcn cl cn cl cl cn+ + = 0 , gcd( , )n l =1,  
c ≥1  определена над полем F

q2 . Тогда Hn l,  
является максимальной, если и только если 

q c n nl l+ ≡ − +( )( )1 0 2 2mod .

Случаи c =1  и n l= >1определяются теорема-
ми 3 и 4. Точки на бесконечности кривой Гурвица 
P0 1 0 0: ( : : )= , P1 0 1 0: ( : : )=  и P2 0 0 1: ( : : )=  имеют 
кратность c . Условие эквивалентности для поряд-
ков дивизора рациональных функций на кривой 

Гурвица имеет c n nl l P c n nl l P2 2 2
1

2 2 2
2− +( ) − +( )~ .  

Условие эквивалентности порядков рацио-
нальных функций F

q2 максимальных кривых с 
учетом кратности точек на бесконечности оп-
ределяется, как c q P q P+( ) +( )1 11 2~c . Значение 

d c n nl l c q= − +( ) +( )( )gcd ,2 2 2 1  должно содержать-
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ся в подгруппе Вейерштрасса H P1( )  для точки P1 . 

Так как 1 1∉ ( )H P  и c n nl l2 2− +( )  есть делитель 
q +1 , следует искомый результат. ◊

Пример 5. Рассмотрим поле F
q2 , q = 27 . По 

утверждению 1 п. с) существуют нетривиальные 
кривые Гурвица вида X Y Y Z X Zcn cl cn cl cl cn+ + = 0 , 
если ∆ cn cl c p pi j, ...( ) == ⋅ ⋅ ⋅2 , где делители p pi j,...,  
тождественны 1 по mod 6, кроме делителя равного 
3, и все c p pi j, ,...,  взяты из набора делителей по-
рядка поля q p p pe e

k
ek2

1 21 1 2− = ... . По условию те-

оремы 5, если c n nl l2 2− +( )  является делителем 
q +1 , кривая Hcn cl,  является максимальной. Де-
лителями разложения q +1  есть числа 3 43 129, , . В 
примерах 3,5,6 построены максимальные кривые 
вида a,b,d) утверждения 1. По теореме 5 опреде-
лим следующие максимальные кривые: 

1. X Y Y Z X Z21 3 21 3 21 3 0+ + = , род g =160  и 
число точек N21 3 65025, = , с учетом кратности 3 
точек на бесконечности;

2. X Y Y Z X Z86 43 86 43 86 43 0+ + = , род g = 2710  и 
число точек N86 43 710145, = , с учетом кратности 43 
точек на бесконечности.

Теорема 5 является обобщением теорем 1-4, 
так как определяет условия F

q2  максимальности 
всех видов кривых Гурвица.

Важной задачей является построение наилуч-
шей максимальной кривой Гурвица. Следующая 
теорема определяет максимальную кривую Гур-
вица наибольшего рода и соответственно с на-
ибольшим числом точек. 

Теорема 6. Пусть F
q2  конечное поле и 

q + ≡1 0 3mod . Тогда обобщенная кривая Гурвица 
в F

q2 вида 

X Y Y Z

X Z

q q q q

q q

2 1 3 1 3 2 1 3 1 3

1 3 2 1 3 0

+( ) +( ) +( ) +( )

+( ) +( )
+ +

+ =

/ / / /

/ /            
 (4)

является максимальной кривой наибольшего 

рода g g q q= = − +( )3
2 4 6/ . 

Действительно, отображение морфизма 
( : : ) ( / : : ) ( : : )x y u v v x y1 1 1→ =  кривой 

x y y z x zq q q q q q2 1 3 1 3 2 1 3 1 3 1 3 2 1 3 0+( ) +( ) +( ) +( ) +( ) +( )+ + =/ / / / / /

есть кривая u u vq q q2 1 3 1 3 1 0+( ) +( ) ++ + =/ / , которая яв-
ляется максимальной [1]. По предложению 1 сле-
дует максимальность кривой Гурвица. Условие 
«только если» доказывается, по теореме 5. Сле-

дует проверить, что q c n nl l+ ≡ − +( )( )1 0 2 2mod . 
Действительно, c q= +( )1 3/  и n nl l2 2 3− + =  тож-
дество следует. Значение рода равно 

g c n nl l q

q q

q q

= − +( ) + − +( )( ) =

+( ) + − +( )( ) =

− +( )

2 2 2

2

2

2 1 2

1 3 2 1 2

4 6

/

/ /

/ == g3.

             (5)

По классификации максимальных кривых 
это третье значение рода и наилучшая максималь-
ная кривая Гурвица. ◊

Выводы
Впервые описаны семейства нетривиальных 

кривых Гурвица и представлены условия макси-
мальности для кривых Гурвица общего вида со сня-
тием ограничения на показатели степени кривой, 
впервые получена максимальная кривая Гурвица с 
третьим значением рода для максимальных кривых. 
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