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íåíèÿ. Êðîìå òîãî, îòêðûòîé îñòàåòñÿ ïðîáëåìà ó÷åòà
äðóãèõ ðåñóðñîâ (â îñîáåííîñòè ïàìÿòè) ïðè îïðåäå-
ëåíèè ïëàíîâ âûïîëíåíèÿ çàïðîñîâ. Òåõíîëîãèÿ
îïòèìèçàöèè â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ñèñòåìàõ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé îáëàñòüþ, çàñëóæèâàþùåé
îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ. Êðîìå òîãî, êîãäà ÁÄ ñòàëè
èñïîëüçîâàòüñÿ ÑÏÏÐ, ïîÿâèëîñü èíòåðåñíîå íà-
ïðàâëåíèå ðàáîòû â ñâÿçè ñ íå÷åòêèìè (íåòî÷íûìè)
çàïðîñàìè. Ñóùåñòâóþùåå ïîâûøåííîå âíèìàíèå ê
ÑÏÏÐ ïîáóäèëî òàêæå ïðîâåäåíèå ðàáîò â îáëàñòè
ðàñøèðåíèé SQL.

Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ è êîððåêòíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé SQL-çàïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé èç-çà
ñëîæíîñòè îòûñêàíèÿ íàäåæíûõ ìåòðèê îöåíîê.
Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ìíîãèå ãîäû ðàáîòû,
ñóùåñòâåííûå ïðîáëåìû îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Îä-
íàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû âíåñòè âêëàä â îáëàñòè âûáîðà
îïòèìàëüíîãî ïëàíà çàïðîñîâ, íåîáõîäèìî ïîíèìà-
íèå ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ.

Ýôôåêò îò ïðàâèëüíîé îðãàíèçàöèè, ñòðàòåãè÷åñêî-
ãî è îïåðàòèâíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ ïðîèçâîä-
ñòâà òðóäíî çàðàíåå îöåíèòü â öèôðàõ, íî î÷åâèäíî,
÷òî îí ìîæåò ïðåâçîéòè çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ
ÑÏÏÐ. Îäíàêî ýôôåêò îáåñïå÷èâàåò íå ñàìà ñèñòå-
ìà, à ëþäè, êîòîðûå ñ íåé ðàáîòàþò. Ñîâðåìåííûå
àíàëèòè÷åñêèå ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè èñ-
êóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, èõ öåëü – ñâîåâðåìåííî
îáåñïå÷èòü ñîòðóäíèêà âñåé èíôîðìàöèåé, íåîáõî-
äèìîé äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. À êàêàÿ èíôîðìàöèÿ
áóäåò çàòðåáîâàíà è êàêîå ðåøåíèå áóäåò ïðèíÿòî íà
åå îñíîâå, çàâèñèò òîëüêî îò êîíêðåòíîãî ÷åëîâåêà.
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ÀÔÔÈÍÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ ÍÀ

ÁÀÇÅ ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÕ ÊÎÐÐÅËßÖÈÉ

ÏÓÒßÒÈÍ Å.Ï., ßÊÎÂËÅÂÀ Å.Â., ËÓÖÈÂ Â.Â.

Ðàçðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòì íîðìàëèçàöèè ïëîñêèõ èçîá-
ðàæåíèé ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ îäíîìåðíîé íîð-
ìàëèçàöèè. Äëÿ ýòîãî èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ôîðìèðîâà-
íèè ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû öåíòðîàôôèííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ â ñóïåðïîçèöèþ ìàòðèö ïîâîðîòà, íåîäíîðîäíîãî
èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà è åùå îäíîãî ïîâîðîòà, âîçìîæíî
â ñî÷åòàíèè ñ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì. Èçó÷àþòñÿ ñâîé-
ñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîäíîðîäíîãî èçìåíåíèÿ ìàñø-
òàáà.

Ïîä íîðìàëèçàöèåé èçîáðàæåíèÿ áóäåì ïîíèìàòü
ïðîöåäóðó êîìïåíñàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ èñêàæåíèé,
ñâÿçûâàþùèõ ýòàëîííûå è ðåàëüíûå èçîáðàæåíèÿ,
ò.å. íàõîæäåíèå ïàðàìåòðîâ òîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëèò ïðèâåñòè ðåàëü-
íîå èçîáðàæåíèå ê ýòàëîííîìó âèäó [1].

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà çàðàíåå íå èçâåñòåí
êîíêðåòíûé âèä ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ôîðìèðóþùåãî ðàçíèöó ìåæäó ýòàëîííûì è ðåàëü-
íûì èçîáðàæåíèÿìè. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ðåàëüíîå èçîáðàæåíèå íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì
äîñòàòî÷íî îáùåé àôôèííîé ãðóïïû ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ga. Ðåøèâ ïðîáëåìó öåíòðèðî-
âàíèÿ îáðàáàòûâàåìîãî èçîáðàæåíèÿ, ìîæåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî íà ðåàëüíîå èçîáðàæåíèå âîçäåéñòâóåò
öåíòðîàôôèííàÿ ãðóïïà Gc

a, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ
âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé A ñ îïðåäåëèòå-
ëåì, íå ðàâíûì íóëþ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ íîðìàëèçàöèè íåîáõîäèìî îïðåäå-
ëèòü ïàðàìåòðû íîðìàëèçóþùåé ìàòðèöû, êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà À-1.

Èçâåñòíî [2], ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé À
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îðòîãîíàëü-
íîé Àîðò è ñèììåòðè÷íîé Àñ ìàòðèö:

À=Àîðò* Àñ.                      (1)

Ïîêàæåì, êàê ôîðìèðóåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ è îðòîãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü À – ëþáàÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ íåâûðîæäåííîå ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå {e1,e2}. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå, îïèñû-
âàåìîå ìàòðèöåé À*À, ãäå À* – òðàíñïîíèðîâàííàÿ
ìàòðèöà, áóäåò ñèììåòðè÷íûì.

Èçâåñòíî [3, 4], ÷òî ñèììåòðè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå
âñåãäà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïóòåì
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îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà, ãäå ìàòðèöà
ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà {e1,e2} ê áàçèñó {e1

’,e2
’}

ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èñõîäíîé ñèììåò-
ðè÷íîé ìàòðèöû, êîòîðûå äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âñåãäà îðòîãîíàëüíû. Äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ôîðìèðóåòñÿ èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû âñåãäà
ïîëîæèòåëüíû [2]). Òîãäà ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà
À*À ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

À*À=T-1HT,

ãäå Ò – îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà
{e1,e2} ê áàçèñó {e1

’, e2
’}, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ìàòðèöû À*À; H – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàñøòàáà 
2

1
0

0
; 1 è 2 – ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû À*À, êîòîðûå, êàê óêàçàíî
âûøå, âñåãäà ïîëîæèòåëüíû.

Åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû, ò.å. 1 = 2, òî â
êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ áåðóòñÿ äâà ïðîèçâîëüíûõ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà À èìååò âèä

À= À*-1T-1HT.

Ââåäåì ìàòðèöó H’ = 
2

1

0
0

. Òîãäà ìàòðèöà

À ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

À= À*-1T-1H’H’T

èëè

À= (À*-1T-1H’T)(T-1H’T),

ãäå ìàòðèöà T-1H’T áóäåò ñèììåòðè÷íîé (îáîçíà÷èì
åå Àñ), à ìàòðèöà À*-1T-1H’T, èñõîäÿ èç ðàçëîæåíèÿ
(1), îðòîãîíàëüíîé (åå îáîçíà÷èì Àîðò).

Îïèðàÿñü íà áàçîâîå ðàçëîæåíèå (1), ïðîâåäåì
ðàçáèåíèå ëþáîé ìàòðèöû íà îðòîãîíàëüíóþ, äè-
àãîíàëüíóþ è îðòîãîíàëüíóþ, ò.å. À=O2DO1. Çäåñü
O1=Ò – îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà íà óãîë 1, ëèáî çåðêàëü-
íîãî îòðàæåíèÿ, ëèáî èõ ñî÷åòàíèÿ; D=H’– äèàãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå
íåîäíîðîäíîãî ìàñøòàáà ñ ïàðàìåòðàìè 1 , 2 ;
O2=(À*-1T-1H’T)T-1 , ò.å. Î2=ÀîðòT-1 – òàêæå îðòîãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà (òàê êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãî-
íàëüíîé ìàòðèöû íà îðòîãîíàëüíóþ ÿâëÿåòñÿ îð-
òîãîíàëüíîé ìàòðèöåé), îïèñûâàþùàÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïîâîðîòà íà óãîë a2, ëèáî çåðêàëüíîãî îòðà-
æåíèÿ, ëèáî èõ ñî÷åòàíèÿ. Çäåñü ïîä ïðåîáðàçîâà-
íèåì çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïîíèìàåòñÿ åãî ïðå-
îáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî òîëüêî îäíîé èç îñåé
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ëèáî OX, ëèáî OY),

èìåþùåå âèä 10
01

 èëè 10
01

, ò.å. ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, èçìåíÿþùèå íàïðàâëåíèå îáõîäà. Äâà
äðóãèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû çåðêàëüíûõ îò-

ðàæåíèé, îïèñàííûõ ìàòðèöàìè 10
01

, 10
01

,

ðàññìàòðèâàòü íåò íåîáõîäèìîñòè, òàê êàê îíè íå

èçìåíÿþò íàïðàâëåíèå îáõîäà è âêëþ÷àþòñÿ â
ãðóïïó ïîâîðîòîâ.

Ïîñêîëüêó äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D ôîðìèðóåòñÿ èç
êîðíåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû
À*À, òî íà äèàãîíàëè âñåãäà ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå
ýëåìåíòû, è îíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé íåîäíîðîäíîãî

èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ñ êîýôôèöèåíòàìè k1= 1 è

k2= 2 ïî îñÿì OX è OY ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ìàòðèöà D íå ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
çåðêàëüíîå îòðàæåíèå äîëæíî âêëþ÷àòüñÿ â îðòîãî-
íàëüíûå ìàòðèöû. Ïîýòîìó îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû
Î1 è Î2 íå îáÿçàòåëüíî áóäóò ÿâëÿòüñÿ ÷èñòûì
ïîâîðîòîì. Ïðè íàëè÷èè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ
îäíà èç íèõ îáÿçàòåëüíî áóäåò ñî÷åòàòü â ñåáå ïîâîðîò
ñ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì, äðóãàÿ áóäåò òîëüêî
ïîâîðîòîì. Ïðè îòñóòñòâèè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ
ëèáî äâå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû áóäóò ïðîñòî ìàò-
ðèöàìè ïîâîðîòîâ, ëèáî êàæäàÿ èç íèõ áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé ñî÷åòàíèå ïîâîðîòà ñ çåðêàëüíûì
îòðàæåíèåì. Ýòî çàâèñèò îò òîãî, êàê ñôîðìèðîâàíà

îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 
22

11
yx
yxT , ãäå ( 1x , 1y )

– êîîðäèíàòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1 ìàòðèöû À*À; ( 2x , 2y )

– êîîðäèíàòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 2 ýòîé æå ìàòðèöû. Ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî çàïèñàòü òàê, ÷òîáû ìàòðè-
öà Ò ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ÷èñòûé ïîâîðîò.

Òàê êàê ñîáñòâåííûé âåêòîð êâàäðàòíîé ìàòðèöû
À*À íàõîäèòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé [3]

0)(
0)(

2221

1211
yaxa
yaxa

,

ãäå 22211211 ,,, aaaa  – ýëåìåíòû ñèììåòðè÷íîé

ìàòðèöû À*À;  – ñîáñòâåííîå ÷èñëî cèììåòðè÷íîé
ìàòðèöû À*À; x, y – èñêîìûå êîîðäèíàòû ñîáñòâåí-
íîãî âåêòîðà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû À*À, òî ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó êîîðäèíàòàìè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìîæíî çàïèñàòü íåñêîëüêèìè òîæäåñòâåííûìè âû-
ðàæåíèÿìè:

11

12

a
yax , 

12

11

a
xay ,

21

22

a
yax , 

22

21

a
xay .

×òîáû ìàòðèöà T áûëà ÷èñòûì ïîâîðîòîì, ïåðâàÿ
êîîðäèíàòà 1x  ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, îòâå÷àþùåãî

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1, è âòîðàÿ êîîðäèíàòà 2y
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó
÷èñëó 2, äîëæíû áûòü ðàâíû, à ñëåäîâàòåëüíî,
äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûå çíàêè, ò.å. íà äèàãîíàëè
òàêîé ìàòðèöû äîëæíû ñòîÿòü ýëåìåíòû ñ îäèíàêî-

,
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âûìè çíàêàìè. Ïîëîæèòåëüíîñòè çíàêîâ ýòèõ ýëå-
ìåíòîâ, à èìåííî âåëè÷èí x1è y2, íåòðóäíî äîáèòüñÿ,
åñëè äëÿ çàïèñè ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ÷èñëó 1, âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì

12

111
1 a

xa
y ,

ãäå x1 ïîëîæèòü ðàâíûì 1, à äëÿ ñîáñòâåííîãî
âåêòîðà, îòâå÷àþùåãî ÷èñëó 2, ïðèìåíèòü

21

222
2 a

ya
x ,

ãäå y2 ïîëîæèòü ðàâíûì 1.

Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàïèñè âåëè÷èíû x1 è y2 áóäóò
âñåãäà ïîëîæèòåëüíû. ×òîáû âûïîëíÿëèñü âñå ñâîé-
ñòâà îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå âåêòîðû
íåîáõîäèìî íîðìèðîâàòü. Äàëåå ïîä êîîðäèíàòàìè
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ x è y áóäåì ïîíèìàòü óæå
íîðìèðîâàííûå êîîðäèíàòû. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
äàííîì ôîðìèðîâàíèè ìàòðèöà Ò, ò.å. Î1, áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ÷èñòûé ïîâîðîò êàê ïðè îòñóò-
ñòâèè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ â ïðåîáðàçîâàíèè,
çàäàâàåìîì ìàòðèöåé À, òàê è ïðè è åãî íàëè÷èè. Â
ñëó÷àå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ âòîðàÿ îðòîãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà Î2 áóäåò ñî÷åòàòü â ñåáå ïîâîðîò è çåðêàëü-
íîå îòðàæåíèå. Åñëè æå çåðêàëüíîå îòðàæåíèå èçíà-
÷àëüíî îòñóòñòâóåò â ïðåîáðàçîâàíèè, çàäàâàåìîì
ìàòðèöåé À, ìàòðèöà Î2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì
ïîâîðîòîì.

Ýòî çàêëþ÷åíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

0det
,0det

12

12
ASDUUA
ADUUA

при ,
при ,

,       (2)

ãäå U1, U2 – ìàòðèöû ïîâîðîòîâ; D – äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà (ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ
ìàñøòàáîâ); S – ìàòðèöà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.

Èòàê, ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé À ìîæíî
ïîëó÷èòü, âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâîðîò íà
óãîë 1, èçìåíåíèå ìàñøòàáà ñ êîýôôèöèåíòàìè

1 , 2 ïî îñÿì OX, OY ñîîòâåòñòâåííî, è åùå
îäèí ïîâîðîò íà óãîë 2, âîçìîæíî â ñî÷åòàíèè ñ
çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì, åñëè òàêîâîå ïðèñóòñòâóåò
èçíà÷àëüíî â ïðåîáðàçîâàíèè À.

Îäíàêî òàêîå ðàçëîæåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 1, 1, 2, 2
ìîæíî ïîëó÷èòü óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì, òîëüêî
åñëè çàðàíåå èçâåñòåí âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé
À. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íîðìàëèçàöèè, ò.å. íàõîæäå-
íèè ìàòðèöû Àí=À-1, îáû÷íî íå èçâåñòíî, êàêèì
áûëî ïðåîáðàçîâàíèå À è, ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ äëÿ
ìàòðèöû Àí òàêæå èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå (2),
ïàðàìåòðû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ 2211

,,, нннн  óêà-
çàííûì âûøå ñïîñîáîì íàéòè íåëüçÿ. Ñàì æå ôàêò
ïðàâîìî÷íîñòè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ íîðìàëèçóþùåé
ìàòðèöû Àí èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è íîðìàëèçàöèè. Ïàðàìåòðû ðàçëîæå-
íèÿ (2) ìîæíî íàéòè ïóòåì ñîâìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ
ñâîéñòâ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ìåòîäîâ
îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè, à çàòåì èç íèõ ïîëó÷èòü
ìàòðèöó Àí.

Ðàññìîòðèì èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìàñøòàáà ïî ïåðïåíäèêóëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì íà
ïëîñêîñòè. Ïóñòü e1 è e2 – äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ
âåêòîðà, âûõîäÿùèõ èç öåíòðà äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò XOY è íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùèõ ñ
îñÿìè OX è OY. Íåîäíîðîäíîå èçìåíåíèå ìàñøòàáà
ïî ïåðïåíäèêóëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì e1 è e2 èìååò
âèä

DUUD ee
1

2,1 ,

à â ðàçâåðíóòîé ôîðìå

cossin
sincos

0
0

cossin
sincos

2

1
2,1 e

e
ee k

k
D ,

ãäå a - óãîë ìåæäó âåêòîðîì e1 è îñüþ OX; 1ek  -
êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî íàïðàâëåíèþ
e1; 2ek  – êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî
íàïðàâëåíèþ e2.

Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèå 2,1 eeD
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2
2

2
112

12
2

2
2

1
2,1 cossin)(sincos

)(sincossincos

eeee

eeee
ee kkkk

kkkk
D .

Ïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèå ìàñøòàáà ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè 1ek è 2ek  ïî íàïðàâëåíèÿì e1 è e2ñîîòâåòñòâåííî,
âèäèì, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà
ïî äâóì ïåðïåíäèêóëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì ðàâíû,
ò.å. 1ek = 2ek =k, òî ïî âñåì îñòàëüíûì íàïðàâëåíè-
ÿì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, êîýôôèöè-
åíòû èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà òàêæå ðàâíû k. Åñëè æå

1ek 2ek , òî êîýôôèöèåíòû èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà k
ïî ëþáîìó äðóãîìó íàïðàâëåíèþ ïîä÷èíÿþòñÿ íå-
ðàâåíñòâó

1ek < k < 2ek , ïðè 1ek < 2ek

èëè 1ek > k > 2ek , ïðè 1ek > 2ek .

Äîêàæåì ýòîò ôàêò ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàïðàâ-
ëåíèÿ e1, e2 ñîâïàäàþò ñ îñÿìè OX, OY. Íåîäíîðîäíîå
èçìåíåíèå ìàñøòàáà ïî îñÿì OX, OY, ò.å. êîãäà =0,
îïèñûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

D = 
2

1

0
0

e

e

k
k

,

ãäå 1ek – êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî îñè

OX, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü kx; 2ek – êîýôôèöè-
åíò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî îñè OY, îáîçíà÷èì åãî ky.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü åäèíè÷-
íîãî ðàäèóñà (ðèñ.1).
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Çäåñü l – ðàäèóñ, íå ñîâïàäàþùèé ñ íàïðàâëåíèåì
îñåé OX, OY; lx, ly – åãî ïðîåêöèè íà îñè OX, OY
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîäâåðãíåì îêðóæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèþ íåîäíî-
ðîäíîãî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà D è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ åãî ïàðàìåòðîâ kx, ky âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ky > kx .

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòü ïåðåéäåò â
ýëëèïñ, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ.1,á, à åå ðàäèóñ l â l’.
Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà kl – êîýôôèöè-
åíò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ðàäèóñà l, áóäåò íàõîäèòüñÿ
â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:

ky > kl > kx .

Çàïèøåì, êàê ôîðìèðóåòñÿ êîýôôèöèåíò kl :

l

l
kl

'

,

ãäå l  – äëèíà ðàäèóñà äî ïðåîáðàçîâàíèÿ D; 
'l –

äëèíà ðàäèóñà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ D.

Âåëè÷èíû l , 
'l  îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

yxyx lll 2222 coscos ,

Ñðàâíèì ñíà÷àëà âåëè÷èíó kl  ñ ïàðàìåòðîì ky , ò.å.
ïîñòàâèì çíàê íåðàâåíñòâà ìåæäó ñëåäóþùèìè âåëè-
÷èíàìè:

.
coscos

coscos
22

22

   ,
yx

yyxx
y

kk
k

Âûïîëíèì íàä íèìè íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

2222 coscoscoscos yyxxyxy kkk      ,
(äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíèò çíàê íåðàâåí-
ñòâà, òàê êàê çíàìåíàòåëü âåëè÷èíû ñïðàâà âñåãäà
ïîëîæèòåëåí),

.coscoscoscos 2
2

22
yx

y

x
yyxy k
k

kk      ,

áà

Ðèñ.1

Ââåäåì âåëè÷èíó 

2

y

x

k
k

z . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

ky > kx, ñëåäîâàòåëüíî, z < 1.

Ïðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

yxyx z 2222 coscoscoscos     , ,

yxyx z 2222 coscoscoscos     , ,

xx z 22 coscos     , .

Ïîñêîëüêó z < 1, òî x
2cos  ïîñëå óìíîæåíèÿ íà z

óìåíüøèòñÿ è ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çíàê íåðà-
âåíñòâà ïðèîáðåòàåò âèä >, ò.å. áîëüøå.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ky, ïðè óñëîâèè ky > kx
âñåãäà áóäåò áîëüøå ëþáîãî äðóãîãî êîýôôèöèåíòà
èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò: ky > kl, ïðè ky > kx.

Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñðàâíå-
íèÿ êîýôôèöèåíòà kl  ñ ïàðàìåòðîì kx â ïðåäïîëîæå-
íèè ky > kx, à òàêæå ñðàâíåíèå kl  ñ ïàðàìåòðàìè kx,
ky  â ïðåäïîëîæåíèè ky < kx.

Åñëè æå ky = kx, òî âåëè÷èíà z áóäåò ðàâíà åäèíèöå
è íåðàâåíñòâà ïåðåõîäÿò â ðàâåíñòâà, ò.å.

ky = kl = kx, ïðè kx = ky.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàïðàâëåíèÿ, ïî êîòîðûì
ïðîèçâîäèòñÿ íåîäíîðîäíîå èçìåíåíèå ìàñøòàáà, íå
ñîâïàäàåò ñ îñÿìè OX, OY. Òàêîå èçìåíåíèå ìàñøòàáà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ïîâîðîòà íà óãîë a,
êîòîðûé ñîâìåñòèò íàïðàâëåíèå e1 ñ îñüþ OX, íåî-
äíîðîäíîãî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ñ êîýôôèöèåíòàìè

1ek , 2ek  ïî îñÿì OX, OY è ïîâîðîòà íà óãîë (- ). Èç
ýòèõ òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé òîëüêî äèàãîíàëüíîå âëè-
ÿåò íà èçìåíåíèå ìàñøòàáà. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü êîýôôèöèåíòû èçìåíåíèÿ ìàñø-
òàáà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì òîëüêî äëÿ äèàãîíàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî óæå ñäåëàíî âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
ìàñøòàáà ïî íàïðàâëåíèÿì e1,e2 êîýôôèöèåíòû èç-
ìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì 1ek , 2ek
îáëàäàþò íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿìè,
íà îñòàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ òàêèå êîýôôèöèåíòû
ïðèíèìàþò ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó 1ek ,

2ek ; â ñëó÷àå ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ 1ek ,

2ek êîýôôèöèåíòû èçìåíåíèÿ ìàñøòàáîâ ïî âñåì
íàïðàâëåíèÿì ïðèíèìàþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ.

Èç óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, çíàÿ ìàêñèìàëüíîå è
ìèíèìàëüíîå èçìåíåíèå ìàñøòàáà è ïî êàêèì íà-
ïðàâëåíèÿì îíè ïðîèçîøëè (ýòè íàïðàâëåíèÿ äîëæ-
íû áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû), ìîæíî âîññòàíîâèòü
ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå 2,1 eeD .

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Àñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñòÿæå-
íèå èëè ñæàòèå îòíîñèòåëüíî âçàèìíî ïåðïåíäèêó-

22222'2'' coscos yyxxyyxxyx kklklklll
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ëÿðíûõ îñåé, ÷òî è åñòü ïðåîáðàçîâàíèå 2,1 eeD ,
ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè èçâåñòíû íàïðàâëåíèÿ, ïî êîòî-
ðûì êîýôôèöèåíòû èçìåíåíèÿ ìàñøòàáîâ ïðèíèìà-
þò ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ, òî ìîæíî
âîññòàíîâèòü ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó Àñèçðàçëîæå-
íèÿ (1) èëè ìàòðèöû 1и UD  èç ðàçëîæåíèÿ (2).
Ïîñëå ýòîãî ýòàëîííîå è âõîäíîå èçîáðàæåíèÿ áóäóò
îòëè÷àòüñÿ òîëüêî îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.
Èç [5] èçâåñòíî, ÷òî êàêèì áû íè áûëî àôôèííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ñóùåñòâóþò äâà âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðà, îáðàçû êîòîðûõ òîæå
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â
ðàçëîæåíèÿõ (1) è (2) ïðèñóòñòâóþò ñîñòàâëÿþùèå,
îòâå÷àþùèå ëèáî çà ìàñøòàáèðîâàíèå ïî âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûì îñÿì, ëèáî çà îðòîãîíàëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå íå èçìåíÿþò ìàñøòàá èçîá-
ðàæåíèÿ, èç ÷åãî ìîæåì ñäåëàòü åùå îäèí âûâîä.

Ñëåäñòâèå 2.Ëþáîå èçîáðàæåíèå, ïîäâåðãíóòîå ïðå-
îáðàçîâàíèþ ñ ìàòðèöåé À, ãäå À íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì
îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ÷èñòûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì ïîäîáèÿ èëè èõ ñî÷åòàíèåì, èìååò äâå
ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è âçà-
èìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äðóã ê äðóãó, íà êîòîðûõ
êîýôôèöèåíòû èçìåíåíèÿ ìàñøòàáîâ ïðèíèìàþò
ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ. Åñëè æå
ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé À ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èëè ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäîáèÿ, èëè èõ ñî÷åòàíèå, òî íà âñåõ ïðÿìûõ
âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç êîîðäèíàòû (0,0), êî-
ýôôèöèåíòû èçìåíåíèÿ ìàñøòà-
áîâ èìåþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ. È
íàîáîðîò, åñëè êîýôôèöèåíòû èç-
ìåíåíèÿ ìàñøòàáîâ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ðàâíû, òî
ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé À åñòü ëèáî îðòîãîíàëü-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ,
ëèáî èõ ñî÷åòàíèå.

Èìåííî ýòîò ôàêò ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è íîðìàëèçàöèè.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàçëîæåíèÿ è
ñëåäñòâèÿ èç óòâåðæäåíèÿ, ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ
çàäà÷è íîðìàëèçàöèè, ò.å. ê ïîëó÷åíèþ íîðìàëèçó-
þùåé ìàòðèöû Àí.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè
[6]. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ
ïàðàìåòðû íîðìàëèçàöèè îãðàíè÷åíèé èçîáðàæåíèÿ
íà íåêîòîðûå ïðÿìûå, à çàòåì èç íèõ ïîëó÷àþò
ïàðàìåòðû íîðìàëèçàöèè âñåãî èçîáðàæåíèÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûçâàâøåãî
èñêàæåíèÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ðàç-
ëè÷íûå âèäû ïðÿìûõ. Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âõîäíîå èçîáðàæåíèå íàõîäèòñÿ
ïîä âîçäåéñòâèåì öåíòðîàôôèííîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, òî îãðàíè÷åíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü íà ïðÿ-
ìûå ñåìåéñòâà S0 [6]. S0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òàêîé
âûáîð îáóñëîâëåí òåì ñâîéñòâîì öåíòðîàôôèííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà-

÷àëî êîîðäèíàò, ïåðåõîäÿò â (âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãèå)
ïðÿìûå, òàêæå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êîîðäèíàòû (0,0).

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ
íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,
îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îãðàíè÷åíèÿ
ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòîì
èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî ïðÿìîé k, à ðàñïîëîæåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ âõîäíîãî è ýòàëîííîãî
èçîáðàæåíèé îòëè÷àåòñÿ óãëîì . Ïàðàìåòðû k è 
áóäóò ïàðàìåòðàìè îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè.

Íà êàêèå èìåííî ïðÿìûå èç ñåìåéñòâà S0 ðàññìàòðè-
âàòü îãðàíè÷åíèÿ ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ è èñêàòü
ñîîòâåòñòâóþùèå èì îãðàíè÷åíèÿ âõîäíîãî èçîáðà-
æåíèÿ, çàâèñèò îò òîãî, êàê áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
ïàðàìåòðû îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè.

Â ðàáîòå [7] ïðèâîäèëñÿ ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ íîðìàëèçóþùåé ìàòðèöû Àííà îñíîâå ñîâìå-
ñòíîãî ïðèìåíåíèÿ îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè è
ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû öåíòðîàôôèííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ â ñóïåðïîçèöèþ ìàòðèö ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé DXU, ãäå U-ìàòðèöà ïîâîðîòà, X-ìàòðèöà êîñîãî
ñäâèãà âäîëü îñè OX, D-ìàòðèöà íåîäíîðîäíîãî
ìàñøòàáà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñïîñîá íîðìàëèçàöèè èçîáðàæå-
íèé, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè îäíîìåðíîé íîðìà-
ëèçàöèè, ðàçëîæåíèé (1) ëèáî (2) è óòâåðæäåíèÿ.

Çàïèøåì ðàçëîæåíèå (2) ìàòðèöû Àí â ðàçâåðíóòîì
âèäå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñõîäíàÿ ìàòðèöà À íå
âêëþ÷àåò â ñåáÿ çåðêàëüíîå îòðàæåíèå:

ãäå 
1н

– ïàðàìåòð ïåðâîãî ïîâîðîòà; 
2н

– ïàðà-

ìåòð âòîðîãî ïîâîðîòà; xнk  – êîýôôèöèåíò èçìå-

íåíèÿ ìàñøòàáà ïî îñè OX; yнk  – êîýôôèöèåíò
èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî îñè OY,   îòêóäà çàïèøåì
÷åòûðå óðàâíåíèÿ:

212111
sinsincoscos ннyнннxнн kkа  ,

212112
sincoscossin ннyнннxнн kkа  ,

212121
cossinsincos ннyнннxнн kkа ,

(3)

212122
coscossinsin ннyнннxнн kkа .

Ïàðàìåòðû 
1н
, 

2н
, 

xнk , 
yнk  ìîæíî ïîëó÷èòü

ñ ïîìîùüþ îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè. Ñíà÷àëà äëÿ
òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû èçìåíåíèÿ
ìàñøòàáîâ ïî âñåì ïðÿìûì èç ñåìåéñòâà S0, êàæäîé
ïðÿìîé ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ èç ýòîãî ñåìåéñòâà
íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðÿìóþ âõîäíîãî èçîáðà-
æåíèÿ, ò.å. êàæäîé ïðÿìîé ñ íîìåðîì i ýòàëîííîãî
èçîáðàæåíèÿ íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðÿìóþ j
âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïîñëå ýòîãî ðàññìîòðèì êîýô-
ôèöèåíòû èçìåíåíèÿ ìàñøòàáîâ ki (i=1..n, n-êîëè÷å-
ñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ïðÿìûõ íà ýòàëîííîì èçîáðà-
æåíèè) äëÿ êàæäîé ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ i

11

11

22

22

2221

1211
cossin
sincos

0
0

cossin
sincos

нн

нн

yн

xн

нн

нн

нн

нн

k
k

аа
аа

,
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è j. Òàê êàê íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïàðàìåòðû
íîðìàëèçóþùåé ìàòðèöû Àí, ò.å. ïàðàìåòðû îáðàòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, â äàëüíåéøåì áóäåì ðàáîòàòü íå
ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ki, à ñ

êîýôôèöèåíòàìè 
jнk , ãäå 

i
jн k

k 1
 (çäåñü j – íîìåð

ïðÿìîé âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, i – íîìåð ïðÿìîé
ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ; ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé j
âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì êîýôôèöèåíòû

jнk îò ïðÿìîé ê ïðÿìîé ïëàâíî èçìåíÿþòñÿ, è

äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

êîýôôèöèåíòû 
jнk , à àðãóìåíòàìè – íîìåðà ïðÿ-

ìîé âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïðèíèìàåò ìàêñèìàëü-
íîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ.

Íà ðèñ.2 ïðèâåäåí ïðèìåð âîçìîæíîãî âèäà ôóíê-
öèè èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ ìàñøòàáîâ ïî ïðÿ-
ìûì èç S0.

Íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìûå ïðÿìûìè maxнj  è 
minнj ,

ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã ê äðóãó è ÿâëÿþòñÿ íàïðàâ-
ëåíèÿìè, ïî êîòîðûì äîëæíî ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèå íåîäíîðîäíîãî ìàñøòàáà ñ êîýôôèöèåíòàìè

maxнk , minнk . Åñëè ïðÿìóþ 
maxнj  ïóòåì ïîâîðîòà

íà óãîë 
1н

 ñîâìåñòèòü ñ íàïðàâëåíèåì OX, à

ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìóþ minнj   ñ íàïðàâëåíèåì OY,

òî êîýôôèöèåíòû maxнk , minнk îêàæóòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè äèàãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

yн

xн
k

k
D 0

0
, ãäå xнk = maxнk , yнk = minнk .

Òàêèì îáðàçîì, òðè ïàðàìåòðà 
1н

, 
xнk , yнk

íàéäåíû, îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü ïàðàìåòð âòîðîãî ïî-

âîðîòà 
2н

.

Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ îòûùåì îãðàíè÷åíèå íà ïðÿìóþ
âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷å-
íèþ ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ íà ïðÿìóþ, ñîâïàäà-
þùóþ ñ îñüþ OX, è óãîë ìåæäó íèìè. Íà ðèñ.3,á
ïðèâåäåí ïðèìåð âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åí-
íîãî èç ýòàëîííîãî (ðèñ.3,à) ïóòåì öåíòðîàôôèííî-

ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ñîäåðæàùåãî â ñåáå
çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.

à                                  á

Ðèñ.3

Çäåñü l – ïðÿìàÿ íà ýòàëîííîì èçîáðàæåíèè, ñîâïà-
äàþùàÿ ñ îñüþ OX; l’ – ïðÿìàÿ íà âõîäíîì èçîáðà-
æåíèè, îãðàíè÷åíèå èçîáðàæåíèÿ íà êîòîðóþ ñîîò-
âåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ íà

ïðÿìóþ l; 
1н

 – óãîë, íàéäåííûé â ðåçóëüòàòå

îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè è ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ ïðÿìîé, ïî êîòîðîé íîðìàëè-
çóþùèé êîýôôèöèåíò ìàñøòàáà ïðèíèìàåò ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå, îò îñè OX;  – óãîë ìåæäó ïðÿìîé
l’ è îñüþ OX.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îäíîìåðíîé íîð-
ìàëèçàöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé íàéäåíû çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ 
1н

,
xнk ,

yнk , è ïîèñêà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ïðÿìûõ l è l’, ÷òî åñòü îïðåäåëåíèåì óãëà ,

ïàðàìåòð âòîðîãî ïîâîðîòà 
2н

 ìîæåò áûòü íàéäåí
ïî ôîðìóëå

1
max

min
2 н

н

н
н tg

k
k

arctg ,

ãäå 
maxнk – ìàêñèìàëüíûé íîðìàëèçóþùèé êîýô-

ôèöèåíò ìàñøòàáà ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò; minнk – ìèíèìàëüíûé íîðìàëè-

çóþùèé êîýôôèöèåíò ìàñøòàáà ïî ïðÿìîé, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò; 
1н
– óãîë íàêëîíà

ïðÿìîé, ïî êîòîðîé íîðìàëèçóþùèé êîýôôèöèåíò

ìàñøòàáà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå maxнk ;  – óãîë

îòêëîíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ íà
ïðÿìóþ, ñîîòâåòñòâóþùåãî îãðàíè÷åíèþ ýòàëîííî-
ãî èçîáðàæåíèÿ íà îñü OX, îò îñè àáñöèññ âõîäíîãî
èçîáðàæåíèÿ.

Ïîäñòàâèâ ïàðàìåòðû 
1н
,

2н
,

xнk ,
yнk  â ôîðìó-

ëû (3), ïîëó÷èì ïàðàìåòðû íîðìàëèçóþùåé ìàòðèöû
Àí. Ïîñëå ýòîãî âîçìîæíî ïðîâîäèòü íîðìàëèçàöèþ
âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ìàòðèöåé
Àí. Òàêàÿ íîðìàëèçàöèÿ îäíîâðåìåííî êîìïåíñèðóåò
âñå ãåîìåòðè÷åñêèå èñêàæåíèÿ. Ðàçëîæåíèå (2) ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü òàêæå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé íîðìàëè-

çàöèè, ãäå ïàðàìåòðû 
1н
 è xнk , yнk  îïðåäåëÿþòñÿ

êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïàðàìåòð 
2н

âû÷èñ-
Ðèñ. 2
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ëÿåòñÿ óæå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé U1è D
ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî íàõîæäåíèÿ óãëà îòêëîíå-
íèÿ îãðàíè÷åíèÿ âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îãðàíè÷åíèþ ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ íà
îñü OX, îò îñè àáñöèññ âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ò.å.

ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîé íîðìàëèçàöèè 
2н

= .

Âîçìîæåí âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ïîñëå ïîèñêà ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ è êîýôôèöèåíòîâ 
jнk  îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû 
jнk  ðàâíû

ìåæäó ñîáîé, ò.å. ljнlнjн kkk , è äèñê-
ðåòíàÿ ôóíêöèÿ èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ ìàñøòà-
áîâ ïî ïðÿìûì j èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ.4.

0 1 n j

kн

jнk

Ðèñ.4

Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû нk âûñòóïàþò ïàðà-

ìåòðàìè äèàãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

yн

xн
k

k
D 0

0
, ãäå нyнxн kkk , êîòîðîå ïðè

ðàâíûõ ïàðàìåòðàõ ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì,
íàçûâàåìûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ, è åãî ìàòðè-

öà îáîçíà÷àåòñÿ K (
н

н

k
k

KD
0

0
).

Èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî èñõîäíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ñ ìàòðèöåé À ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî îðòîãî-
íàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäî-
áèÿ, ëèáî èõ ñî÷åòàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìàòðèöå
A ïðåîáðàçîâàíèå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îòñóòñòâó-
åò. Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðè-
öåé À ñî÷åòàåò â ñåáå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ è
÷èñòûõ ïîâîðîòîâ.

Ïîñêîëüêó ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ êîýô-
ôèöèåíòû èçìåíåíèé ìàñøòàáîâ ïî âñåì íà-
ïðàâëåíèÿì ðàâíû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ìàòðèöàìè U1, D, U2,
âõîäÿùèìè  â ðàçëîæåíèå (2), íå èìååò çíà÷åíèÿ
. Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íûé ðåçóëüòàò íå çàâèñèò
îò òîãî, ÷òî ñíà÷àëà âûïîëíÿëîñü, ïîâîðîò, à
çàòåì ìàñøòàáèðîâàíèå, èëè íàîáîðîò. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîâîðîòû U1 è U2 ìîæíî ñëèòü â îäèí
ïîâîðîò U è ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé Àí áóäåò
äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì è èìåòü ñëåäóþùåå ðàç-
ëîæåíèå:

Àí=UK èëè Àí=KU.

Ïàðàìåòðîì ìàòðèöû K áóäóò âûñòóïàòü êîýôôèöè-
åíòû kí. Ïàðàìåòð ìàòðèöû ïîâîðîòà U-óãîë í
îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, ïóòåì íàõîæ-
äåíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ ìåæäó îãðàíè÷åíèåì ýòàëîí-
íîãî èçîáðàæåíèÿ íà îñü OX è ñîîòâåòñòâóþùèì åìó
îãðàíè÷åíèåì âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ íîðìàëèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ðàçëîæåíèå (1), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ìàëî îòëè-
÷àåòñÿ îò îïèñàííîé âûøå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó î íàëè÷èè â ïåðâîíà÷àëü-
íîì ïðåîáðàçîâàíèè ñ ìàòðèöåé À çåðêàëüíîãî îòðà-
æåíèÿ, êîòîðîå íåòðóäíî âûÿâèòü ïóòåì ñðàâíåíèÿ
ýòàëîííîãî è âõîäíîãî èçîáðàæåíèé.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðèñ.5. Íà ðèñ.5, à ïðåäñòàâ-
ëåíî ýòàëîííîå èçîáðàæåíèå, à ðèñ. 5, á ñîäåðæèò
âõîäíîå èçîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå èç ýòàëîííîãî
öåíòðîàôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ñîäåðæàùèì çåð-
êàëüíîå îòðàæåíèå.

Çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ìîæíî îáíàðóæèòü ñëåäóþ-
ùèìè äåéñòâèÿìè: íà ýòàëîííîì èçîáðàæåíèè èç
öåíòðà ïðîâîäÿòñÿ 2 ëó÷à (m1 è m2); íà âõîäíîì
èçîáðàæåíèè íàõîäÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îãðàíè÷åíèÿì ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ íà ëó÷è
m1 è m2, çàòåì ïðîâîäÿòñÿ ëó÷è m1’è m2’ ñîîòâåòñòâåí-
íî; ñðàâíèâàþòñÿ íàïðàâëåíèÿ êðàò÷àéøèõ îáõîäîâ
îò ëó÷à m1 ê ëó÷ó m2 íà ýòàëîíå è îò ëó÷à m1’ ëó÷ó m2’
íà âõîäíîì èçîáðàæåíèè. Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ íà-
ïðàâëåíèé îáõîäîâ ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå îá îòñóò-
ñòâèè â ïðåîáðàçîâàíèè ñ ìàòðèöåé A, à ñëåäîâàòåëü-
íî, è â íîðìàëèçóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè ñ ìàòðèöåé
Aí, çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ. Åñëè æå íàïðàâëåíèÿ
ïðîòèâîïîëîæíû, òî çåðêàëüíîå îòðàæåíèå èìååò
ìåñòî.

Òàê ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà èçîáðàæåíèè,
ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ.5, çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ïðè-
ñóòñòâóåò, òàê êàê ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïóòåì îäíîìåð-
íîé íîðìàëèçàöèè ïîèñêà ëó÷åé m1’, m2’, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ëó÷àì ýòàëîíà m1, m2 , âèäíî, ÷òî êðàò÷àé-
øåå íàïðàâëåíèå îáõîäà îò ëó÷à m1 ê ëó÷ó m2 íà
ýòàëîíå íå ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì íàïðàâëåíèåì îò
ëó÷à m1’ ê m2’ âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îáíàðó-
æåíî, îò íåãî ðåêîìåíäóåòñÿ èçáàâèòüñÿ íà ïåðâîì æå
øàãå, ïðèìåíèâ êî âõîäíîìó èçîáðàæåíèþ ïðåîáðà-

çîâàíèå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ âèäà 10
01

 èëè

à á
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. Ïîñëå ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòðèöû Àí áóäåò òàêàÿ
æå, êàê îïèñàíî âûøå, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ïîä
âõîäíûì áóäåì ïîíèìàòü èçîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå
èç âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå ìåòîäîâ îäíîìåð-
íîé íîðìàëèçàöèè ðàçðàáîòàí àëãîðèòì íîðìàëèçà-
öèè ïëîñêèõ èçîáðàæåíèé äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà
çàðàíåå íå èçâåñòåí âèä ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, ôîðìèðóþùåãî ðàçíèöó ìåæäó ýòàëîííûì è
âõîäíûì èçîáðàæåíèÿìè.

Â îñíîâó îáùåãî àëãîðèòìà ïîëîæåíî èññëåäîâàíèå
ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû öåíòðîàôôèííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ â ñóïåðïîçèöèþ ìàòðèö ïîâîðîòà, íåîäíîðîä-
íîãî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà è åùå îäíîãî ïîâîðîòà,
âîçìîæíî â ñî÷åòàíèè ñ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì.
Ðàññìîòðåíî ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîäíîðîä-
íîãî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ìàêñè-
ìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì èçìåíåíèè êîýôôèöèåí-
òîâ ìàñøòàáà ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì.

Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âîïðîñó ïðèñóòñòâèÿ
çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, åãî îáíàðóæåíèþ ìåòîäîì
îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè.
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ÃÅÍÅÐÀÖÈß ÓÇÊÎÏÎËÎÑÍÛÕ

ÈÌÈÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ

ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

ÒÈÕÎÍÎÂ Â.À., ÐÓÑÀÍÎÂÑÊÈÉ Ä.Å., ÒÈÕÎÍÎÂ Ä.Â.

Ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû ãåíåðàöèè ñòàöèîíàðíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïî çàäàííûì ïàðàìåòðàì ÑÏÌ ñ
ïîìîùüþ àâòîðåãðåññèîííûõ  ôîðìèðóþùèõ ôèëüòðîâ.
Ïîêàçûâàåòñÿ ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ÀÐ ìîäåëè è õàðàêòåðè-
ñòèê ïðîöåññà, òàêèõ êàê öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà è øèðèíà
ïîëîñû ïî óðîâíþ 0,5 ÑÏÌ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñîäåðæà-
ùèõ îäèí è áîëåå ìàêñèìóìîâ â ÑÏÌ. Ïðèâåäåííûå
ïðèìåðû ÀÐ ìîäåëèðîâàíèÿ èìèòàöèîííûõ ïðîöåññîâ
ïîäòâåðæäàþò ïðåäëîæåííûé ìåòîä.

Ìîäåëü àâòîðåãðåññèè (ÀÐ) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ äâóõ îñíîâíûõ çàäà÷: ïîëó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ
õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïî çàäàííîé
âûáîðêå è ôîðìèðîâàíèÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà, êîãäà åãî õàðàêòåðèñòèêè çàäàíû. Îáû÷íî
â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
ðåøåíèþ ïåðâîé çàäà÷è. Ìåæäó òåì, øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
òðåáóåò, êàê ïðàâèëî, ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîëó÷åíèÿ
èìèòàöèîííîãî ïðîöåññà. Èñïîëüçóåìûå äëÿ ýòèõ
öåëåé ìåòîäû íå îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé ãèáêîñòüþ è
ïðîñòîòîé. Êîíñòðóêòèâíûå ñâîéñòâà  ìîäåëè ÀÐ

äàþò âîçìîæíîñòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè ñïîñîáà-
ìè ïîëó÷èòü èìèòàöèîííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ
çàäàííûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â
êà÷åñòâå òàêîâûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü øèðèíó ïîëî-
ñû è öåíòðàëüíóþ ÷àñòîòó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ìîùíîñòè (ÑÏÌ), ÷àñòîòó îñöèëëÿöèé è êîýôôèöè-
åíò äåìïôèðîâàíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èìè-
òèðóåìîãî ïðîöåññà. Êðîìå ýòîãî, ìîæíî ïîëó÷àòü
ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ çàäàííûìè âèäàìè êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè è ÑÏÌ.

Â îñíîâó ìîäåëè ÀÐ ïîëîæåíà êîððåëÿöèÿ îòñ÷åòà
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ñ
íåêîòîðûì êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì îò-
ñ÷åòîâ â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Â óðàâíåíèè
ÀÐ òåêóùèé îòñ÷åò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âçâåøåííîé ñóì-
ìîé ïðåäûäóùèõ ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè
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ãäå jФ  – êîýôôèöèåíòû ÀÐ; ta – íåêîððåëèðîâàí-
íûå ñëó÷àéíûå îòñ÷åòû, íàçûâàåìûå îøèáêîé ïðåä-
ñêàçàíèÿ; p – ïîðÿäîê ìîäåëè ÀÐ.

Èç (1) âèäíî, ÷òî ïîñòðîåíèå ìîäåëè ÀÐ ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà p , íà-

õîæäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ è äèñïåðñèè îøèáêè

ïðåäñêàçàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû 1p  óðàâíåíèé
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