
33ÐÈ, 2001, ¹ 4

ÓÄÊ 532.534

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ

ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÏÐÈ

ÂÛÐÀÙÈÂÀÍÈÈ

ÌÎÍÎÊÐÈÑÒÀËËÎÂ ÌÅÒÎÄÎÌ

×ÎÕÐÀËÜÑÊÎÃÎ

ÒÅÂßØÅÂ À.Ä., ÑÓÇÄÀËÜ Â.Ñ.,
ÁÎÐÎÄÀÂÊÎ Þ.Ì., ÏÅËÈÏÅÖ À.À.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ãèäðîìåõàíèêè è òåïëî-
ìàññîïåðåíîñà, ñîñòàâëÿþùèå åäèíóþ ìàòåìàòè÷åñ-
êóþ ìîäåëü ïðîöåññà âûðàùèâàíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ
èç ðàñïëàâà ìåòîäîì ×îõðàëüñêîãî. Îáñóæäàþòñÿ ïðè-
áëèæåíèÿ ýòîé ìîäåëè, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè àäåê-
âàòíûå ðåàëüíûì óñëîâèÿì ðîñòà ìîíîêðèñòàëëîâ.

1. Ââåäåíèå

Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè îáúåìíûõ
ìîíîêðèñòàëëîâ (ÌÊ), èñïîëüçóåìûõ â ýëåêòðîíè-
êå, èãðàþò ãèäðîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû è ïðîöåñ-
ñû òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà [1,2,4,5]. Èññëåäîâàíèå
ýòèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè
ïðîâîäèëîñü â îñíîâíîì ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
ìåòîäàìè. Îäíàêî ñîâðåìåííîå ïðèáîðîñòðîåíèå
ïðåäúÿâëÿåò âñå áîëåå âûñîêèå è ðàçíîîáðàçíûå
òðåáîâàíèÿ ê ñâîéñòâàì è êà÷åñòâó ÌÊ. Ýòî ðåçêî
óñëîæíÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, èõ
ñòîèìîñòü è òðóäîåìêîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü â èññëåäîâàíèÿõ,
íàïðàâëåííûõ íà ñîâåðøåíñòâîâàíèå è îïòèìèçà-
öèþ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ ÌÊ, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðèçâàíû îáåñïå÷èòü
äîñòàòî÷íî òî÷íûå è íàäåæíûå ðåêîìåíäàöèè,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ
êîíñòðóêöèé è ðåæèìîâ ðàáîòû óñòàíîâîê ïî
âûðàùèâàíèþ ÌÊ. Ýòî òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ áîëü-
øîãî ÷èñëà âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ, ó÷åòà äå-
òàëåé ãåîìåòðèè ðîñòîâûõ óñòàíîâîê, äîñòàòî÷íî
òî÷íîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ èçó÷àåìûõ ñðåä. Ïîýòî-
ìó ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû îíè, ñ îäíîé ñòîðîíû, áûëè äîñòà-
òî÷íî ïîëíû è ìîãëè îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ òî÷-
íîñòü è íàäåæíîñòü ðåçóëüòàòîâ, à ñ äðóãîé –
ðåàëèçóåìû íà ñóùåñòâóþùèõ ÝÂÌ.

2. Ìåòîä ×îõðàëüñêîãî

Âûðàùèâàíèå ÌÊ ïî ìåòîäó ×îõðàëüñêîãî ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ìîíîêðèñòàëë ìåäëåííî âûòÿãèâàåòñÿ íà
çàòðàâêó ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâà è
îäíîâðåìåííî âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé âåðòèêàëü-
íîé îñè (ðèñóíîê): 1 – çàòðàâêà, 2 – êðèñòàëë,3 –
ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè, 4 – ðàñïëàâ, 5 – òèãåëü, R
– ðàäèóñ êðèñòàëëà, h – âûñîòà ôðîíòà êðèñòàëëè-
çàöèè, H – óðîâåíü ðàñïëàâà â òèãëå, V – ñêîðîñòü
âûòÿãèâàíèÿ êðèñòàëëà,  – óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ êðèñòàëëà, zOr – ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Â ðåçóëüòàòå âðàùåíèÿ ïîëó÷àþò ñèììåòðè÷íûå
êðèñòàëëû ñîâåðøåííîé ñòðóêòóðû. Îäíîâðåìåííî
ñ âûðàùèâàíèåì ìîíîêðèñòàëëîâ ïðîèñõîäèò ýô-

ôåêòèâíàÿ î÷èñòêà âåùåñòâà îò ïðèìåñåé. Ýòî
îáóñëîâèëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà
äëÿ âûðàùèâàíèÿ ÌÊ âûñîêîé ñòåïåíè ÷èñòîòû

Ðàñïëàâ, íàõîäÿùèéñÿ â öèëèíäðè÷åñêîì èëè êî-
íè÷åñêîì òèãëå, ïîäîãðåâàåòñÿ îáû÷íûì èëè èí-
äóêöèîííûì íàãðåâàòåëåì, ïðè÷åì òåìïåðàòóðà
ðàñïëàâà ïîääåðæèâàåòñÿ íåñêîëüêî âûøå òî÷êè
ïëàâëåíèÿ äàííîãî âåùåñòâà. Ìîíîêðèñòàëëè÷åñ-
êàÿ çàòðàâêà îïðåäåëåííîé îðèåíòàöèè êðåïèòñÿ ê
âûòÿãèâàþùåìó ìåõàíèçìó (êðèñòàëëîäåðæàòåëþ)
è îïóñêàåòñÿ â ðàñïëàâ ñâåðõó äëÿ çàòðàâëèâàíèÿ,
à çàòåì, ïîñëå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè,
íà÷èíàåò ìåäëåííî èçâëåêàòüñÿ ïðè âðàùåíèè âîê-
ðóã ñâîåé îñè. Ïðè ïîäúåìå ìîíîêðèñòàëë, ñìà÷è-
âàÿñü, óâëåêàåò çà ñîáîé ÷àñòü æèäêîñòè, êðèñòàë-
ëèçóþùåéñÿ ïî ìåðå ïîäúåìà êðèñòàëëîäåðæàòåëÿ.
Ñêîðîñòü èçâëå÷åíèÿ ïîñëåäíåãî èç ðàñïëàâà ðàâíà
ñêîðîñòè ðîñòà êðèñòàëëà, êîòîðàÿ â çíà÷èòåëüíîé
ñòåïåíè çàâèñèò îò îòâîäà òåïëà ÷åðåç çàòðàâêó.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàñïëàâ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê âÿçêóþ íåîäíîðîäíóþ ïî ñîñòàâó æèä-
êîñòü. Óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè, òåïëî- è ìàññî-
ïåðåíîñà â òàêîé æèäêîñòè ìîæíî âûâåñòè íà îñíîâå
óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè.
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Ñõåìà âûðàùèâàíèÿ êðèñòàëëîâ ìåòîäîì
×îõðàëüñêîãî

3. Óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ äâèæóùåéñÿ
æèäêîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé,
îïðåäåëÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè æèäêîñòè:

tzyx ,,,

è êàêèõ-ëèáî åå äâóõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí,
íàïðèìåð äàâëåíèÿ tzyxp ,,,  è ïëîòíîñòè

tzyx ,,, .

Êàê èçâåñòíî [3], âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷è-
íû îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì êàêèõ-ëèáî äâóõ èç
íèõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà;
ïîýòîìó çàäàíèå ïÿòè âåëè÷èí: òðåõ êîìïîíåíò
ñêîðîñòè , äàâëåíèÿ p  è ïëîòíîñòè  ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè.

Ê ÷èñëó íàèáîëåå âàæíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îòíîñèòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè.
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3.1. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ âå-
ùåñòâà â ãèäðîäèíàìèêå.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îáúåì 0V  ïðîñòðàíñòâà.

Êîëè÷åñòâî (ìàññà) æèäêîñòè â ýòîì îáúåìå 

0V

dV ,

ãäå  – ïëîòíîñòü æèäêîñòè.

×åðåç ýëåìåíò fd  ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé
îáúåì 0V , â åäèíèöó âðåìåíè ïðîòåêàåò êîëè÷åñòâî

fd  æèäêîñòè; âåêòîð fd  ïî àáñîëþòíîé âåëè÷è-
íå ðàâåí ïëîùàäè ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè è íàïðàâ-
ëåí ïî íîðìàëè ê íåé.

Ïîëíîå êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, âûòåêàþùåé â åäè-
íèöó âðåìåíè èç îáúåìà 0V , åñòü, ñëåäîâàòåëüíî,

0F

fd ,                      (1)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåé çàìêíó-
òîé ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îáúåì 0V .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà æèäêî-
ñòè â îáúåìå 0V  ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

0V

dV
t .                   (2)

Ïðèðàâíèâàÿ (1) è (2), ïîëó÷àåì:

.             (3)

Ïîñêîëüêó

è ñîîòâåòñòâåííî ê âèäó

0div
t                (6)

– óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè.

3.2. Óðàâíåíèå Ýéëåðà

Ýòî óðàâíåíèå, òàêæå êàê è óðàâíåíèå íåïðåðûâ-
íîñòè, îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó îñíîâíûõ óðàâíåíèé
ãèäðîäèíàìèêè.

Âûäåëèì â æèäêîñòè íåêîòîðûé îáúåì. Ïîëíàÿ
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà âûäåëåííûé îáúåì æèäêî-
ñòè, ðàâíà èíòåãðàëó

Ïðåîáðàçóÿ åãî â èíòåãðàë ïî îáúåìó, èìååì:

dVgradp .                    (9)

Èíûìè ñëîâàìè – íà åäèíèöó îáúåìà äåéñòâóåò
ñèëà

gradp .                    (10)

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåìåíòà îáúåìà æèä-
êîñòè áóäåò èìåòü âèä

gradp
dt
d

.               (11)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èçìåíåíèå d  ñêîðîñòè
ýëåìåíòà îáúåìà æèäêîñòè â òå÷åíèå âðåìåíè dt
ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé:

à) èç èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà â òå÷åíèå âðåìåíè dt ;

á) èç ðàçíîñòè ñêîðîñòåé (â îäèí è òîò æå ìîìåíò
âðåìåíè) â äâóõ òî÷êàõ, ðàçäåëåííûõ ðàññòîÿíèåì

rd , ïðîéäåííûì ðàññìàòðèâàåìûì ýëåìåíòîì îáúå-
ìà æèäêîñòè â òå÷åíèå âðåìåíè dt .

Ïåðâàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé ðàâíà

dt
t ,                     (12)

âòîðàÿ –

rd
z

dz
y

dy
x

dx .          (13)

Òîãäà (11) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

gradp
t

1
            (14)

– óðàâíåíèå Ýéëåðà – óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèä-
êîñòè.

Åñëè æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, òî
íà êàæäóþ åäèíèöó åå îáúåìà äåéñòâóåò åùå ñèëà

g . Òîãäà (14) ïðèîáðåòàåò âèä

gp
t

1
.          (15)

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè íå
ó÷èòûâàëèñü ïðîöåññû äèññèïàöèè ýíåðãèè, èìåþ-
ùèå ìåñòî â òåêóùåé æèäêîñòè âñëåäñòâèå âíóòðåí-
íåãî òðåíèÿ (âÿçêîñòè) â íåé è òåïëîîáìåíà ìåæäó
ðàçëè÷íûìè åå ó÷àñòêàìè. Î òàêîì äâèæåíèè æèä-
êîñòè ãîâîðÿò êàê î äâèæåíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Îòñóòñòâèå òåïëîîáìåíà ìåæäó îòäåëüíûìè ó÷àñòêà-
ìè æèäêîñòè (à òàêæå ìåæäó æèäêîñòüþ è ñîïðèêà-
ñàþùèìèñÿ ñ íåþ îêðóæàþùèìè òåëàìè) îçíà÷àåò,
÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò àäèàáàòè÷åñêè. Äâèæåíèå
èäåàëüíîé æèäêîñòè – àäèàáàòè÷åñêîå äâèæåíèå.

Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì äâèæåíèè ýíòðîïèÿ êàæäîãî
ó÷àñòêà æèäêîñòè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè ïåðåìå-
ùåíèè ïîñëåäíåé â ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷àÿ ïî-
ñðåäñòâîì s  ýíòðîïèþ, îòíåñåííóþ ê åäèíèöå
ìàññû æèäêîñòè, èìååì

0
dt
ds

                    (16)

äëÿ àäèàáàòè÷íîñòè äâèæåíèÿ, èëè

0grads
t
s

.               (17)



35ÐÈ, 2001, ¹ 4

Ýòî îáùåå óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå àäèàáàòè÷íîñòü
äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè. Èñïîëüçóÿ (6),
ïðåäñòàâèì (17) â âèäå

0sdivps
t ,            (18)

ãäå s  – ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíòðîïèè.

Îáû÷íî óðàâíåíèå àäèàáàòè÷íîñòè ïðèíèìàåò ãî-
ðàçäî áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó. Åñëè, êàê ýòî îáû÷íî
èìååò ìåñòî, â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ýíòðîïèÿ îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ îáúåìà
æèäêîñòè, òî îíà îñòàíåòñÿ âåçäå îäèíàêîâîé è
íåèçìåííîé ñî âðåìåíåì è ïðè äàëüíåéøåì äâèæå-
íèè æèäêîñòè. Òîãäà

consts .                     (19)

Òàêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(19), íàçûâàåòñÿ èçýíòðîïè÷åñêèì.

3.3. Óðàâíåíèå Ýéëåðà è óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè òå÷åíèè ðàñïëàâà (æèäêîñòè)
ïëîòíîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü íå èçìåíÿþùåéñÿ, ò.å.
ïîñòîÿííîé âäîëü âñåãî îáúåìà æèäêîñòè â òå÷åíèå
âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ïðè äâèæåíèè íå ïðîèñõîäèò çàìåòíûõ
ñæàòèé èëè ðàñøèðåíèé æèäêîñòè. Î òàêîì äâèæå-
íèè ãîâîðÿò êàê î äâèæåíèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Îáùèå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè ñèëüíî óïðîùà-
þòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè èõ ê íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà íå ìåíÿåò ñâîåãî âèäà, åñëè
ïîëîæèòü â íåì const , çà èñêëþ÷åíèåì òîëüêî
òîãî, ÷òî â óðàâíåíèè (15) ìîæíî âíåñòè  ïîä çíàê
ãðàäèåíòà:

gp
t .           (20)

Çàòî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïðèíèìàåò ïðè
const  ïðîñòîé âèä:

0div                      (21)

– óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè.

4. Âÿçêàÿ æèäêîñòü: óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà,
îïèñûâàþùåå äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè, íåîáõî-
äèìî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè. ×òî êàñàåòñÿ óðàâ-
íåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, òî, êàê ñëåäóåò èç ñàìîãî åãî
âûâîäà, îíî îòíîñèòñÿ â ðàâíîé ìåðå è ê äâèæåíèþ
âÿçêîé æèäêîñòè. Óðàâíåíèå æå Ýéëåðà äîëæíî
áûòü èçìåíåíî.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [3]:

ik
k

i xt ,              (22)

ãäå ik  – òåíçîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà,
îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Èìïóëüñ åäèíèöû îáúåìà æèäêîñòè åñòü .

Îïðåäåëèì ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ t .

Áóäåì ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â òåíçîðíûõ îáî-
çíà÷åíèÿõ. Èìååì:

i
i

i ttt .             (23)

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè, íàïè-
ñàâ åãî â âèäå

k
kxt ,               (24)

è óðàâíåíèåì Ýéëåðà â ôîðìå

.           (25)

Òîãäà ïîëó÷èì

ki
ki

k
k

i
ik

i
ki xx

p
xx

p
xt .

(26)

Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà íàïèøåì â âèäå

k
ik

i x
p

x
p

                 (27)

è íàéäåì îêîí÷àòåëüíî

ik
k

i xt ,             (28)

ãäå òåíçîð ik  îïðåäåëÿåòñÿ êàê

kiikik p              (29)

è íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà.

Ïîòîê èìïóëüñà, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (29), ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñòî îáðàòèìûé ïåðåíîñ èìïóëüñà,
ñâÿçàííûé ñ ìåõàíè÷åñêèì ïåðåäâèæåíèåì ðàçëè÷-
íûõ ó÷àñòêîâ æèäêîñòè èç îäíîãî ìåñòà â äðóãîå è ñ
äåéñòâóþùèìè â æèäêîñòè ñèëàìè äàâëåíèÿ. Âÿç-
êîñòü (âíóòðåííåå òðåíèå) æèäêîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â
íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî ïåðåíîñà èìïóëüñà èç ìåñò
ñ áîëüøåé â ìåñòà ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè
ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèáàâèâ ê “èäåàëüíîìó” ïîòîêó
èìïóëüñà (29) äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí ik , îïðåäå-
ëÿþùèé íåîáðàòèìûé, “âÿçêèé” ïåðåíîñ èìïóëüñà
â æèäêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð ïëîòíîñòè
ïîòîêà èìïóëüñà â âÿçêîé æèäêîñòè èìååò âèä

kiikikkiikik p .    (30)

Òåíçîð

ikikik p                 (31)

íàçîâåì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé, à ik  – âÿçêèì
òåíçîðîì íàïðÿæåíèé.

Óñòàíîâèòü îáùèé âèä òåíçîðà ik  ìîæíî èñõîäÿ
èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè ãðàäèåíòû ñêî-
ðîñòè íå î÷åíü âåëèêè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îáóñëîâëåííûé âÿçêîñòüþ ïåðåíîñ èìïóëüñà çàâè-
ñèò òîëüêî îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ñêîðîñòè. Ñàìó

çàâèñèìîñòü ik  îò ïðîèçâîäíûõ 
k

i
x  ìîæíî â òîì

æå ïðèáëèæåíèè ñ÷èòàòü ëèíåéíîé.
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Îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëåå
îáùèì âèäîì òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ik  ÿâëÿåòñÿ

l

l
ik

l

l
ik

i

k

k

i
ik xxxx 3

2
,   (32)

ñ íåçàâèñÿùèìè îò ñêîðîñòè êîýôôèöèåíòàìè  è .
Âåëè÷èíû  è  íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè âÿçêî-
ñòè (ïðè÷åì  ÷àñòî íàçûâàþò âòîðîé âÿçêîñòüþ).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ìîæíî òå-
ïåðü ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî ïóòåì ïðèáàâëåíèÿ

âûðàæåíèÿ 
k

ik
x  ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

ik

i
k

i
x
p

xt
.           (33)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

.
(34)

Ýòî åñòü íàèáîëåå îáùèé âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
âÿçêîé æèäêîñòè. Âåëè÷èíû  è  ÿâëÿþòñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèÿìè äàâëåíèÿ è òåìïåðàòó-
ðû. Â îáùåì ñëó÷àå p , T , à ïîòîìó è ,  íå
ïîñòîÿííû âäîëü âñåé æèäêîñòè, òàê ÷òî  è  íå
ìîãóò áûòü âûíåñåíû èç-ïîä çíàêà ïðîèçâîäíîé.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, îäíàêî, èçìåíåíèå  è 
âäîëü æèäêîñòè íåçíà÷èòåëüíî, ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü èõ ïîñòîÿííûìè. Òîãäà óðàâíåíèå (34)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíîì âèäå:

graddivgradp
t 3 .(35)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà (Í-
Ñ). Îíî ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè æèäêîñòü
ìîæíî ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé. Òîãäà 0div  è
ïîñëåäíèé ÷ëåí ñïðàâà â (35) èñ÷åçàåò.

Óðàâíåíèå Í-Ñ äëÿ íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè
áóäåò èìåòü âèä:

gradp
t

1
.          (36)

Äàëåå óðàâíåíèå (36) è óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè
öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â öèëèíäðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò zr ,,  è ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò zyx ,, .

Òðè êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ Í-Ñ â öèëèíäðè÷åñ-
êîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèíèìàþò âèä:

22

2 21
rrr

p
rt

r
rr

r
,(37)

rr

rr
p

rrt 22
211

,

(38)

zz
z

z
p

t
1

,        (39)

ãäå  – êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü (  – äèíà-

ìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü).

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû  è  îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè

zrr zr
1

,         (40)

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

2
1111

zrrrrzrr
r

rr .

(41)

Ñóùåñòâåííî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
ñëàãàåìûõ  è  â (36) èñïîëüçîâàíû ñëåäó-
þùèå òîæäåñòâà âåêòîðíîãî àíàëèçà:

,
2

2
rotgrad ,          (42)

rotrotgraddiv .            (43)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

011
zr

r
rr

z
r         (44)

èëè

01
zrrr
zrr .         (45)

Ñîîòâåòñòâåííî â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò òðè êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ Í-Ñ èìåþò âèä:

2

2

2

2

2

21

zyxx
p

zyxt

xxx

x
z

x
y

x
x

x

,      (46)

2

2

2

2

2

2
1

zyxy
p

zyxt

yyy

y
z

y
y

y
x

y

,     (47)

2

2

2

2

2

21

zyxz
p

zyxt

zzz

z
z

z
y

z
x

z

.    (48)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

0
zyx
zyx

.             (49)

5. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà òåïëà â âÿçêîé æèäêîñòè

Âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ îñíîâàí íà çàêîíå ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè â âÿçêîé æèäêîñòè. Ïîñëåäíèé ìîæíî
ïîëó÷èòü àíàëèçèðóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â
èäåàëüíîé æèäêîñòè, âûðàæàåìûé óðàâíåíèåì:

wdiv
t 22

22

,      (50)

ãäå – âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû æèä-
êîñòè; w – òåïëîâàÿ ôóíêöèÿ åäèíèöû ìàññû
æèäêîñòè.

+
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Ñëåâà â (50) ñòîèò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè
åäèíèöû îáúåìà æèäêîñòè, ñïðàâà – äèâåðãåíöèÿ
ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè. Â âÿçêîé æèäêîñòè
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè òîæå èìååò ìåñòî. Îäíà-
êî ïëîòíîñòü ýíåðãèè áóäåò èìåòü èíîé âèä.

Ïðåæäå âñåãî ïîìèìî ïîòîêà w
2

2
, ñâÿçàí-

íîãî ñ ïðîñòûì ïåðåíîñîì ìàññû æèäêîñòè ïðè åå
äâèæåíèè, èìååòñÿ åùå ïîòîê, ñâÿçàííûé ñ ïðîöåñ-
ñàìè âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Ýòîò âòîðîé ïîòîê âûðà-
æàåòñÿ âåêòîðîì  ñ êîìïîíåíòàìè iki .

Äåéñòâèòåëüíî, íàëè÷èå âÿçêîñòè ïðèâîäèò ê ïî-
ÿâëåíèþ ïîòîêà èìïóëüñà ik ; ïåðåíîñ æå èìïóëü-
ñà âñåãäà ñâÿçàí ñ ïåðåíîñîì ýíåðãèè, ïðè÷åì ïîòîê
ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ èç ïîòîêà èìïóëüñà óìíîæåíè-
åì íà ñêîðîñòü. Ýòèì, îäíàêî, íå èñ÷åðïûâàþòñÿ
âñå äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû â ïîòîêå ýíåðãèè.

Åñëè òåìïåðàòóðà æèäêîñòè íå ïîñòîÿííà âäîëü åå
îáúåìà, òî íàðÿäó ñ îáîèìè óêàçàííûìè ìåõàíèç-
ìàìè ïåðåíîñà ýíåðãèè áóäåò ïðîèñõîäèòü åå ïåðå-
íîñ èç ìåñò ñ áîëåå âûñîêîé â ìåñòà ñ áîëåå íèçêîé
òåìïåðàòóðîé. Îí íå ñâÿçàí ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèì
äâèæåíèåì è ïðîèñõîäèò òàêæå è â íåïîäâèæíîé
æèäêîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q  – âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà
òåïëà, ïåðåíîñèìîãî ïîñðåäñòâîì òåïëîïðîâîäíîñ-
òè. Îí ñâÿçàí íåêîòîðûì îáðàçîì ñ èçìåíåíèåì
òåìïåðàòóðû âäîëü æèäêîñòè. Ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî
íàïèñàòü ñðàçó â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàäèåíò òåìïå-
ðàòóðû â æèäêîñòè íå ñëèøêîì âåëèê; òîãäà ìîæíî
ðàçëîæèòü q  â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ãðàäèåíòà òåìïåðà-
òóðû, îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ:

Tq ,                   (51)

ãäå – ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíî-
ñòè, â îáùåì ñëó÷àå – ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû è
äàâëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè
â æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîä-
íîñòè ðàâíà:

Tw
2

2
.         (52)

Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó îáùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì

Twdiv
t 22

22

.(53)

Ïðåäñòàâèì åãî â äðóãîì âèäå, èñïîëüçóÿ óðàâíå-
íèå íåïðåðûâíîñòè, óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà è
íåêîòîðûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Âû-
÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ýíåðãèè åäè-
íèöû îáúåìà æèäêîñòè:

ttttt 22

22

. (54)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà t  èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

è t  èç óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, ïîëó÷àåì

+ div
tx

div
t

k

ik
i

222

222

(55)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíî-
øåíèåì

dpTdspdVTdsd 2 ,         (56)

îòêóäà

divp
t
sT

t
p

t
sT

t 22 .   (57)

Òîãäà, ââîäÿ òåïëîâóþ ôóíêöèþ 
pw , íàõî-

äèì

k
ik

i xt
sTp

divw
t 222

222

 (58)

Äàëåå èç òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ
dpTdsdw  èìååì:

sTwp .              (59)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ñòîðîíå ðàâåíñòâà (58)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

k

i
ik

k

i
ikiki

kk

ik
i x

div
xxx .(60)

Ïîäñòàâëÿÿ (59), (60) â (58), ïðèáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ
â ïîñëåäíåì Tdiv , ïîëó÷àåì:

Tdiv
x

s
t
sT

Twdiv
t

k
i

ik

22

22

(61)

Ñðàâíèâàÿ (61) ñ (53), ïîëó÷àåì îáùåå óðàâíåíèå
ïåðåíîñà òåïëà â âÿçêîé æèäêîñòè:

Tdiv
x

s
t
sT

k

i
ik .       (62)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè âÿçêîñòè è òåïëîïðî-
âîäíîñòè ïðàâàÿ ñòîðîíà (62) îáðàùàåòñÿ â íóëü è
ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè èäå-
àëüíîé æèäêîñòè.

Îáùåå óðàâíåíèå ïåðåíîñà òåïëà (îáùåå óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè) (62) ìîæíî óïðîñòèòü â ñëó÷àå,
êîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà; âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå
äâèæåíèÿ æèäêîñòè èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ ïðè ýòîì
íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî âûçûâàåìûìè èìè èçìåíåíèÿìè
ïëîòíîñòè (è äðóãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí)
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî íåðàâíîìåðíî íàãðåòàÿ
æèäêîñòü íå ÿâëÿåòñÿ âñå æå ïðè ýòîì íåñæèìàåìîé,
òàê êàê åå ïëîòíîñòü èçìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì òåìïå-
ðàòóðû. Ïîýòîìó ïðè íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíûõ îò
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí íàäî ñ÷èòàòü ïîñòîÿí-
íûì äàâëåíèå, à íå ïëîòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

.

.

.



38 ÐÈ, 2001, ¹ 4

t
T

T
s

t
s

p
, T

T
ss

p
          (63)

è ïîñêîëüêó 
pT

sT  åñòü òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòî-

ÿííîì äàâëåíèè, òî

t
TC

t
sT p , TCsT p .            (64)

Óðàâíåíèå (62) ïðèíèìàåò âèä

k

i
ikp x

TdivT
t
TC .    (65)

Äëÿ òîãî ÷òîáû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ íàãðåòîé
æèäêîñòè ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü ïîñòîÿí-
íîé, íåîáõîäèìî (ïîìèìî ìàëîñòè îòíîøåíèÿ ñêî-
ðîñòè æèäêîñòè ê ñêîðîñòè çâóêà), ÷òîáû èìåþùè-
åñÿ â æèäêîñòè àáñîëþòíûå ðàçíîñòè òåìïåðàòóð
áûëè äîñòàòî÷íî ìàëû. Òîãäà æèäêîñòü ìîæíî
ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé, ò.å. ïðèìåíÿòü óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè â âèäå 0div .

Ñ÷èòàÿ àáñîëþòíûå ðàçíîñòè òåìïåðàòóðû ìàëûìè,
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òåìïåðàòóðíûìè èçìåíåíèÿìè
âåëè÷èí , , pC , ò.å. ñ÷èòàòü èõ ïîñòîÿííûìè.
Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ïåðåíîñà
òåïëà â íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè â ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòîì âèäå.

Àíàëèçèðóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè, â êîòîðîé èìåþò ìåñòî ïðîöåññû
òåïëîïðîâîäíîñòè è âíóòðåííåãî òðåíèÿ, ìîæíî
îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíå-
íèå ïåðåíîñà òåïëà:

2

2 i

k

k

i

p xxC
TT

t
T

,     (66)

ãäå  – êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü; 
pC –

êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè;  – êî-
ýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè; pC  – òåïëîåìêîñòü
ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè.

Åñëè âûäåëåíèå òåïëà èç-çà âÿçêîé äèññèïàöèè
íåçíà÷èòåëüíî, òî (66) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

TT
t
T

.                (67)

Îñîáåííî ïðîñòî âûãëÿäèò óðàâíåíèå ïåðåíîñà
òåïëà â íåïîäâèæíîé æèäêîñòè, ãäå ïåðåíîñ ýíåð-
ãèè îáÿçàí öåëèêîì òåïëîïðîâîäíîñòè:

T
t
T

.                     (68)

Ýòî âûðàæåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå íàçûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè. Îíî ìîæåò
áûòü âûâåäåíî è ãîðàçäî áîëåå ïðîñòûì îáðàçîì,
áåç ïîìîùè îáùåãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëà â
äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè.

6. Óðàâíåíèÿ òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â æèäêîé
ñìåñè

Âî âñåì ïðåäûäóùåì èçëîæåíèè ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî ðàñïëàâ (âÿçêàÿ æèäêîñòü) îäíîðîäåí ïî ñâîåìó
ñîñòàâó. Åñëè æå ðàñïëàâ íåîäíîðîäåí, ò.å. ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ñìåñü, ñîñòàâ êîòîðîé

ìåíÿåòñÿ âäîëü åå îáúåìà, òî óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíà-
ìèêè ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì áèíàðíîé ñìåñè (ðàñ-
ïëàâà, ñîñòîÿùåãî òîëüêî èç äâóõ êîìïîíåíò).
Áèíàðíóþ ñìåñü áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü êîíöåíò-
ðàöèåé C  - îòíîøåíèåì ìàññû îäíîãî èç âõîäÿùèõ
â ñîñòàâ ñìåñè âåùåñòâ ê ïîëíîé ìàññå ñìåñè â
äàííîì ýëåìåíòå îáúåìà.

Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè
â ðàñïëàâå ìåíÿåòñÿ. Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè
ïðîèñõîäèò äâóìÿ ïóòÿìè. Âî-ïåðâûõ, ïðè ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîì äâèæåíèè ðàñïëàâà êàæäûé äàííûé
ýëåìåíò îáúåìà åãî ïåðåäâèãàåòñÿ êàê öåëîå ñ
íåèçìåííûì ñîñòàâîì. Ýòèì ïóòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ
÷èñòî ìåõàíè÷åñêîå ïåðåìåøèâàíèå ðàñïëàâà; õîòÿ
ñîñòàâ êàæäîãî ïåðåìåùàþùåãîñÿ ýëåìåíòà îáúåìà
íå ìåíÿåòñÿ, íî â êàæäîé äàííîé íåïîäâèæíîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà êîíöåíòðàöèÿ íàõîäÿùåãîñÿ â
ýòîì ìåñòå ðàñïëàâà áóäåò ñî âðåìåíåì èçìåíÿòüñÿ.
Åñëè îòâëå÷üñÿ îò ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è
âíóòðåííåãî òðåíèÿ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ìîãóò
èìåòü ìåñòî, òî òàêîå èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè
ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè îáðàòèìûì ïðîöåññîì
è íå âåäåò ê äèññèïàöèè ýíåðãèè.

Âî-âòîðûõ, èçìåíåíèå ñîñòàâà ìîæåò ïðîèñõîäèòü
ïóòåì ìîëåêóëÿðíîãî ïåðåíîñà âåùåñòâ ñìåñè èç
îäíîãî ó÷àñòêà ðàñïëàâà â äðóãîé. Âûðàâíèâàíèå
êîíöåíòðàöèè ïóòåì òàêîãî íåïîñðåäñòâåííîãî
èçìåíåíèÿ ñîñòàâà êàæäîãî èç ó÷àñòêîâ ðàñïëàâà
íàçûâàþò äèôôóçèåé. Äèôôóçèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåñ-
ñîì íåîáðàòèìûì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàðÿäó ñ
òåïëîïðîâîäíîñòüþ è âÿçêîñòüþ îäèí èç èñòî÷íè-
êîâ äèññèïàöèè ýíåðãèè â æèäêîé ñìåñè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì  ïîëíóþ ïëîò-
íîñòü ñìåñè. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïîëíîé
ìàññû ñìåñè ñîõðàíÿåò ïðåæíèé âèä:

0div
t .                 (69)

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíàÿ ìàññà æèäêîñòè â íåêî-
òîðîì îáúåìå ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî ïóòåì
âòåêàíèÿ èëè âûòåêàíèÿ æèäêîñòè èç ýòîãî îáúåìà.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, äëÿ æèäêîé ñìåñè ñàìî ïîíÿòèå
ñêîðîñòè äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî çàíîâî. Óðàâíå-
íèå íåïðåðûâíîñòè â âèäå (69) îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåæíèì îïðåäåëåíèåì êàê ïîë-
íûé èìïóëüñ åäèíèöû ìàññû ñìåñè.

Íå ìåíÿåòñÿ òàêæå è óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà.
Âûâåäåì îñòàëüíûå äâà ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ áèíàðíîé ñìåñè.

Â îòñóòñòâèå äèôôóçèè ñîñòàâ êàæäîãî äàííîãî
ýëåìåíòà ñìåñè îñòàâàëñÿ áû íåèçìåííûì ïðè åãî
ïåðåäâèæåíèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëíàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ dt
dC

 áûëà áû ðàâíà íóëþ, ò.å. èìåëî áû ìåñòî

óðàâíåíèå

0C
t
C

dt
dC

.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî íàïèñàòü, èñïîëüçóÿ (69), êàê

0Cdiv
t
C

,



39ÐÈ, 2001, ¹ 4

ò.å. â âèäå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ îäíîãî èç
âåùåñòâ â ñìåñè ( C  åñòü ìàññà îäíîãî èç âåùåñòâ
ñìåñè â åäèíèöå îáúåìà). Íàïèñàííîå â èíòåãðàëü-
íîì âèäå

0 0V F

fdCCdV
t ,

îíî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà äàííîãî
âåùåñòâà â íåêîòîðîì îáúåìå 0V  ðàâíî êîëè÷åñòâó
ýòîãî âåùåñòâà, ïåðåíîñèìîìó äâèæóùåéñÿ æèäêî-
ñòüþ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü îáúåìà 0F .

Ïðè íàëè÷èè äèôôóçèè íàðÿäó ñ ïîòîêîì 
0F

fdC

äàííîãî âåùåñòâà âìåñòå ñî âñåé ñìåñüþ èìååòñÿ
åùå è äðóãîé ïîòîê, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ïåðåíîñó
âåùåñòâ â ñìåñè äàæå ïðè îòñóòñòâèè äâèæåíèÿ
æèäêîñòè â öåëîì. Ïóñòü I  åñòü ïëîòíîñòü ýòîãî
äèôôóçèîííîãî ïîòîêà, ò.å. êîëè÷åñòâî ðàññìàòðè-
âàåìîãî âåùåñòâà, ïåðåíîñèìîãî ïóòåì äèôôóçèè
â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè.
Òîãäà äëÿ èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà ýòîãî âåùåñòâà â
íåêîòîðîì îáúåìå 0V  èìååì:

00 0 FV F

fdIfdCCdV
t ,

èëè â äèôôåðåíöèàëüíîì âèäå

IdivCdiv
t
C

.            (70)

Ñ ïîìîùüþ (69) ýòî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ
îäíîãî èç âåùåñòâ â ñìåñè ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

IdivC
t
C

.            (71)

Äëÿ âûâîäà åùå îäíîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî
ïîâòîðèòü ïðîèçâåäåííûé â ï.5 âûâîä, ó÷èòûâàÿ,
÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû æèäêîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ òåïåðü è ôóíêöèÿìè êîíöåíòðàöèè. Ïðè

âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé 2

2

t  ñ ïîìî-

ùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ï.5 íåîáõîäèìî áûëî

ïðåîáðàçîâàòü ÷ëåíû t  è p . Ýòè ïðåîáðà-

çîâàíèÿ òåïåðü èçìåíÿþòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è
òåïëîâîé ôóíêöèè ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí
ñ äèôôåðåíöèàëîì êîíöåíòðàöèè:

dCdpTdsd 2 ,

dCdpTdsdw 1
,

ãäå  – õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñìåñè. Ñîîòâåò-

ñòâåííî ýòîìó â ïðîèçâîäíóþ t  âîéäåò òåïåðü

äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí t
C

. Íàïèñàâ âòîðîå èç

òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé â âèäå

dCTdsdwdp ,

âèäèì, ÷òî â p  âîéäåò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãà-
åìîå C .

Ïîýòîìó ê âûðàæåíèþ (61) íàäî äîáàâèòü

IdivC
t
C

.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

Idivqdiv
x

s
t
sT

qwdiv
t

k
i

ik

22

2

(72)

Âìåñòî T  òåïåðü ââåäåí íåêèé âåêòîð ïëîò-
íîñòè ïîòîêà òåïëà q , êîòîðûé ìîæåò çàâèñåòü íå
òîëüêî îò ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, íî è îò ãðàäèåíòà
êîíöåíòðàöèè. Ñóììó äâóõ ïîñëåäíèõ ÷ëåíîâ ñ
ïðàâîé ñòîðîíû ðàâåíñòâà ïðåäñòàâèì â âèäå

IIqdivIdivqdiv .

Âûðàæåíèå qw
2

2
, ñòîÿùåå ïîä çíà-

êîì äèâåðãåíöèè â (72), åñòü âåêòîð ïëîòíîñòè
ïîëíîãî ïîòîêà ýíåðãèè â æèäêîñòè. Ïåðâûé ÷ëåí
õàðàêòåðèçóåò îáðàòèìûé ïîòîê ýíåðãèè, ñâÿçàííûé
ïðîñòî ñ ïåðåìåùåíèåì æèäêîñòè êàê öåëîãî, à ñóììà

q  õàðàêòåðèçóåò íåîáðàòèìûé ïîòîê.

Óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ãëàñèò:

qwdiv
t 22

22

.(73)

Âû÷èòàÿ åãî ïî÷ëåííî èç (72), ïîëó÷àåì íåêîòîðîå
óðàâíåíèå

IIqdiv
x

s
t
sT

k

i
ik ,   (74)

îáîáùàþùåå âûâåäåííîå ðàíåå (62).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ñèñòåìà ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ æèäêèõ ñìåñåé. ×èñëî èõ
â ýòîé ñèñòåìå íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå
÷èñòîé æèäêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî òîìó, ÷òî èìååòñÿ
åùå îäíà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ-êîíöåíòðàöèÿ. Ýòè-
ìè óðàâíåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ: óðàâíåíèå íåïðåðûâíî-
ñòè (69), óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, óðàâíåíèå íåïðå-
ðûâíîñòè äëÿ îäíîé èç êîìïîíåíò ñìåñè (70) è
óðàâíåíèå (74), îïðåäåëÿþùåå èçìåíåíèå ýíòðîïèè.

Äàëåå ñëåäóåò ïåðåéòè ê íàõîæäåíèþ âåêòîðîâ I
è q . Äèôôóçèîííûé âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà
âåùåñòâà I  è òåïëîâîé âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà q
îáóñëîâëåíû íàëè÷èåì â æèäêîñòè ãðàäèåíòîâ
êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû. Åñëè ãðàäèåíòû
êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû íåâåëèêè, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî I  è q  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöè-
ÿìè îò  è T . Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó èìååì:

TI ,                 (75)

ITq .              (76)

.
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Ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè  è  ñóùåñòâóåò ïðîñòîå
ñîîòíîøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà
ñèììåòðèè êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ [3]:

T .                   (77)

Ïîýòîìó

TI ,              (78)

ITTq .           (79)

Â âûðàæåíèè äëÿ q  èñêëþ÷èì ãðàäèåíò ,
âûðàçèâ åãî ÷åðåç I  è T :

TITq ,           (80)

ãäå                   
T2

.                  (81)

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì p , T  è C , íàéäåì :

p
p

T
T

C
C TCpCTp ,,,

.  (82)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (82) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü,
èñïîëüçóÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

dCVdpsdTd ,            (83)

ãäå  – òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë åäèíèöû
ìàññû; V – óäåëüíûé îáúåì. Èìååì:

TpTC C
V

Cpp ,

2

,
.         (84)

Ïîäñòàâèâ  â (75) è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

TpC
D

,
, 

pC

T
TT

Dk

,
,  (85)

TpTp
p CC

Vpk
,,

,           (86)

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

p
p

k
T

T
k

CDI pT
,        (87)

Ti
T

T
C

kq
CpTp

T
,,

. (88)

Êîýôôèöèåíò D  íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèô-
ôóçèè; îí îïðåäåëÿåò äèôôóçèîííûé ïîòîê ïðè
íàëè÷èè òîëüêî ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè. Äèôôó-
çèîííûé ïîòîê, âûçûâàåìûé ãðàäèåíòîì òåìïåðà-
òóðû, îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òåðìîäèôôó-
çèè DkT ; áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó Tk  íàçûâàþò
òåðìîäèôôóçèîííûì îòíîøåíèåì. Â ó÷åòå ïîñëå-
äíåãî ñëàãàåìîãî â (87) ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõî-
äèìîñòü ïðè íàëè÷èè â æèäêîñòè ñóùåñòâåííîãî
ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, âûçâàííîãî, íàïðèìåð, âíå-
øíèì ïîëåì. Âåëè÷èíó Dk p  ìîæíî íàçâàòü êîýô-
ôèöèåíòîì áàðîäèôôóçèè.

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà
íåò ñóùåñòâåííîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, à êîíöåí-
òðàöèÿ è òåìïåðàòóðà íàñòîëüêî ìàëî ìåíÿþòñÿ â
æèäêîñòè, ÷òî êîýôôèöèåíòû â âûðàæåíèÿõ (87),
(88), ÿâëÿþùèåñÿ â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿìè îòC
è T , ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Áóäåì, êðîìå

òîãî, ñ÷èòàòü, ÷òî â æèäêîñòè íåò íèêàêîãî ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïîìèìî òîãî, êîòîðîå ìîæåò
áûòü âûçâàíî ñàìèì íàëè÷èåì ãðàäèåíòîâ òåìïå-
ðàòóðû è êîíöåíòðàöèè. Ñêîðîñòü òàêîãî äâèæå-
íèÿ áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà ýòèì ãðàäèåíòàì, ïî-
ýòîìó â óðàâíåíèÿõ (71) è (74) ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå
ñêîðîñòü, îêàçûâàþòñÿ âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿä-
êà ìàëîñòè è ìîãóò áûòü îïóùåíû. Âåëè÷èíîé
âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷ëåí I  â (74).
Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ

0Idiv
t
C

, Iqdiv
t
sT .

Ïîäñòàâèâ ñþäà äëÿ I  è q  âûðàæåíèÿ (87) è (88)
(áåç ÷ëåíà ñ p ), ïîëó÷èì ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé [3] ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

T
T
k

CD
t
C T

,           (89)

T
CC

k
t
T

Tpp

T

,
.         (90)

Ýòà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè â
æèäêîñòè.

Â îñîáåííîñòè âàæåí ñëó÷àé, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ
ñìåñè ìàëà. Ïðè ñòðåìëåíèè êîíöåíòðàöèè ê íóëþ
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé
êîíå÷íîé ïîñòîÿííîé, à êîýôôèöèåíò òåðìîäèô-
ôóçèè – ê íóëþ. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ êîíöåíòðà-
öèÿõ Tk  ìàëî, è â óðàâíåíèè (89) ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü ÷ëåíîì TkT . Îíî ïåðåõîäèò òîãäà â óðàâíå-
íèå äèôôóçèè:

CD
t
C

.                 (91)

7. Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà è óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè â ïåðåìåííûõ âèõðü, ôóíêöèÿ
òîêà

Äëÿ îäíîðîäíîé ïî ñâîåìó ñîñòàâó íåñæèìàåìîé
âÿçêîé æèäêîñòè èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñî-
ñòîèò èç óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà è óðàâíåíèÿ
íåïðåðûâíîñòè:

gradp
t

1
,        (92)

0div .                    (93)

Â ýòîé ñèñòåìå èñêîìûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ
âåêòîð ñêîðîñòè  è äàâëåíèå p , êîòîðûå çàâèñÿò
îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè t , à
ïàðàìåòðàìè áóäóò ïëîòíîñòü  è  êèíåìàòè÷åñêàÿ
âÿçêîñòü v.

Äëÿ êëàññà äâóìåðíûõ äâèæåíèé â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò x , y  ñèñòåìà óðàâíåíèé (92),
(93) ïðèíèìàåò âèä

2

2

2

21
yxx

p
yxt

xxx
y

x
x

x
,(94)

2

2

2

21
yxy

p
yxt

yyy
y

y
x

y
,(95)
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0
yx
yx

.                (96)

Ïðè âûïîëíåíèè âû÷èñëåíèé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ
áåçðàçìåðíàÿ ôîðìà çàïèñè èñõîäíûõ óðàâíåíèé.
Äëÿ ýòîãî ââîäÿò áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó â âèäå

1
,                        (97)

ãäå 1 – íåêîòîðûé ìàñøòàá.

Áåçðàçìåðíàÿ çàïèñü óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíà ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå âìåñòî ðàçìåðíîé
âåëè÷èíû  åå âûðàæåíèÿ â âèäå 1 . Âûáîð
ìàñøòàáîâ çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çà-
äà÷è. Ïóñòü, íàïðèìåð, óñëîâèÿìè çàäà÷è çàäàíû
õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü 1  è ðàçìåð îáëàñòè L .
Òå÷åíèå ñ çàäàííîé õàðàêòåðíîé ñêîðîñòüþ èëè
ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âûíóæäåííîé êîí-
âåêöèåé. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ ñêîðîñòè
è äëèíû ñîîòâåòñòâåííî 1 , L , à äëÿ ïàðàìåòðîâ

,  – èõ çíà÷åíèÿ, çàäàííûå óñëîâèÿìè çàäà÷è,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ áåçðàçìåðíóþ çàïèñü èñõîä-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

~
Re

~~~
~
~

1pgrad
t

,         (98)

0
~

div .                      (99)

Â ýòîé ñèñòåìå èìååòñÿ áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð,
ïîñòðîåííûé ïî âåëè÷èíàì, âûáðàííûì â êà÷åñòâå
ìàñøòàáîâ: /Re 1L  – ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåå îòíîøåíèå ñèë èíåðöèè ê ñèëàì âÿç-
êîñòè è îïðåäåëÿþùåå èíòåíñèâíîñòü âûíóæäåí-
íîé êîíâåêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âðåìåíè t~  è äàâëåíèÿ p~  â
ñèñòåìå (98), (99) èñïîëüçîâàíû ìàñøòàáû â âèäå

1

L
 è 2

1  ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçîâàíèå áåçðàçìåðíîé ñèñòåìû ïðåñëåäóåò
äâå öåëè: ïðèâåäåíèå çíà÷åíèé âû÷èñëåííûõ âåëè-
÷èí ê ñîîòâåòñòâóþùåé øêàëå, à òàêæå ðàñ÷åò è
îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ â ôîðìå, ñîäåðæàùåé ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ.

Óðàâíåíèÿ (94)-(96) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â èíîé
ôîðìå, íå ñîäåðæàùåé äàâëåíèÿ è â ðÿäå ñëó÷àåâ
áîëåå óäîáíîé äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Èç
óðàâíåíèé (94), (95) ìîæíî èñêëþ÷èòü äàâëåíèå p ,
ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïåðâîå èç íèõ ïî y , à âòîðîå
ïî x . Îïðåäåëÿÿ âèõðü êàê

xy
yx

,               (100)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà âèõðÿ:

2

2

2

2

yxyxt yx .      (101)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âèõðü
îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê , ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê
äâóõìåðíîìó ñëó÷àþ äàåò âûðàæåíèå, îòëè÷àþùå-
åñÿ îò (100) çíàêîì.

Îïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ òîêà  ñîîòíîøåíèÿìè

xy , yx ,         (102)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñâÿçè âèõðÿ  è ôóíêöèè òîêà :

2

2

2

2

yx
.              (103)

Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà ñîîòíîøåíèé (102) ñëåäóåò
èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè:

0
yx

div yx
.             (104)

Çíàÿ ôóíêöèþ òîêà, ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìó åãî
ëèíèé. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå ëèíèé òîêà (ïðè äâóìåðíîì òå÷åíèè) åñòü

yx

dydx
                     (105)

èëè 0dydx xy ; îíî âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî
íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé ê ëèíèè òîêà â êàæäîé
òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ñþäà (102), ïîëó÷àåì:

0ddy
y

dx
x ,           (106)

îòêóäà               const .                    (107)

Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè òîêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñåìåéñòâî êðèâûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðèðàâíèâàíèåì
ôóíêöèè òîêà yx,  ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.

 ñèñòåìà óðàâíåíèé (94)-

2

2

2

2

yxyxt yx ,    (108)

2

2

2

2

yx
.             (109)

8. Åäèíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåîäíîðîäíîé
æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà

Ïëîòíîñòü è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà íåîäíîðîäíîé
æèäêîñòè èçìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïðè÷èíîé íåîäíîðîäíîñòè
æèäêîñòè ìîæåò áûòü èçìåíåíèå åå ñîñòàâà èëè
òåìïåðàòóðû, ÷òî ïðèâîäèò ê ðÿäó íîâûõ ýôôåêòîâ,
êîòîðûå îòñóòñòâóþò â îäíîðîäíîé èçîòåðìè÷åñêîé
æèäêîñòè (êîíâåêöèÿ, òåïëî- è ìàññîïåðåíîñ).

Ðàññìîòðèì áèíàðíóþ ñìåñü, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
êîòîðîé çàäàíî â âèäå

TC, ,                 (110)

ãäå T  – òåìïåðàòóðà; C – êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè;
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü  íå çàâèñèò îò
äàâëåíèÿ p .

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ppp 0 , 0 ,        (111)

ãäå 0p , 0  óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ãèäðîñòàòèêè:

ggradp 00 ,              (112)

0pp , 0 .            (113)
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Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
èìååì:

02
000

0 1 pppp
.        (114)

Ñ ó÷åòîì (112), ïåðåïèøåì (114) â âèäå

02
00

1 pgpp
.        (115)

Ïðåîáðàçóåì òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (115).
Íàïèøåì ïåðåìåííûå T  è C  â âèäå

TTT 0 ,                  (116)

CCC 0 ,                  (117)

ãäå 0T , 0C  – íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ, îò êîòîðûõ îòñ÷èòûâàþòñÿ íåðàâíîìåðíîñ-
òè òåìïåðàòóðû T  è êîíöåíòðàöèè C , ïðè÷åì

0TT , 0CC .

Ââèäó ìàëîñòè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû T  è êîí-
öåíòðàöèè C  ìàëî òàêæå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ,
ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü:

C
C

T
T TpCp ,

0

,

0
          (118)

è ñîîòâåòñòâåííî

CgTg

C
C

gT
T

gp

CT

TpCp ,;,; 0000
02

0

1

çäåñü          
Cp

T T ,;00

1
              (120)

– êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè,

Cp
C C ,;00

1
              (121)

– êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèîííîãî èçìåíåíèÿ
ïëîòíîñòè.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðåîáðàçîâàíèþ óðàâíåíèÿ Í-
Ñ ïðè íàëè÷èè ïîëÿ òÿæåñòè:

gp
t .          (122)

Ïîñêîëüêó

CgTggpp
CT

0
,       (123)

òî óðàâíåíèå Í-Ñ (122) ïðèíèìàåò (ïðè îïóùåííîì
èíäåêñå ó 0 ) âèä:

CTgp
t CT

1
.  (124)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (124) ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì
íåïðåðûâíîñòè, óðàâíåíèåì ïåðåíîñà òåïëà è ìàñ-
ñû íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó
óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóñ-
ñèíåñêà:

0div ,                   (125)

TT
t

TC p ,         (126)

CDC
t

C
.           (127)

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (124)-(127) èñêîìûìè ÿâëÿþò-
ñÿ âåêòîð ñêîðîñòè , äàâëåíèå p , òåìïåðàòóðà T ,
êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè C  (òî÷íåå îòêëîíåíèÿ ïîñ-
ëåäíèõ îò èõ ñòàòè÷åñêèõ çíà÷åíèé), êîòîðûå çàâè-
ñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè t .
Ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ: ïëîòíîñòü , êèíåìàòè÷åñ-
êàÿ âÿçêîñòü , êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè

 è äèôôóçèè D , óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè
ïîñòîÿííîì äàâëåíèè pC , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ g  è êîýôôèöèåíòû òåïëîâîãî è êîíöåí-
òðàöèîííîãî èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè T  è C .

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (124)-(127) íåîáõîäèìî çà-
äàòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü òàê íàçûâàåìûå ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ ïðèëèïàíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè âñå
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà òâåðäîé íåïîäâèæíîé
ñòåíêå ðàâíû íóëþ: 0г .

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëåé òåìïåðàòóðû è êîí-
öåíòðàöèè ìîãóò áûòü òðåõ îñíîâíûõ òèïîâ:

1) çàäàíà òåìïåðàòóðà Òã (êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè
Ñã) íà ãðàíèöå ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè;

2) çàäàí ïîòîê òåïëà n
Tqг  (äèôôóçèîííûé

ïîòîê n
CDIг ), n – íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè

æèäêîñòè;

3) çàäàí çàêîí òåïëîîáìåíà â âèäå )( гг CT TTq ,
ãäå ò – êîýôôèöèåíò òåïëîïåðåäà÷è; Òã – òåìïå-
ðàòóðà ñòåíêè; CT  – òåìïåðàòóðà ñðåäû (ñîîòâåò-
ñòâåííî çàêîí ìàññîîáìåíà â âèäå cc CCI гг ,
ãäå c  – êîýôôèöèåíò ìàññîîáìåíà).

Ââîäÿ ìàñøòàáû äëÿ èñêîìûõ âåëè÷èí è íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî ïðèâåñòè ñèñòåìó ê áåç-
ðàçìåðíîìó âèäó.

Îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ïðåäñòàâèìà ñèñòåìà (124)-
(127) â ïðÿìîóãîëüíîé è öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìàõ
êîîðäèíàò â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ïåðåìåí-
íûõ , .

9. Çàêëþ÷åíèå

Äåòàëüíî èññëåäîâàíà åäèíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ïðîöåññà âûðàùèâàíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ ìåòî-
äîì ×îõðàëüñêîãî. Êîíêðåòíûå ôîðìóëèðîâêè çà-
äà÷ âûðàùèâàíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ îñíîâàíû íà
ýòîé ìîäåëè è ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ëèòåðàòóðà: 1. Ëîäèç Ð., Ïàðêåð Ð. Ðîñò ìîíîêðèñòàë-
ëîâ. Ì.: Ìèð, 1974. 540 ñ. 2. Øàøêîâ Þ.Ì. Âûðàùèâà-
íèå ìîíîêðèñòàëëîâ ìåòîäîì âûòÿãèâàíèÿ. Ì.: Ìå-
òàëëóðãèÿ, 1982. 312 ñ. 3. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëèôøèö Å.Ì.
Ãèäðîäèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1986. 736 ñ. 4. Ìàòåìàòè÷åñ-
êîå ìîäåëèðîâàíèå. Ïîëó÷åíèå ìîíîêðèñòàëëîâ è ïî-
ëóïðîâîäíèêîâûõ ñòðóêòóð / À.À. Ñàìàðñêèé, Þ.Ï.
Ïîïîâ è äð. Ì.: Íàóêà, 1986. 200 ñ. 5. Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå êîíâåêòèâíîãî òåïëîìàññîîáìåíà íà

, (119)
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Áóíý, Í.À. Âåðåçóá è äð. Ì.: Íàóêà, 1987. 272 ñ.
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ÌÅÒÎÄ ÊÎÍÒÐÎËß ÓÐÎÂÍß

ÐÀÑÏËÀÂÀ ÏÐÈ ÂÛÐÀÙÈÂÀÍÈÈ

ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ-ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÕ

ÌÎÍÎÊÐÈÑÒÀËËÎÂ ÊÐÅÌÍÈß ÏÎ

ÌÅÒÎÄÓ ×ÎÕÐÀËÜÑÊÎÃÎ

ÎÊÑÀÍÈ× À.Ï., ÏÐÈÒ×ÈÍ Ñ.Ý., ÏÅÐÂÀÊÎÂ À.Ñ.

Èç âñåõ ðàçðàáîòàííûõ íà ñåãîäíÿ ìåòîäîâ êîíòðîëÿ
óðîâíÿ ðàñïëàâà ïðè âûðàùèâàíèè ñòðóêòóðíî-ñîâåð-
øåííûõ êðèñòàëëîâ êðåìíèÿ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâåí
ìåòîä àíàëèçà òåëåèçîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàñïëà-
âà âáëèçè çîíû ðîñòà ìîíîêðèñòàëëà. Îí îáåñïå÷èâà-
åò íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü èçìåðåíèé ïðè ïðîñòîòå
êîíñòðóêöèè èçìåðÿþùåãî óñòðîéñòâà è øèðîêèõ âîç-
ìîæíîñòÿõ èíòåãðàöèè â êîìïëåêñ óñòðîéñòâ êîíòðî-
ëÿ çà óñëîâèÿìè âûðàùèâàíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ.

1. Ââåäåíèå

Â ïðîöåññå âûðàùèâàíèÿ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî
ñëèòêà èç ðàñïëàâà ïî ìåòîäó ×îõðàëüñêîãî èçìå-
íÿåòñÿ óðîâåíü ðàñïëàâà âáëèçè îáëàñòè, ãäå ïðî-
èñõîäèò ðîñò ìîíîêðèñòàëëà. Îñíîâíûìè ïðè÷èíà-
ìè ýòîãî ÿâëÿþòñÿ:

1. Ñíèæåíèå óðîâíÿ ðàñïëàâà âñëåäñòâèå ïåðåíîñà
ìàññû íà âûðàùåííûé ìîíîêðèñòàëë.

2. Êîëåáàíèÿ çåðêàëà ðàñïëàâà, âûçâàííûå ñòîëê-
íîâåíèåì ñ íèì îõëàæäàþùèõ ïîòîêîâ àðãîíà.
Èñïîëüçóåìûå äëÿ âûðàùèâàíèÿ ìîíîêðèñòàëëà
ïî ìåòîäó ×îõðàëüñêîãî óñòàíîâêè îáû÷íî èìåþò
ðîñòîâóþ êàìåðó, â êîòîðîé âî âðåìÿ ïðîöåññà
ñâåðõó âíèç äâèæåòñÿ ïîòîê àðãîíà, îõëàæäàþùèé
âûðàùèâàåìûé êðèñòàëë. ×àñòü ïîòîêà àðãîíà,
îäíàêî, ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàñïëàâà,
âûçûâàÿ òåì ñàìûì êîëåáàíèÿ åãî çåðêàëà îòíîñè-
òåëüíî ñðåäíåãî óðîâíÿ.

Íåîáõîäèìîñòü êîíòðîëÿ óðîâíÿ ðàñïëàâà îáóñëîâ-
ëåíà ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè:

1. Êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâà óñëîæíÿþò
ïðîäîëæåíèå âûðàùèâàíèÿ êðèñòàëëà (îñîáåííî âî
âðåìÿ ðîñòà øåå÷íîé ÷àñòè, â êîòîðîé äèàìåòð
êðèñòàëëà ìàë) òàê êàê íèæíÿÿ ÷àñòü âûðàùåííîãî
êðèñòàëëà îêàçûâàåòñÿ ïîä óãðîçîé îòðûâà îò ïîâåð-
õíîñòè ðàñïëàâà, ÷òî ñäåëàåò íåâîçìîæíûì äàëüíåé-
øåå âûðàùèâàíèå êðèñòàëëà. Íà ó÷àñòêå âûðàùèâà-
íèÿ øåéêè, ïîñëå ïîãðóæåíèÿ â ðàñïëàâ çàòðàâêè,

äî ôîðìèðîâàíèÿ êîíè÷åñêîãî ó÷àñòêà òðåáóåòñÿ
ïðåäåëüíàÿ îñòîðîæíîñòü, òàê êàê êðèñòàëë âûðà-
ùèâàåòñÿ ñî ñðàâíèòåëüíî âûñîêîé ñêîðîñòüþ ïî-
ðÿäêà 2 ìì/ìèí èëè áîëåå, êîãäà åãî äèàìåòð
îãðàíè÷åí 2-5 ìì. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ ðó÷íîé
êîíòðîëü, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îêîëî 10% òàêèõ
ðåçóëüòàòîâ îêàçûâàþòñÿ íåóäà÷íûìè äàæå â ñëó÷àå,
åñëè èõ îñóùåñòâëÿþò îïûòíûå ñïåöèàëèñòû. Êîãäà
äèàìåòð âûðàùèâàåìîãî êðèñòàëëà ñëèøêîì óìåíü-
øàåòñÿ, åãî íèæíÿÿ ÷àñòü îòðûâàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè
ðàñïëàâà, äåëàÿ íåâîçìîæíûì ïîñëåäóþùåå åãî
âûðàùèâàíèå.

2. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áåçäåôåêòíûõ ìîíîêðèñòàëëè-
÷åñêèõ ñëèòêîâ êðåìíèÿ íåîáõîäèìî ïîääåðæèâàòü
ïîñòîÿíñòâî ðåãóëèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê
ñêîðîñòü ðîñòà è òåìïåðàòóðà ðàñïëàâà, â òå÷åíèå
äëèòåëüíîãî ïåðèîäà âðåìåíè. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ
ýòèõ òðåáîâàíèé íåîáõîäèìà íåèçìåííîñòü óðîâíÿ
ðàñïëàâà îòíîñèòåëüíî íàãðåâàòåëüíîãî óçëà ðîñòî-
âîé êàìåðû.

Íà çàâèñèìîñòü îòâîäèìîé èç ñèñòåìû êðèñòàëë-
ðàñïëàâ òåïëîòû êðèñòàëëèçàöèè óêàçàíî â [1]. Òåï-
ëîâîé áàëàíñ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

2
2

1
1

1 A
dx
dTkA

dx
dTk

dt
dmL s ,          (1)

ãäå L – ñêðûòàÿ òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè; dt
dm

 –

äîëÿ çàêðèñòàëëèçîâàâøåãîñÿ â åäèíèöó âðåìåíè
ðàñïëàâà; T – òåìïåðàòóðà ðàñïëàâà; k1– òåïëîïðî-

âîäíîñòü ðàñïëàâà; 
1dx

dT
 – òåìïåðàòóðíûé ãðàäèåíò

â ðàñïëàâå â íåêîòîðîé òî÷êå õ1 âáëèçè ïîâåðõíîñòè
ðàçäåëà; A1 – ïëîùàäü èçîòåðìè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç õ1; ks – òåïëîïðîâîäíîñòü

êðèñòàëëà; 
2dx

dT
– òåìïåðàòóðíûé ãðàäèåíò â ñëèòêå

â òî÷êå õ2 âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà; A2 –
ïëîùàäü èçîòåðìè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç õ2, ïðèìåðíî ðàâíàÿ ñå÷åíèþ êðèñòàëëà;
åñëè èçîòåðìè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïëîñêàÿ è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ê íàïðàâëåíèþ ðîñòà, îíà òî÷íî
ñîîòâåòñòâóåò ñå÷åíèþ.

Ïðè ýòîì:

cdpc AVVA
dt
dm

,           (2)

çäåñü  – ñêîðîñòü ðîñòà, ðàâíàÿ ñóììå ñêîðîñòè
âûòÿãèâàíèÿ Vp è ñêîðîñòè îïóñêàíèÿ ïîâåðõíîñòè

òåðåñû: ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðî-
öåññàìè ïîëó÷åíèÿ ìîíîêðèñòàëëîâ. Àäðåñ: Óêðàèíà,
61001, Õàðüêîâ, ïð. Ëåíèíà, 60.
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