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Рассмотрим устойчивую одноконтурную САР с запаздыванием, состо­

ящую из звеньев с передаточными функциями д  — , в которую для

улучшения качества вводится первая (вторая) реальная положительная 
(т  >  0) производная с передаточной функцией '

где т 1(тъ) — передаточный коэффициент звена;
хг (т2) — постоянная времени звена; .

р — оператор Лапласа.
Некоторые из возможных способов введения производных от сигна­

лов указаны на рис. 1.
Все эти способы характеризуются одинаковым характеристическим 

уравнением замкнутых систем и, таким образом, с точки зрения устой­
чивости все они являются тождественными. Для случая введения первой 
производной характеристическое уравнение

D (p )(  1 + т 1р)-+ /С (1 +  ^гр + т 1х1р)е~Р{ =  0, (1)
для второй

D  (Р) (1 +  2т2р  -I- х \р 2) +  к  (1 4- 2х2р  4 -  т 2р 2 _[_ т р 2p i j  e - p t  _  (2)

П
где D  (р) =  П Di (р) — знаменатель передаточной функции разомкнутой

i=i
САР без введения производных;а

Kt —  общий коэффициент усиления разомкнутой САР
I

без введения производных; 
t — время запаздывания.

Переходя к частным выражениям и векторам, в (1) и (2) получим 
уравнение кривой £>-разбиения по общему коэффициенту усиления К. 
соответственно для первой производной * *

к  =  Р  ««)«**
ЩХ1 (М  ♦ W

+  1 +  Ч (*»)
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для второй

К*

где О (го)) представляет собой годограф Михайлова разомкнутой САР 
без введения производных и запаздывания, а числитель й ( т ) е ш  годо­
граф, получаемый из годографа О (1<л) путем поворота вектора каждой 
точки частоты ш/ на угол против часовой стрелки. Знаменатели выра­
жений (3) и (4) представляют собой сдвинутую на единицу вправо АФХ 
звена первой или второй производных.

Рис. 1.

Геометрическая интерпретация выражений (3) и (4) дана на рис. 2, 
где пунктиром изображена АФХ первой производной.

При использовании результатов* определения основных свойств 
САР из кривой Д-разбиения, увеличение критического коэффициента 
усиления системы /СКр, является для рассматриваемых четырех случаев 
наиболее существенным критерием улучшения ее качественных показателей. 
Последний определяем из выражений (3), (4); он равен минимальному 
значению отрезка, отсекаемого на положительном направлениии действи­
тельной оси.

Определим значения параметров звена реальной первой и второй 
производных х и т, полностью ограничивающих увеличение К кРс- Зна­
чения эти назовем критическими. Определим также максимальное крити­
ческое значение времени запаздывания £кРтах, при котором введение 
реальных дифференцирующих звеньев для увеличение К КРс при любых 
значениях параметров т и х  не эффективно.

Рассмотрим вначале систему без запаздывания. Заменим в характе­
ристических уравнениях (1) и (2) при  ̂ =  0 р на. £<в и приравняем по­
рознь нулю действительную и мнимую части. Учитывая, что £>(£«>) =
=  ы((») 4- м  («>), получим: 

для первой производной
К \ +  и (ю) — х1о((») о) =  0; (5а)

^ х (т 1 +  1)Х1Ш +  ? ( ш) +  т1«(<») ад =  0, (56)
для второй производной •

к 2+ и  («>) — х\ и («О а>2 — К г (т\ — 1) х\ !»2 — 2 ( < » )  «> =  0; (6а)

О (<<|>) ё1&І

1 +
тЫ  о*»)2

(4)

1 -(- 2г2 («а») -с2 (<о>)2

* М. В. М ее р о в .  Синтез структур систем автоматического регулирования высо­
кой точности. Физматгиз, 1959.
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V (со) — (о>) (О2 4- 4  2Х2и  (ш) (0 =  0. (66)
Затем решим задачу нахождения оптимального значения т  при за­

данной величине г, т. е. найдем значение га =  га0, при котором можно 
получить максимальное значение критического коэффициента усиления 
системы /Скрстах- Зная £> (1<о) и т из уравнений (5а) и (66) находим

• =  — и  (<о) +  V (ш) (7)
—  г.(со) +  т | 1. ( и>)<в2 — 2-г2и(<й)«)

**  =  2 ^  * (8)

Беря производную от К  по со и приравнивая ее к нулю, получим 
ряд значений <о, подстановка которых в уравнение (7), (8) даст ряд 
максимальных значений К ■ Наименьшее положительное из них опреде­
ляет максимальный критический коэффициент усиления системы при 
введении воздействия по производной /Скрсшах- Частота (» определяющая 
Ккрстах. будет оптимальной. Подставляя соответствующие значения т, 
К кРстах и ш0 в уравнения (56) и (6а), найдем гао, И то,.

Определение Тк р

Очевидно, можно найти такое значение -с =  ткр, которому будет со­
ответствовать га0 =  0 и, следовательно, /Скрешах будет равно К Крс без 
введения воздействия по производным, а со0 равно шкр, отвечающей /СКРс- 

Подставляя в (7) и (8) «з =  о>кр, а -с =  ткр и учитывая, что ои>кр =  О, 
получим

=  —  и '  (<в„р) —  ткр< [V  (о)кр)  4- V ’ (Сйкр) «>кр] =  0 (9)
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и

=  <10>
и' {<».,„)

Однако =  (Рис- 2) и’ следовательно,

Хкр- =  • (10а)
Д ля второй производной

йКъ 4 Л /  К р )  +  «кр К р ” К р )  -  К р  К р )  - “кр0' К р )  +  о К р ) ]
2т ’кр , кр

Решая (11) относительно ткР|> получим

=  0 . 

(П)

т2 2 « ' К р)____  1 **Р Д> ( ‘"кр) — 0 К р ) =  0 , (12)кр, КР« <окр 0 ' (0)кр)  +  О (<йкр)  №2 р 0>кро ’ (0>кр) +  Р(<0кр) 

откуда

Ч  =  ^ [ 1 + / Т Ш Г ] ' (13) 
Второе значение ткр меньше нуля.

Рассматривая систему с запаздыванием (рис. 2), очевидно из фор­
мул (10а) и (13) можно определить для нее критические значения х:

1
Крэ Та

(Н )

ХкРг “ 1&Т, . [ 1 + К 1 + ( 1 § Тз)а]. (15)"КРз ‘6 13
Сравнивая (14) и (15), можно записать ткр> через ткР),

^кр,= <кр, (1 +  у т + о е т ! -  <16)
Из (16) видно, что

ткр, >  2ткр,. (17)
Проанализируем полученные формулы (14) — (17) для системы с 

запаздыванием. Очевидно, -̂ 3 >  у и, следовательно, критические зна­
чения т для системы с запаздыванием будут меньше, чем для системы
без запаздывания. При уэ >  у  значения ткр, и ткРа, определяемые фор­
мулами (14) и (15), становятся меньше нуля, что показывает неэффек­
тивность введения производных ДЛЯ увеличения Ккрс при у 3 >  у .  Время

запаздывания t, дающее уа =  у  можно определить как максимальное
критическое время запаздывания для случаев введения реальных про­
изводных с целью увеличения /Скрс, Т . е. ( =  /Кртах-

При уз =  у  критическое значение тКР1 станет равным нулю. Для 

звена второй производной при Уз =  у

Пт тКР1 =  Пт — 1 _ [ 1  +  УТТО^у!}*] (I8)
2 3̂̂ 2
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что является важным свойством звена второй производной, так как по­
казывает возможность получения эффекта увеличения К кРс за счет вве­

дения второй реальной производной с т < т кр, при Y3 =  t t -

Определение T„max

Найдем еще одно важное соотношение, позволяющее быстро оценить 
эффективность введения реальных производных. Назовем точку, в кото­
рой аргумент АФК знаменателя выражения (3) и (4) достигает максимума, 
точкой касания и параметрам, характеризующим эту точку, присвоим 
индекс k  (рис. 2).

Соотношение параметров дайной точки определяется формулой для 
первой производной

ч = г  v ’-  , ив)

для второй производной

ТА, =   V-■ . (20)
1+1 '

Из рис. 2 видно, что точки, соответствующие оптимальному реше­
нию, Т. е. решению, дающему Ккрстах должны лежать не далее точки 
касания по ходу АФХ. Для выполнения оптимального решения должно 
выполняться неравенство

т < т * .  (21)
Для приближенной оценки оптимального решения в формулы (19) 

и (20) подставим известное значение т  и шкр <  »»*• При этом неравен­
ства будут иметь вид

' = ; (22)
“ хр ’  т  1 + 1

* * < — i T T —  <23)шкр у ОТ2 -f- 1

Менее точно, но гораздо проще, оценку выполнения оптимального реше­
ния можно получить, положив в (22) и (23) т =  тт\п — 0. Тогда

т*, max =  Tj ; (24) Iкр

Tft, max =  ^  . (25)кр
При т2 >  У~2 оценку (25) можно заменить более точной

та, т „  =  т2 <  - i - , (26)
кр

что совпадает с оценкой (24).
Оценка (25) при >  V 2  возможна, так как в этом случае точка 

касания не совпадает с точкой, характеризуемой частотой 
: 1

для звена второй производной.
кр “  т,
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Так как оценки (22) — (26) соответствуют лишь приближенному вы­
полнению оптимального решения, определяемого в действительности 
неравенством (21), их следует применять лишь для предварительной 
оценки, сверяя со значениями хкр, определяемыми по формулам (14), (15).

Сравнивая (14) и (24), можно заметить, что при 73 ткр, <
<  тц, ю ,  и, следовательно, формула (14) становится определяющей. Из 
сравнения (15) и (25) видно, что формула (15) становится определяющей
при ^3 > у ,  а из сравнения (15) и (26) для m2 >  J /2  что для прибли­
женной оценки эффективности введения звена второй производной можно 
пользоваться формулой (26), так как т:кРг — оьгтах лишь при 7 3 =  у -

Таким образом, при значениях т звена больших, чем получаемым 
по формулам (21) — (26), можно говорить о нецелесообразности введения 
такого звена, так как получим не оптимальное решение.

Определение т кр

При условии, что сможем определить ткр, возьмем звено С Хзад  <
<  ткр и посмотрим, имеются ли значениям, при которых эффекта увели­
чения К Нрс от введения производных не будет. Эти значения назовем 
критическими — ткр.

Выше решалась задача отыскания т0 при заданном т. Очевидно, 
отклонения т от т0 будут давать значения К кРс <  КкРстах- Возможны 
значения т  >  т „  и т  <  тп, поэтому очевидно, должно существовать два 
значения ткр при заданном значении хзад.

Найдем эти значения для САР без запаздывания. Подставив в (5а) 
и (66) х =  тзад и К  =  К крз, найдем значения сокр, отвечающие этим равен­
ствам.

Очевидно, что значения шкр будут в III квадранте. Подставляя 
найденные о>Кр соответственно в (56) и (6а) и решая их относительно га, 
отыщем два значения гакр.

Для САР с запаздыванием из характеристических уравнений (1), 
(2), заменяя р на Iсю и учитывая, что е гш  =  cos сю/— isinco/, получим

для первой производной
и (to) — (ш) и) +  К  cos Ы +  К  {тг - f-1) tjd) х  sin сю/ =  0; (27а)
v (со) - f  t j и (ш) о) — К  sin Ы +  К  (mx +  1) X т1о) cos св/ — 0, (276)

... для второй производной
U (о)) —  2хг0)Ц (ш) —  х2 т*и (сю) +  К  COS со/ —

— 2/Сх2ш sin (»/ — К  (т\ 4- 1) х2<1)2 cos со/ =  0, (28а)

с? (<о) -)- 2х2ша (<о) — х2 со2г (со) — К  sin <0/ +

+  2/Схгш cos <0/  4- К (т \ +  1) т2с»2 sin ш/ =  0 . (286)

Исключая из уравнений (27) и (28) га, решаем их относительно сокр 
путем подстановки х =  хэад и К  — АкРз, а затем подобно предыдущему 
находим ткр.

Заметим, что для ткр <  т„ можно получить значения гакр =  0.
Аналитическое решение, особенно для САР с запаздыванием, пред­

ставляет собой весьма трудоемкую задачу. Гораздо проще решается за­
дача графически. '
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Предположим, что найдено одно из значений а>кр и тпкр, а также 
<1>0 и т0 для данного -с (рис. 3). Очевидно, что отношение В /а для слу­
чая введения звена с т  =  ткр будет равно Акр3> т. е.

В /а  =  К .Рз. (29)

Этому же соотношению будут отвечать и все точки, лежащие на 
секущей АВ, образующей с осью действительных значений угол 7КРз • 
Замечая, что для данного -с =  const фаза звена первой производной для 
заданного значения щ при любом значении т  есть величина постоянная 
и равная

=  const (30)

и что tg 7з/ =  tg  Yif (по построению), получим

^Ткрз“ » ' (31)

где вместо (Of следует подставить и>( =  и)кр.
Двигаясь в обратном направлении, будем проводить секущие из 

точек wi под углом, определяемого равенством (30). Та из секущих, 
■которая пройдет через точку А, и определит щ =  шкр.

Определим теперь ткр. Для этого проведем линию под углом укр =  
=  ТкРз из точки (1, 0). Это будет линия, определяющая фазу звена про­
изводной при щ =  о)кр. Соединим далее точки с щ — и>кр объекта и на­
чало координат. Точка пересечения выше названных линий будет при­
надлежать звену с /якр. Проведя полуокружность с центром на действи­
тельной оси через точку (1, 0) и полученную точку, определим зна­
чение /иКр. Подобным образом находим и второе значение /пкр. В частности, 
■оно будет равно 0. ‘
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Д ля второй производной
2то)|

(32)

а угол звена второй производной

=  2Т1г (33)

Производя аналогичные построения, получим гакр и для второй 
производной.

Из сказанного выше можно сделать следующие выводы.
Полученные формулы и методы определения Тк р  И т Кр  позволяют 

быстро сделать предварительную оценку вводимых для улучшения качества 
системы реальных положительных первой и второй производных.

В статье показано также различие критических параметров первой 
и второй производных, которые могут обусловить выбор применения Т О Й  
или иной из них.

Определено максимальное критическое время запаздывания, выше 
которого введение производных с любыми значениями параметров т  и т 
не дает эффекта увеличения /СкРе.

и Получены формулы для расчета постоянных времени т, выше значе­
ний которых введение производных становится не целесообразным. .
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