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Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé
âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîãî ïðîöåñà ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì è êîíòèíóàëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî åãî èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà ïîä-
äàåòñÿ âîçáóæäåíèÿì. Ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû îöåíèâà-
íèÿ òî÷íîñòè ôîêóñèðîâêè ïðîöåññà.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ðÿäå ïðîèçâîäñòâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ îáðàáîòêîé ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, ÷àñòî
ïðèáåãàþò ê âîçäåéñòâèþ íà íèõ ðàçëè÷íûõ ôàêòî-
ðîâ, êîòîðûå èçìåíÿþò èõ ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè è àãðåãàòíûå ñîñòîÿíèÿ. Òàêèìè
ñïîñîáàìè âîçäåéñòâèÿ ïîëüçóþòñÿ â ìåòàëëóðãèè,
íà îáîãàòèòåëüíûõ êîìáèíàòàõ, à òàêæå ïðè îáðà-
áîòêå ðàçëè÷íûõ æèäêèõ è ãàçîîáðàçíûõ ñìåñåé.
Ïðè ýòîì ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òàêèìè
âîçäåéñòâèÿìè, êîòîðûå ëîêàëèçîâàíû íà ìàëûõ
ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè è  ñâÿçàíû ñ áîëüøèìè
ýíåðãåòè÷åñêèìè çàòðàòàìè. Ïðèìåðîì òàêèõ âîç-
äåéñòâèé ìîãóò ñëóæèòü òàê íàçûâàåìûå «ãèäðàâëè-
÷åñêèå óäàðû», ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îáðàáàòûâàþò
ðàçëè÷íûå æèäêîñòè è æèäêèå ñìåñè. Öåëüþ óêà-
çàííîé îáðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òàêîãî ìàòå-
ðèàëà, êîòîðûé äîñòàòî÷íî òî÷íî óäîâëåòâîðÿë áû
çàäàííûì íîðìàòèâíûì òðåáîâàíèÿì. Îïèñàííûé
ìåòîä îáðàáîòêè æèäêèõ ñìåñåé ñ ïîìîùüþ ñèëü-
íûõ âîçìóùåíèé ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ  äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ôàðìàêîëîãè÷åñêèõ ðàñòâîðîâ. Ïðîöåññ, êîòîðûé
ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò, ìîæåò áûòü ñ äîñòàòî÷íîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïèñàí ïðè ïîìîùè ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî ÿâëÿåò-
ñÿ êîíòèíóàëüíûì. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êîå îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè òàêîãî ñïîñîáà âîç-
äåéñòâèÿ ñèëüíûõ âîçìóùåíèé íà îáðàáàòûâàåìóþ
ñðåäó, ïðè êîòîðîì åå õàðàêòåðèñòèêè  ïðèîáðåòàþò
çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñòàáèëèçàöèåé ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
íàçûâàåòñÿ ÿâëåíèå, ñîñòîÿùåå â ñëåäóþùåì: èç-çà
èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà åãî ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çà êîíå÷íûé

ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Òî÷íåå, çà êîíå÷íûé ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè òåêóùåå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà
ëèáî ëîêàëèçóåòñÿ âáëèçè ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ëèáî ñîâïàäàåò ñ íèì. Óêàçàííîå ÿâëåíèå
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ïðè íàëè÷èè áûñòðî èçìå-
íÿþùèõñÿ âî âðåìåíè ôàêòîðîâ, êîòîðûå, âîçäåé-
ñòâóÿ íà ñèñòåìó, âûçûâàþò ñèëüíûå âîçìóùåíèÿ
îñíîâíûõ åå õàðàêòåðèñòèê. Ýòî ÿâëåíèå ïðèíÿòî
íàçûâàòü ôîêóñèðîâêîé èëè -ôîêóñèðîâêîé [1].

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëè-
çàöèè ïðîöåññà ïðè åãî ëîêàëüíûõ âîçìóùåíèÿõ
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
êîíòèíóàëüíûì. Ïîìèìî ñèëüíûõ ôîêóñèðóþùèõ
âîçìóùåíèé èçó÷åí âêëàä â ôîêóñèðîâêó è ìàëûõ
âîçìóùåíèé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì  ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü â 3R . Ñ÷èòàåì,
÷òî ñîáûòèÿ îáðàçóþò -àëãåáðó íà . Ïðîöåññ 
ðàññìàòðèâàåòñÿ íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå )0t,0s[
è ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì íà ëþáîì ïðîìåæóò-
êå )0t,0s[]t,t[ , íå ñîäåðæàùåì âîçìóùåíèé.

3. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì 0t  (ñëó÷àé 0t  ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî). Ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìóùåíèé

i)( ïðîöåññà  íà ),0s[  ñ÷åòíî. ×åðåç
]i,it[ îáîçíà÷èì ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íà êîòîðûé

äåéñòâóþò i)( . Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïðîöåñ-
ñà i , êîòîðûé ïîðîæäàåò âîçìóùåíèå i)( ,îáî-
çíà÷èì ÷åðåç i . Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå i  ÿâëÿþòñÿ
îáëàñòÿìè, à i – òî÷êàìè ôîêóñèðîâêè ïðîöåññîâ

i  íà i , i)(  ( 1,2,i ) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè.

Äàëåå ÷åðåç )i(I  îáîçíà÷èì èíäèêàòîðíûå ôóí-
êöèè ìíîæåñòâ i . Ïîëîæèì ijji . Ñ÷è-
òàåì, ÷òî íà )i(  çàäàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé )t,M(f  ïðîöåññà )i( , åñëè äëÿ
ëþáîãî ñîáûòèÿ Â èç )i(  è ëþáîãî

),0s[t
B

Nd)t,N(f)BM(P  (çäåñü âåðîÿò-

íîñòü )BM(P  âû÷èñëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ).
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

)t,M(f  ïðîöåññà íà  ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Ýòî

îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Â êàæäîé òî÷êå M  ïðè
ôèêñèðîâàííîì t )t,M(f  çàäàåò ïëîòíîñòü íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè M,Ma .
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî M,Ma  íå èçìåíÿþòñÿ ïðè
îòñóòñòâèè âîçìóùåíèé.

Îïèøåì èçìåíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé ïðîöåññà )t,M(f  ïðè î÷åðåäíîì âîçìóùå-
íèè i)( ,...)2,1i( . Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

)0s,M(f  ïðîöåññà ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííûì.

Äëÿ i  ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî }i{ , êîòîðîå ñîäåð-
æèò òàêèå j , äëÿ êîòîðûõ 0)ij(P . Îïðåäåëèì
ìíîæåñòâî }i{ , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
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ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû ôîêóñèðîâêè íà }j{ .
Ïîëîæèì }it,ivmax{i , ãäå iv  íàèáîëüøèé ýëå-
ìåíò èç ìíîæåñòâà }j{ , äëÿ êîòîðîãî iiv .

×òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà
 íà  â ìîìåíò âðåìåíè i , åå íåîáõîäèìî

ïåðåîïðåäåëèòü íà i , çàìåíèâ )i(I)i,M(f  íà
)i(I)i,M(f . Çàìåíó ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü òàê,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

ii
Md)i,M(fMd)i,M(f

.

Ïåðå÷èñëèì óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ
ôîêóñèðîâêà ïðîöåññà  áóäåò èìåòü ìåñòî.

À. Ïóñòü âîçìóùåíèÿ i)(  è j)(  òàêèå, ÷òî
0)ij(P . Òîãäà ôóíêöèè )ij(I)i,M(f  è

)ij(I)j,M(f  ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿí-
íîãî ìíîæèòåëÿ íà ij . Ýòî óñëîâèå íàçûâàåì
óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ.

Á. Ëþáàÿ òî÷êà M  ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñîäåðæèòñÿ
â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå îáëàñòåé i . Äî ëþáîãî
ìîìåíòà t  ïðîèñõîäèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
âîçìóùåíèé. Äëÿ ëþáîé i  íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà

j, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ i , äëÿ êîòîðîé 0p)ij(P .

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ôîêóñèðîâêè íà
. Ïóñòü çàäàíî )0s,M(f  è ìíîæåñòâî }i{

ñîñòîèò èç 1  è 2 ; 0)12(P ; 1k2 ,

k2 ,...)2,1k( – ìîìåíòû ôîêóñèðîâêè íà 1 , 2
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà

)12(I)1,M(f = )12(I)2,M(f  ôîêóñèðîâêà áóäåò
èìåòü ìåñòî.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè t  ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ),M(f  ñîâïàäàåò ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îïåðàòîðà )iA( , îïðåäåëåííîãî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: iM),i(I)i,M(f)M(f)i(A ;

i\M),M(f)M(f)i(A .

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

F)M(0f),M(0f)M(0f)i(A .

Çäåñü F  — ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå )f(M,  íå
ñîâïàäàåò ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà )iA( .
Òîãäà ðàçíîñòü (M)0f-)f(M,  ïðèíèìàåò íà 
íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ A  è B  ñîîòâåòñòâåííî: 0(M)0f-)f(M, ..

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó ïîïàðíî– íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îáëàñòåé nD,,2D,1D , êîòîðûå âîçìóùàþòñÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî, ïðè÷åì .DnB,1DA  Ñíà÷àëà âîç-
ìóùàåòñÿ 1D , çàòåì 2D  è íàêîíåö nD . Èç
èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïðè óêàçàííûõ
âîçìóùåíèÿõ îáëàñòåé nD,,2D,1D  ðàçíîñòü

0),B(f),A(f  áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Ïîñêîëüêó

âñå îáëàñòè öåïî÷êè nD,,2D,1D  âîçìóùàþòñÿ
íà âðåìåííîì îòðåçêå êîíå÷íîé äëèíû,  ðàçíîñòü

),B(f),A(f  äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî (M)0f)f(M, .

4. Àïïðîêñèìàöèÿ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà
ïðîöåññîì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé

Èç  èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíûì
ýëåìåíòîì (øàãîì) ñòàáèëèçàöèè îïèñàííîãî  ïðî-
öåññà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ - ôîêóñèðîâêè âî âñåõ
òî÷êàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà . Èçâåñòíî [1], ÷òî

- ôîêóñèðîâêà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ñ êîíòè-
íóàëüíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü ñ
ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè àïïðîêñèìèðîâàíà ïðî-
öåññîì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, íà êîòîðîì

- ôîêóñèðîâêà óæå ðåàëèçîâàíà. Íèæå ìû ïðî-
èçâåäåì îöåíêó òî÷íîñòè - ôîêóñèðîâêè ïðîöåñ-
ñà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé.

Ðàññìîòðèì ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, çàäàííûé íà
âðåìåííîì ïîëóèíòåðâàëå b)[a, . Åñëè äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ }0

ip{ , çàäàííîãî â òî÷êå

b , ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà *
ip)t(ip ,

n,...,2,1i , ïðè bt , òî òàêîå ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ
ôîêóñèðîâêîé [2]. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòî-
ðûõ óñëîâèÿõ, íàëàãàåìûõ íà èíôèíèòåçèìàëüíóþ

ìàòðèöó )t(  ïðîöåññà (ñóùåñòâîâàíèå ñòîëáöà,
ñîäåðæàùåãî íåèíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè â òî÷-
êå b , è ñóùåñòâîâàíèå ïðèäåëà ó íóëåâîãî ñîá-

ñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû )t( ), óêàçàííàÿ ôîêó-
ñèðîâêà èìååò ìåñòî. Åñëè æå â ýòîì ñòîëáöå
èíòåðâàëû ñõîäÿòñÿ, íî ïðèíèìàþò ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå äîñòàòî÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ, òî ôè-
íàëüíûå âåðîÿòíîñòè ëåæàò â íåêîòîðîé  –îêðå-

ñòíîñòè: 
*
ip)t(ip

bt
lim;*

ip)t(ip
bt

lim ,

è òàêîå ÿâëåíèå íîñèò íàçâàíèå – ôîêóñèðîâêè
[2]. Ïîëó÷åííàÿ íèæå îöåíêà äëÿ ïàðàìåòðà ,
õàðàêòåðèçóþùàÿ òî÷íîñòü – ôîêóñèðîâêè, ïðî-
èçâåäåíà ñïîñîáîì, îòëè÷íûì îò ñïîñîáà, ïðåäëî-
æåííîãî â [2].

Ïîñòðîèì îöåíêó ïàðàìåòðà  äëÿ - ôîêóñèðîâ-
êè ïðîöåññà ïî çàäàííîé èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàò-

ðèöå )t(  íåîäíîðîäíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà,
âûðàçèâ åå ÷åðåç ýëåìåíòû èíôèíèòåçèìàëüíîé
ìàòðèöû, à íå ñòîõàñòè÷åñêîé, êàê â [2]:

N

1k
)]ks,1ks(j1[)0t,0s(jr)0t,0s(jR ,   (1)

ãäå  )0t,0s(ijp
i

sup)0t,0s(jR ,

)0t,0s(ijp
i

inf)0t,0s(jr ,

)ks,1ks(ijp
ji

inf)ks,1ks(j ,
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,ks,,1s,0s  — òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåí-
òîâ âðåìåíè, ÷òî )0t,0s[ks ; ks1s0s ;

0tks
k

lim .

Ïî îïðåäåëåíèþ, 2)0t,0s(jr)0t,0s(jR . Äëÿ
ji  ðàññìîòðèì ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ (1) ïðè

N , ó÷èòûâàÿ, ÷òî )h(ohij)ht,t(ijp :

N

1k
0t)1k(

N
0tt

ijN
0tt

1ln
N

limexp

N

1k
0t)1k(

N
0tt

ijN
0tt

1
N

N

1k
k

N
0tt

0t),1k(
N

0tt
0tijp1

N

lim

lim

.

Ïîñêîëüêó )x(ox)x1ln( , òî ìû ìîæåì ïðåîá-
ðàçîâàòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ê âèäó

t

t
d)(ijexp

N

1k
)1k(

N
0tt

0tijN
0tt

N
limexp

0

Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûé ïðåäåë äëÿ

j : 
N

1k
k

N
0tt

0t),1k(
N

0tt
0tj1

N
lim ,

òî â êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê âåëè÷èíà j
áóäåò çàìåíÿòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå

)kt,1kt(jip m , òàêîå ÷òî

)kt,1kt(ijp
ji

min)kt,1kt(jip m .

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî îöåíêà

d)(ij
t

t ji
minexp

N

1k
k

N
0tt

0t),1k(
N

0tt
0tj1

N

0

lim

Ïîñêîëüêó )t,s(jR)t,s(jp  è )t,s(jr)t,s(jp , òî â
çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòü íàõîæäåíèÿ ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè j  áóäåò
ëåæàòü ìåæäó )t,s(jr  è )t,s(jR :

)t,s(R)t,s(psup)t,s(p)t,s(pinft,sr jj
)s(p

jj)s(pj
ii ,

ãäå èíôèíóì è ñóïðåìóì áåðóòñÿ ïî âñåì âîçìîæ-
íûì ðàñïðåäåëåíèÿì â ìîìåíò âðåìåíè s. Òîãäà

d)(minexp)t,s(pinf)t,s(psup ij

t

s jij)s(pj
)s(p ii

.(2)

Òàêèì îáðàçîì, èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè

lnd)(ij
t

s ji
min , òî áóäåò èìåòü ìåñòî -

ôîêóñèðîâêà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàñõîäèòñÿ èíòåã-

ðàë d)(ij
t

s ji
min , òî â ïðåäåëüíîé òî÷êå t  áóäåò

íàáëþäàòüñÿ òî÷íàÿ ôîêóñèðîâêà.

Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òðà-
åêòîðèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçëè÷íûì íà÷àëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèÿì, óìåíüøàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè.
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