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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОГО РАССЕИВАНИЯ ПОЛЯ НА КОНУСЕ 
С ПРОДОЛЬНЫМИ ЩЕЛЯМИ И ВНУТРЕННЕЙ ВСТАВКОЙ

Введение
В последнее время наблюдается повышенный интерес к изучению импульсного возбуж­

дения структур, имеющих характерные угловые размеры. Структуры с угловыми размерами 
обладают широкополосными и сверхширокополосными свойствами [1-3], благодаря которым 
они успешно применяются в современных радиотехнических системах и устройствах, исполь­
зуемых в космической связи, радиолокации, телекоммуникациях, радиоизмерениях, а также 
для диагностики и лечения раковых заболеваний [4]. Наличие неоднородностей в виде щелей, 
угловых точек на поверхности рассеивающих структур расширяет круг их практических при­
ложений, но усложняет решение соответствующих модельных начально-краевых задач мате­
матической физики. Существующие численно-аналитические методы решения таких задач 
базируются на применении преобразований Фурье и Лапласа с последующим обращением ре­
шения в частотной области. Однако в связи с высокой сложностью процедуры обращения 
и существенной потерей точности при ее использовании датеко не всегда удается получить 
достоверное решение. Современные численные методы также мачо эффективны, поскольку 
решение, полученное с их помощью, необходимо сравнивать с аналитическими строгими реше­
ниями в частных случаях либо с результатами эксперимента, что датеко не всегда возможно.

Цель данной работы -  исследование задачи рассеяния поля нестационарного источника 
на полубесконечном идеально проводящем конусе с продольными щелями и внутренней 
вставкой с помощью строгого анал ити ко - чи с л еин ого метода, основанного на применении 
интегрального преобразования Мелера-Фока и методов теории функций комплексного пере­
менного [5]. При решении нестационарных (во временной области) электродинамических за­
дач с применением этого метода вышеуказанные недостатки отсутствуют.

Постановка задачи. Функциональные уравнения
Рассмотрим задачу возбуждения конической 

структуры электрическим радиальным диполем. По- 
лубесконечная идеально проводящая бесконечно 
тонкая круговая коническая структура I  состоит из 
двух коаксиальных конусов (2  = 2, и  Х2), один из 
которых сплошной (2 ,) , а другой конус ( 2 .)  -  с пе­
риодически прорезанными вдоль образующих N  
щелями (рис. 1). Через 2у, и 2у2 обозначены углы
раскрыва конусов 2 1 и 2, соответственно; с1{ -  ши­
рина щелей конуса 2 , ,  1 = 7п!М  -  период кониче­
ской структуры.

Во введенной сферической системе координат (г,0,ф) конус 2 у определяется уравнени­
ем 0 = у] . Коническая структура возбуждается электрическим радиальным диполем с момен­

том = М (!})ёгЬ (г - г 0)/(1  - г 0) и расположенным в точкеВ0(г0) , где 6 ( г - г 0) -  дельта-
функция, а функция / ( /  —/(!) определяет зависимость поля источникаа от времени, причем 
/(г  -  ;0) = О, I < (источник включается в момент времени г = Г0).

Требуется найти электромагнитное поле в присутствии конуса и источника, удовлетво­
ряющее: уравнениям Максвелла, краевому условию на поверхности конической структуры, 
условию причинности, условию ограниченности энергии (наличие ребер и угловых точек на 
поверхности 2).
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Электродинамическая задача в такой постановке имеет единственное решение [б]. 
Для решения электродинамической задачи удобно использовать потенциал Дебая ии>, через 
который выражаются составляющие электромагнитного поля по формулам:

д2 д2 '
Е .= —  -8 Ц -Т  (п>1,>) ,Я г = 0 , (1)

ЧС?Г" д г )  4 '

Е6 = ~ —  —  ( г и‘Ч Я 9 = — (2) 
г дгдв ' '  8Ш0 бфб?

£■ = — -  ----------------------= - е — --- и(,). (3)
гзтЭ  дгд(р '  60Э;

Введенный в (1)-(3) потенциал Дебая о(1> удовлетворяет: четырехмерному волновому 
уравнению, краевому условию на поверхности конической структуры, начальному условию, 
условию ограниченности энергии.

Искомое поле представим в виде
Я (г ,0  = Я 0(г,Г) + Я , ( г , а  (4)

^ (г ,/)  = Ё0( г ,0 + ^ ( г ,0  (5)
где £ 0(Я,г),Я0(г,^) -  поле источника, £>(/%?), Я, (г, г) *~ поле, обусловленное присутствием
конической структуры (рассеянное поле). В соответствии со структурой поля (4), (5) потен­
циал и(п(г,/) запишем так:

0(1)(г,0  = о(0п (г,0  + ' (Г, 0  *
где и ^ г ,? )  -  потенциал источника, о |п(Я,/)-соответствующий рассеянному полю искомый 
потенциал Дебая, который записываем в виде интеграла Мелера-Фока [7, 8]:

.111/- ч аМ. 
и " (г ,0  = — Ц-Л 4?Ї?Г0“Є а

і
)  о Г(1/2 —/и + їт)

г-гл о 2 2
Ф„ (* .')  =  и ( * - / 0 - * ) Л  (скЬ(2)У к, с і і Ь ( - )  = а  г ~ ~ У  .

•  -I-»- /2лг0

Я (!) =»«.П

X  [Р"’Т ”^,(=05Є) + ̂ ^ ( - 0 0 5 6 ) ]  <Є<Уг,
зо

X  < Є < я.

где Г  (у) -  гамма-функция, РДД^Дсозб) - функция Лежандра 1-го рода, -  известные 

коэффициенты. Нахождение неизвестные коэффициентов, входящих в функцию 0 ти в силу 

соотношений между ними сводится к нахождению коэффициентов Т^Д .

Функциональные уравнения для нахождения неизвестных коэффициентов р|,Д получе­
ны из условия непрерывности поля в щелях и краевого условия на лентах конуса, удовлетво-

со
ряющие системе функциональных уравнений ^  Уп^е“̂ ' = е,П!°Х(р (секторы X ,),

/|——со

+ Ч»]*1’ Ц (1 - С 1) Я У ,'% = = №  + V )]« "Ь !() _ ё ^ ) а ^ ( у „ у г)в' - ^  (щели Г ,),
Я|=-СО Л

тде
Г ^ = ^ ^ ( - С 0 5 у 2).

6 /55Я 0485-8972 Радиотехника 2008. Вып. 152



Полученные функциональные уравнения на лентах конуса и на шелях можно интерпре­
тировать как систему уравнений первого рода, которая, как правило, является неустойчивой. 
Существующие методы решения таких систем, в частности, основаны на привлечении аппа­
рата сингулярных интегральных уравнений. Другой подход к решению такой системы бази­
руется на использовании процедуры аналитической регуляризации, а также метода задачи 
Римана-Гидьберта [9, 10], решение которой известно. Вследствие применения процедуры ре­
гуляризации получается система линейных алгебраических уравнений вида У = ЛУ'+З, где 
А -  вполне непрерывный оператор в гильбертовом пространстве . Это свойство дает воз­
можность использования метода редукции для решения системы линейных алгебраических 
уравнений второго рода фредгольмовского типа (СЛАУ-2) [9, 11].

Сплошной идеально проводящий конус
В этом случае потенциал Дебая, соответств)юший рассеянному полю, принимает вид 

* Р" (.cosy,)
X * * "  т Г  (-со 5е0) х р ; 21<„ (-с о 50)Ф,ч((,»-)(/т.у1 <е<*>

о р , (-cosy,) >
— нг

тде s r
4тсг0ер, Г(0.5 + /и+/т)

Если источник расположен на оси конуса (0О = л), выражение для u[n( r ,?) упрощается.
Р \ (cosy,)

u\l)(r,t)=  f e 1)Q р 3 , -Р \ (-GOS0)O(t(/,r)<fT, у, <0<7С.
J Р , (-cosy,)

 +{Т
2

В предположении, что /(? )  = 5(?), имеем
- « P±cosy)

f T,A7tT- ^ 7   (-COS0)/», ( ,
4тс?т0 £ ” , (—cosy) _2 +1Т +/Т

2

а одна из составляющих электрического поля записывается так:
- ” / у Т с°зу)

£ т = — "Pi_ Гт(г-с + о.5)(т1+0,25)г/тт— СИ----------Р"' (-cosG)x
2 w 0 £ Р , (-cosy) -j«.

«Г - « T  -X

-ИТ
2

2 Г
(6)

P, {chb(f))-chb(f)Pі
—1 -

2[л?/ г - ( г + г в), ] [ « У - ( г - г 0), Ц  ^
Проведен анализ зависимостей действительной и мнимой частей одной из составляю­

щих £ 0 электрического поля от временного параметра при фиксированных расстояниях от
источника до вершины конуса г0, расстоянии от вершины конуса до точки наблюдения г , 
угла полураскрыва конуса у, угла нутации точки наблюдения 0 при условии, что 0 > 2у и

г + г..
I > ——- .  где а — скорость распространения сигнала в среде. 

а
В соответствии с формулой (6) для £ е проведен расчет вышеуказанной зависимости при

а = 1.условии, что у = 22.5 , 0 = 60 . г = 1. г, =0.5
На рис. 2 дана зависимость R e£0 отраженного от вершины конуса импульса от параметра

at
г + г0
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При £ > 1.1 поле практически равно нулю. Это согласуется с принципом причинности и со­
ответствует тому, что отраженный импульс полностью прошел точку наблюдения.

На рис. 3 приведена зависимость КеДэ отраженного от вершины конуса импульса от г . 
Поскольку сингулярной точкой поверхности конуса является его вершина, электромагнитное 
поле вблизи вершины при возбуждении конуса электрическим диполем имеет особенность. 
Из рис. 3 видно возрастание Я е п р и  приближении к вершине, т е. при г 0 , что согласу­
ется с поведением поля вблизи вершины.

Рис. 2 Рис. 3

Идеально проводящий конус с продольными щелями
-л туи+яЛ / , л»

В этом случае функция 1 /^ (0 ,ф) имеет вид Т 'Д е .ф )  = ^  Т Т .  Д Т  ~  Т
/1̂-со /_| 2+»тС—С05Т)

-  неизвестные коэффициенты, ^  = ?п0 + V, т0 -  ближайшее целое к *—

-1 / 2 < V < 1 / 2 , Знак «+» соответствует области 0 < 0 < у , а «-» -  области у < 0 < к .
При осесимметричном возбуждении (0О = л , т = 0) имеем

4пгг~г £ ' а

где Л'1!*

о
,0 ~ 0

При N = 1 (в случае конуса с одной продольной щелью) получаем
г ТО)  _  у  ( О  Р-\  24- ,г ( —  с 0 5 в )  , т ф  

и  О й х «
П —-з Ь Р“и2.,Л±С0*У) 

б 'Т  = Т “Че,е0) |0о,г = Р, 2ч,{созу), у < е „  = з м (|) .  
— ! -  = а -

Тогда

= ]«А лт/,_|;3№(сояу)(7<|,’(0,ф)Ф,г(г ,г )Л , £<’> = (ги‘и) ;
4я/г0 о г бгсЮ

4 7  = ̂ } т ? А л т / 1 1,2,Л с о 5 у )^ У 5 Т е .ф )“ Ф ,,а . '- )Л .

При у < 0 < л , /(? )  -  б(?), 10 = 0 получаем

4!.’ = ~ Г ^  )«ЬктР ,,_й(соя у) 4 -  и(0, ф) Л ,,2 .|, (сЫ>(Г ))Й т .
4тиг0' “ с/0 йг
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На основании найденного решения системы линейных алгебраических уравнений второго 
рода фредгольмовского типа изучено распределение составляющей электрического поля 
в зависимости от временного параметра и ширины щели (рис. 4-7)

Рис. 4 Рис. 5

Рис. 6 Рис. 7
На рис. 4-7 приведены зависимости при следующих значениях параметров-. 

/>1.5,у = 22.5 , 8 = 60 , г = 1, г0 = 0.5, а = 1.
На рис. 4 представлена зависимость 11е£е отраженного от вершины конуса импульса от 

параметра £ при <2 = 5 в плоскости ср = 0, которая проходит через ось конуса и середину ще­
ли. Из рис. 4 можно заключить, что наличие щели до 3е несущественно влияет на распреде­
ление по сравнению с распределением поля в случае сплошного конуса.

На рис. 5 дана зависимость Ке^д отраженного от вершины конуса импульса от ширины
щели. Видна тенденция изменения И-еЕ,, заключающаяся в том, что при расширении щели в 
пределах от 5 до 30" наблюдается выраженный минимум, после чего 11е.£е, оставаясь от­
рицательным. возрастает, и при <Л = 330" является малым. Это объясняется тем, что с увели­
чением ширшш щели поверхность конуса сужаезся, и в предельном случае, когда с! -> 360" 
Конус вообще исчезает, а вместе с ним исчезает и рассеянное поле.

На рис. 6 дано распределение 1 т о т р а ж е н н о г о  от вершины конуса импульса в зави­
симости от ширины щели. При увеличении щели |1 т £ 0| убывает, и при с1 > 330 его величи­
на пренебрежимо мала.
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Im E
На рис. 7 приведена кривая отношений   в зависимости от ширины щели сЕ, кото-

Re Eq

рая определяет фазу составляющей Ев электрического поля.

Заключение
Проведено исследование в строгой постановке задачи возбуждения импульсным источни­

ком сложной идеально проводящей конической поверхности с продольными периодически 
прорезанными вдоль образующих щелями и внутренним сплошным конусом. На основании 
потенциалов Дебая и интегрального преобразования Мелера-Фока показано, что электроди­
намическая начатьно-краевая задача для незамкнутого конуса эквивалентна системе линейных 
алгебраических уравнений второго рода фредгольмовского типа относительно коэффициентов 
Фурье разложения составляющих поля по азимутальной пространственной координате. Най­
дено аналитическое решение задачи .осесимметричного возбуждения дельтаобразным импуль­
сом одиночного сплошного конуса и изучено распределение поля в зависимости от временно­
го параметра. Проведен численный анализ решения задачи для конуса с продольной щелью, а 
также распределения рассеянного поля в случае незамкнутого конуса. Полученные результаты 
могут быть использованы при разработке и проектировании современных радиолокационных 
комплексов, использующих структуры, обладающие широкополосными и сверхширокополос- 
ными свойствами. Использованный при решении электродинамической задачи строгий анапи- 
тико-численный метод может быть также применен при исследовании начально-краевых задач 
с клиноподобной геометрией.
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