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Введение

Системы поддержки принятия решений ис-
пользуются при решении многих научных и при-
кладных задач. Основу математического обеспе-
чения таких систем составляют математические 
модели задач принятия решений, относящихся к 
различным классам, и методы их решения [1]. На 
практике значительную часть решений приходит-
ся принимать в условиях неопределенности. В час-
тности, эта проблема актуальна в классе оптимиза-
ционных задач упаковки, раскроя и покрытия [2].

Существуют различные методы учета неопреде-
ленности в математических моделях задач приня-
тия решений [3–5].

В данном исследовании в качестве средства ма-
тематического моделирования процесса выбора 
решений в условиях неопределенности использу-
ются методы интервального анализа [6].

Целью настоящей статьи является распростра-
нение известных методов решения детермини-
рованных задач принятия решений на случай ин-
тервальной неопределенности. Здесь и далее под 
интервальной неопределенностью понимается 
случай, когда все исходные данные задачи приня-
тия решений заданы в интервальном виде.

Постановка задачи. Пусть X  – множество до-
пустимых решений, каждое из которых оценивает-
ся множеством критериев. Полагаем, что значения 
критериев определены с точностью до некоторых 
интервалов [ , ]a b R⊂ 1 . Необходимо найти решение 
x X0 ∈ , лучшее по всем заданным критериям в ус-
ловиях интервальной неопределенности оценок 
альтернатив по заданным критериям.

Пусть { ( ), ( ),..., ( )}k k k1 2x x xn  – множество ин-
тервальных отображений вида k E I Rsi iX: → ⊂ ,  
i J nn∈ = { , ,..., }1 2 . Здесь I Rs = ∪I R I Rs s  – пространс-
тво центрированных интервалов, где 

I R X x
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I R X x X I Rs x s= = − ∀ ∈{ , | }ν ,

E I Rsi x iX x R= ∈ ∈ ≤{ : , }1 ν δ , 

где δi  – верхняя оценка «неопределенности» зада-
ния критерия k xi ( ) .

1. Интервальная математическая модель задачи 
принятия решений

Определить

x extr x x x
x X

n
0

1 2=
∈

arg { ( ), ( ),..., ( )}k k k ,         (1)

где экстремум интервального отображения пони-
мается в смысле отношения порядка и способа оп-
ределения максимума и минимума  в пространстве 
I Rs . 

Заметим, что в случае, когда для всех 
ki i k xx k x

i
( ) ( ), ( )= ν  выполняется соотношение 

νk xi ( ) = 0 , задача (1) представляет собой детерми-
нированную многокритериальную задачу приня-
тия решений.

Отношение порядка  в пространстве I Rs  вво-
дится следующим образом [6]: 

∀ = ∈X x x,ν I Rs , ∀ = ∈Y y y,ν I Rs  

X Y x y x y x y<( ) ⇔ <( ) ∨ =( ) ∧ <( )( )ν ν ,     (2)

X Y x y x y x y>( ) ⇔ >( ) ∨ =( ) ∧ >( )( )ν ν ,

X Y x y x y=( ) ⇔ =( ) ∧ =( )( )ν ν .

На основе (2) минимум из n  интервальных чи-
сел Z Z Z n1 2, , ...,  определяется так:

Z Z Z Z n
* min , , ...,= { }1 2 ,             (3)

где

Z z z
i I

z
n

i

* * *, min= =
∈

ν ν , если  z z z zn1 2= = = =... * ,

Z z z z i J j Ji
i J

i z j n nj
n

i j

* * min , , ,= = = ∈ ∈
∈

ν , 

если z z i J j ki i kj k
≠ ∈ ≠, , ,
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Аналогичным образом определяется максимум 
из n  интервалов. Данный подход к определению 
минимума (максимума) распространяется и на 
случай бесконечного множества центрированных 
интервалов.

2. Анализ особенностей интервальной задачи

Задаче принятия решений в условиях интер-
вальной неопределенности вида (1) присущи мно-
гие особенности детерминированных задач приня-
тия решений. 

Для решения задачи (1) предлагается постро-
ение и использование интервальных математи-
ческих моделей, реализация которых основана на 
применении известных методов решения много-
критериальных задач при k X Ri : → 1 , модифици-
рованных для случая интервальных значений част-
ных критериев ki x( )  в I Rs . 

При реализации неконструктивного подхода к 
выбору решения [7], обязательным является пост-
роение области компромиссов X Xc ⊂ . При конс-
труктивном подходе (построение математической 
модели) эта процедура не обязательна, но часто 
желательна из вычислительных соображений. 

Рассмотрим интервальные математические мо-
дели определения области компромиссов X c  на 
множестве допустимых решений X .

Если множество X  дискретно и содержит не-
большое число элементов, то для построения об-
ласти компромиссов X c  используется попарное 
сравнение альтернатив x X∈  по интервальным 
оценкам.

Для любого решения x X∈  зададим отображе-
ние f Y: X →  такое, что

 f Y( ) ( , ,..., )x Y Y Yn= = 1 2 ,                  (4)

где Y xi i
j= ∈k I Rs( ) , i J n∈ .  Тогда образом мно-

жества X  будет множество Y I R⊂ s
n , где I Rs

n  –  
n -мерное интервальное пространство [8].

3. Область компромиссов для конечного  
множества X

Пусть X x x xm= { , ,..., }1 2 , а каждому x Xj ∈  со-
ответствует кортеж  Y j

nY Y Y= ( , ,..., )1 2  оценок 
Y xi i

j= ∈k I Rs( ) , i J n∈ , j J m∈ , по всем критери-
ям из множества { , ,..., }k k k1 2 n . Построим область 
компромиссов X c . 

С этой целью осуществим попарное сравнение 
элементов множества X  по каждому из критериев 
k k k1 2, ,..., n  на основе соотношения (2) следующим 
образом. 

Выберем альтернативы x x Xp q, ∈  и сравним 
ki

px( )  и ki
qx( )  для всех i J n∈ . Возможны следу-

ющие ситуации: либо xq  доминирует x p ; либо  x p  
доминирует xq ; либо x x Xp q, ∈  несравнимы, то 
есть существуют такие i i J n1 2, ∈ , что k ki

p
i

qx x
1 1
( ) ( )  

и k ki
p

i
qx x

2 2
( ) ( )  или k ki

p
i

qx x
1 1
( ) ( )  и 

k ki
p

i
qx x

2 2
( ) ( ) , и вывод о доминировании эле-

ментов x x Xp q, ∈  сделать нельзя.
Здесь символ   означает предпочтение на 

множестве ϒ  значений критериев. В частнос-
ти, когда ϒ ≡ I Rs , то k ki

p
i

qx x( ) ( )  означает 
k ki

p
i

qx x( ) ( )> , если критерий ki  максимизирует-
ся, и k ki

p
i

qx x( )< ( )  в противном случае. Соотно-
шение k ki

p
i

qx x( ) ( )≈  означает k ki
p

i
qx x( ) ( )= .

В результате сравнения элементов x x Xp q, ∈ ,  
p m= −1 2 1, ,..., , q m= 2,...,  по всем критериям 
k Ki ∈ , i J n∈ , сформируем область компромиссов 
X Xc ⊂  как множество всех недоминируемых аль-
тернатив. Временная сложность приведенного ал-

горитма имеет оценку  σ = ⋅ ⋅ −n m m( )1
2

.

Когда определить область компромиссов на 
континуальном множестве X  достаточно сложно 
или когда мощность конечного множества X  и 
множества критериев достаточно велика, то целе-
сообразно строить приближенную область компро-
миссов X c  такую, что X X Xc c⊆ ⊆ .    

Построение области X c  основано на решении 
задач оптимизации ki x( )  на множестве X . Суть 
решения задач оптимизации с интервальными 
функциями цели состоит в уменьшении диамет-
ра (радиуса) интервала – значения функции цели. 
Указанное свойство может быть учтено в результа-
те решения задач минимизации на основе соотно-
шений (2)–(3). Для перехода к задачам минимиза-
ции интервальных функций введем интервальные 
отображения полезности p ( )i x  частных критериев 
k Ki ∈ , i J n∈ , задачи (1) с целью нормализации 
интервальных критериев, следуя [7].

Интервальное отображение полезности p ( )i x  
частного критерия ki x( )  должно удовлетворять 
следующим требованиям: 

1) Y p ( ) p ( )i i i px x x X
i

= ≤ ≤ ∈{ | , , , }0 0 1 ν ; 

2) p ( )i x  инвариантно к размерности частного 
критерия ki x( )  и 

3) p ( )i x  инвариантно к виду экстремума част-
ного критерия ki x( ) . 

Последнее требование означает, что независи-
мо от вида экстремума (минимум или максимум) 
частного критерия ki x( ) , его наилучшему значе-
нию на множестве X должен соответствовать мак-
симальный ( p ( )i x = 1,ν pi

), а наихудшему – ми-

нимальный ( p ( )i x = 0 0, ) результат отображения 
p ( )i x . Здесь ν pi

 определяется как радиус интерва-
ла, задающего максимальную полезность решения 
x X∈ , соответствующий δi .

ИНТЕрвАЛЬНОЕ ОцЕНИвАНИЕ АЛЬТЕрНАТИв ПрИ ПрИНяТИИ рЕШЕНИЙ0 в гЕОМЕТрИчЕСКОМ ПрОЕКТИрОвАНИИ



58

Указанным требованиям отвечает интервальное 
отображение p ( )i x  вида:

p
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,                          (5)

где ki x( )  – значение частного критерия, k ki i
+ −,

– соответственно наилучшее и наихудшее значение 
частного критерия ki x( )  на области допустимых 
решений x X∈ , при этом
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αi R∈ 1  определяет характер нелинейности функции 
полезности p xi ( )  в детерминированном случае [7].

Рассмотрим интервальное отображение pi x( )  
потери полезности частного критерия k Ki ∈  как 
p p

i p ix x
i

( ) , ( )= −1 ν , pi x( )  – отображение, сопря-
женное отображению pi x( )  [6]. Очевидно, что не-
зависимо от вида экстремума частного критерия 
ki x( ) , наилучшему результату отображения pi x( )  
соответствует минимальное значение 0 0, , а на-
ихудшему – 1,ν pi

. В дальнейшем, ориентируясь 
на решение задач минимизации интервальных 
отображений, будем осуществлять выбор наилуч-
шего решения из множества X с помощью интер-
вальных оценок потери полезности pi x( ) .

4. Приближенная область компромиссов

Рассмотрим один из возможных способов пос-
троения приближенной области компромиссов, 
который состоит в следующем.

Прежде всего построим приближенную область 
компромиссов для двух критериев ki x i( ), ,=1 2 . В 
этом случае согласно [7] на множестве допустимых 
решений X  последовательно решаются две одно-
критериальные оптимизационные задачи:

x xi
x X i

0 =
∈

arg min ( )p .                       (6)

Для каждого решения xi
0 , i =1 2, , определя-

ются pi x( ) . Обозначим p p 

1 1
0

1( )x =
+

, p p 

2 2
0

2( )x =
+

, 

p p 

1 2
0

1( )x =
−

, p p 

2 1
0

2( )x =
−

. 
Образ Yc  приближенной области компромис-

сов X c  в пространстве Y  задается следующим об-
разом: 





Y k k
Y

p

c

k k

i

x x

k x x k x x

= =
= 〈 〉 〈 〉 ∈

+

{( ( ), ( ))

( ( ), ( ) , ( ), ( ) ) |
1 2

1 21 2
ν ν

≤≤ ≤ =− p pi ix i( ) , , }.1 2

 .

Пусть i > 2  и множество X  конечно. Осущест-
вим сравнение альтернатив в множестве X  по каж-
дой паре критериев из множества K k k k= { , ,..., }1 2 n .  

Для этого сформируем множество пар критериев 
Π Π={ }ij , Πij i j= ( )k k, , i J n∈ , j J n∈ . Множество 
Π  содержит n n( )/2−1  элементов. 

Выберем элемент Π Πij ∈  и реализуем приве-
денный выше способ определения приближенной 
области компромиссов для элементов множества 
X  по критериям k ki j, . В результате получим мно-
жество X Xij

c ⊂ . Выполним эту процедуру для всех 
i j n i j, ,..., ,= <1 .

Приближенную область компромиссов X c  
можно представить в виде  



X Xc
ij
c

i j n i j

=
= <, ,..., ,1

.

Если X  – непрерывное множество, то прибли-
женную область компромиссов X c  можно пред-
ставить в виде  X Xc

ij
c

i j n i j

=
= <
∏

, ,..., ,1

.

5. Формирование интервальных  
оценок альтернатив

Рассмотрим теперь способы формирования ин-
тервальных многофакторных оценок альтернатив 
на основе отображений обобщенной полезности 
альтернатив. Выделим следующие ситуации [7].

1. Пусть известны точные значения ai  коэффи-
циентов относительной важности интервальных 
критериев k k k1 2, ,..., n , а, следовательно, их отобра-
жений локальной потери полезности pi x( ) . Здесь 

a Ri ∈ 1 , 0 1≤ ≤ai , i J n∈ , ai
i

n

=
=
∑ 1

1

.               (7)

Тогда в соответствии с детерминированным 
случаем сформируем аддитивную обобщенную ин-
тервальную оценку потери полезности вида:



P p( ) ( )x a xi i
i

n

= ⋅
=
∑

1

,                              (8)

а решение задачи примет вид:

x x
x X

0 =
∈

arg min ( )


P .                              (9)

В пространстве I Rs  определены отображения 
сопряжения, операции сложения и умножения на 
число λ∈R1  [6]:

X x x= −, ν , X Y x y x y+ = + +,ν ν , 

λ λ λ νX x x= , , 

где X x x= ∈,ν I Rs , Y y y= ∈,ν I Rs .

Заметим, что в модели (8) значения ai  являются 
действительными числами, а значения отображе-
ний локальной потери полезности pi x( )  – элемен-
тами интервального пространства I Rs . В соот-
ветствии с аддитивной моделью (8) и операциями 
сложения и умножения на действительное число, 
введенными в пространстве I Rs , для каждой аль-
тернативы x X∈  сформируем интервальные мно-
гофакторные оценки P( )x A, , по которым найдем 
решение x 0 .

Полученное решение x 0  соответствует мини-
мальной в смысле соотношения (3) интервальной 
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обобщенной оценке потери полезности альтерна-
тив x X∈ .

2. Пусть теперь значения коэффициентов от-
носительной важности интервальных критериев 
k k k1 2, ,..., n  известны с точностью до интервалов 
вида

α α αi i im0E
= [ , ]

min
, i J n∈ .                    (10)

Каждому интервалу вида (10) поставим 
в соответствие центрированный интервал  

A ai i ai
= ∈,ν I Rs , i J n∈ , [6] следующим образом: 

A a ai i a i a i ii i m0E
⇔ − − =[ , ] [ , ]

min
ν ν α α ,

где ai i im0E
= +1

2 ( )
min

α α ; ν α αa i ii m0E
= −1

2 ( )
min

.

С целью выполнения для интервальных коэф-
фициентов относительной важности критериев 
k k k1 2, ,..., n  условий, аналогичных (7), осуществим 
нормализацию коэффициентов Ai  по формуле 

A Ai i
н н= ⋅σ , i J n∈ , где σн =

=
∑

1

1

Ai
i

n
. 

Воспользуемся формулами интервального ум-
ножения, введенными в пространстве I Rs  [6].

Пусть X Y s, ∈I R . Интервальное произведе-
ние Y X∗  задается следующим образом:

Y X Y X

Y X X Y

y s v X X Y

s

s s

y s

⋅ ∈

⋅ ∈ ∈

+ ⋅ ∈ ∈

, ,

, ,

| |, , ,

если

если

если
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I I
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2 1

30 IIs1










,

s
v v

v v
x y

x y

=
⋅ ≥

− ⋅ <






1 0

1 0

,

,

если

если
,

где Isi , i =1 2 3, ,  – множество точек X s∈I R , кото-
рые удовлетворяют соответствующим условиям:

x vx− > 0 ; x vx+ < 0 ; 
x v x

x v x
x

x

− ≤ ≥
+ ≥ ≤







| | ,

| | , ,

0 0

0 0

если

если

где A B ab a ba b b a⋅ = + +ν ν ν ν,  – операция гипер-
болического умножения  A  и B .

Воспользовавшись формулой интервального 
деления [6], имеем

A
A

B b
A Bi

i

b
i

н = =
−

⋅1
2 2ν

* ,   b vb≠ , 

B b A ab i
i

n

i
i

n

a
i

n

i
= = =

= = =
∑ ∑ ∑, ,ν ν

1 1 1

.          (11)

Поскольку a va− > 0 , то согласно таблице ум-
ножения интервальных чисел, формула (11) при-
мет следующий вид: 

A
b

a b b ai
b

i a b a i bi i

н =
−

⋅ + +1
2 2ν

ν ν ν ν, .

Следовательно,

Ai
н = ai i

н н,ν ,                         (12)

где
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Учитывая (12), определим 

A ai
=

i

n
=

a
=

=
∑ =

1

 ,ν =
1

2
2 2

2 2

b
b b

b
b b−

+
ν
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= = = =
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2
1
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1

2

1 1∆i
i

i

n
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i

n

i
i

n

a
i

n

a a
i i

ν ν, ,

0 0, ,≤ ≤A ai a
н н нν  , i J n∈  .               (13)

Замечание. Если положить все νai
 равными 

нулю, то условие (13) будет эквивалентно выраже-
нию (7).

С учетом нормализованных интервальных ко-
эффициентов относительной важности интерваль-
ных критериев соотношения, аналогичные (8), (9), 
примут вид:

P p^ ^( , ) * ( )x A A xi
i

n

i
н н=

=
∑

1

,

x x A
x X

0 =
∈

arg min ( , )P^ н ,

где A A A An
н н н н= ∈( )1 2, ,..., I Rs

n .

3. Количественные значения весовых коэффи-
циентов относительной важности критериев неиз-
вестны, но интервальные критерии упорядочены 
по важности, например, следующим образом:

k k k1 2  ... n .

Такое задание предпочтений частных критери-
ев означает, что A A An1 2> > > .

В этой ситуации используется принцип после-
довательной оптимизации, в соответствии с кото-
рым из двух решений u X∈ , v X∈  первое предпоч-
тительно, то есть u v , если [9]

p p^ ^
1 1( ) ( )u v<  или

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))p p p p^ ^ ^ ^
1 1 2 2u v u v= ∧ <  или 

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))p p p p p p^ ^ ^ ^ ^ ^
1 1 2 2 3 3u v u v u v= ∧ = ∧ <  

и так далее.
∃ ∈ −t J n 1  такое, что 
( ( ) ( ), ) ( ( ) ( ))p p p p^ ^ ^ ^

j j t t tu v j J u v= ∈ ∧ <+ +1 1 .
Выбор решения сводится к решению последо-

вательности однокритериальных задач [7]: 

X Arg xi
x X

i
i

0

1
0

=
∈ −

min ( )

    

p̂ ,

здесь i J n∈ , X X0
0 ≡ .

4. Информация о предпочтениях относительно 
критериев k k k1 2, ,..., n , а, следовательно, и о коэф-
фициентах ai , i J n∈ , отсутствует.
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В этом случае следует использовать модель 
вида:

x x
x X i n

i
0

1 2
=

∈ =
argmin max ( )

, ,...,
p̂ .

Выводы

В настоящей работе предложен способ форми-
рования интервальных многофакторных оценок 
альтернатив для принятия решений в геометри-
ческом проектировании. Предложенный подход 
является комбинацией известных методов много-
критериального принятия решений и методов ин-
тервального анализа. 
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У статті будуються інтервальні математичні моделі 
задач прийняття рішень в умовах інтервальної  невизна-
ченості. Для роз’вязання задач, вихідні дані яких задані в 
інтервальному вигляді, пропонуються модифіковані ме-
тоди на базі детермінованих методів прийняття рішень 
та інтервального аналізу.
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In the article interval mathematical models of decision 
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based on determined decision making methods and interval 
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