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В табл.2 приве-
дено количество
итераций, необхо-
димых для дости-
жения  заданной
точности сходимо-
сти рассмотренных
алгоритмов, при
различном числе

переменных оптимизации.
Таким образом, при решении задач потокораспределения в системах водо-

снабжения большой размерности (число активных источников, работающих на

сеть,  103  l ) наиболее эффективным по критериям затрат машинного време-
ни и занимаемому объему памяти ЭВМ оказывается метод прямого поиска Хука
и Дживса.

Полученные результаты целесообразно использовать при разработке и эксп-
луатации САПР систем водоснабжения, АСУТП водоснабжения и АРМ диспет-
черов водопроводных сетей для определения оптимальных режимов функциони-
рования СПРВ.
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В.В.  ИВАЩЕНКО

АКСИОМАТИКА ЛИНЕЙНЫХ ПРЕДИКАТОВ НА МНОЖЕСТВАХ

С НЕПУСТОЙ ВНУТРЕННОСТЬЮ

Рассматриваются характеристические свойства линейных предикатов, за-
данных на множествах с непустой внутренностью, в частности в виде выпукло-
го тела. Данный подход обобщает случай, когда областью определения является
положительный конус линейного пространства.

Во многих практических ситуациях ограничение множества входных в виде
положительного конуса пространства <L, R> не всегда корректно. Например, при
изучении органа зрения человека ограничиваются не только положительными,
но и излучениями c не очень большими энергиями, поскольку чрезмерно интен-
сивные могут нарушить зрительный орган. В этом случае достаточно приемле-
мой моделью множества входных сигналов является выпуклое тело линейного
пространства. Поэтому в данной статье мы рассмотрим линейные предикаты
именно с такой областью определения.

Число переменныхМетод
2 5

Прямой поиск Хука и Дживса 2-3 10-12
Покоординатный спуск 2-3 10-12

Деформированный многогранник Нелдера–Мида 15-17 100
Розенброка 2-3 10-15

Пауэлла 2-3 10-15

Таблица 2
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Определение 1. Пусть  10   , тогда если для любых двух элементов  LVy,x 

отрезок [х, у] = }y)(xz{   1  также принадлежит V, то будем называть

множество V выпуклым телом пространства <L, R>, при условии:  LaffV  .
Допустим на V ґ V задан линейный предикат. Тогда непосредственная провер-

ка позволяет установить выполнение для него следующих свойств:
1) рефлексивность;
2) симметричность;
3) транзитивность;

4) выпуклая аддитивность: пусть числа 0 ,  удовлетворяют условию 1 

и Е(х, у)= 1`)y`,x(E , тогда  ;`)yy`,xx(E 1 

5) n-мерность: найдется в V система линейно независимых векторов },...,{
11 n

ee

такая, что для любого  Vx  существует такое множество индексов 121  n,...,,{)x(I

и единственный набор чисел  )x(),...,x( n 11  , для которых выполняются условия

 
 
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iiiio ,)e)x(,e)x(x)x((E 1

причем  





)x(Ii

i )]x([)x( 1
0  >0,  00 )x()x()x( ii    при  00  )x()x()x(),x(Ii ii  ,

 
 




)x(Ii

)x(Ii

ii .)x(,)x()x( 110   при  )x(Ii

  .

Обозначим   21 xe)x(,xe)x(
)x(Ii

)x(Ii

iiii  
 



 =  2x , тогда свойство n-мерности

можно записать так : ;x,xx)x((E 1210 

6) непрерывность: функционалы  1
1


n
ii )}x(a{   непрерывны в метрике L;

7) выпуклая полуаддитивность: если  10   и  t)(y,t)()x((E   11 =1, то

Е(х, у)= 1  для  Vy,x  ;

8) выпуклая однородность: пусть элементы  Vty,tx,y,x   и ,)ty,tx(E 1 

тогда E(x, у) = 1.
Заметим, что если предикат E(x, у) линеен и задан на VґV, то все перечислен-

ные выше свойства, кроме n-мерности, непосредственно вытекают из вида
предиката. Свойство n-мерности мы обоснуем ниже.

Утверждение 1. Если предикат Е(х, у) удовлетворяет свойствам 1-8, то:

а)  для  любых  пар  
r
iii }y,x{ 1 VґV  и  любого  набора  чисел  вида


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 
r

i
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r
ii a,)}x({

1
1 10  из равенств  1)y,x(E ii ,

_____
r,i 1   вытекает  




r

i
ii ;)y(E
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1

б) для любых  Vz,...,z,y,x r 1 и любых чисел  10 11  rr ,...,,,,...,,   из равен-

ства  



r

i
ii

r

i
ii )zy,zxx(E

11

1  вытекает  .)y,x(E 1

Утверждение 2. Пусть для любого  Vx  задан оператор Ax  следующим
соотношением:
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где  11121  nnO e,...,e,,...,,x,x   определены в свойстве n-мерности. Тогда для любых
Vyx ,  и чисел  10   ,,  выполняется  .AyAxyx(A  

Теорема 1. Для того, чтобы предикат Е(х, у), заданный на V ґ  R,LV ґ  R,L ,
был линейным, необходимо и достаточно, чтобы он удовлетворял условиям 1-8.

Доказательство. Необходимость. Из замечаний, сделанных ранее, следу-
ет, что для обоснования необходимости надо доказать волнение свойства n-
мерности для линейного предиката.

Поскольку dim L > п и affV = L, то можно зафиксировать линейно-независи-

мую систему векторов  V}e,...,e{ n 11  и не принадлежащую kerF (ядру оператора
F). Зафиксируем таковую и осмотрим систему линейних уравнений для произ-

вольного  Vx относительно неизвестных чисел )x(),...,x( n 11   вида
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Матрица системы А имеет вид
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Если показать, что определитель матрицы А не равен 0, то система (1)

разрешима единственным образом, и числа  )x(),...,x( n 11   непрерывно зависят
от x. Эквивалентными преобразованиями det A можно привести к следующему:
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Докажем теперь, что система векторов  1
21

 n

ii }ee{  линейно-независима. Дей-

ствительно, если она линейно-зависима, то  
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i
iiii ,e)(e   что означает линейную зависимость первоначальной

системы  .e,...,e n 11   Противоречие. Следовательно, система 
1

21}{ 

 n

ii ee  линейно-
независима и не принадлежит  .KerF  Значит, определитель Грамма, стоящий в

правой части равенства (2), не равен 0, что означает  .Adet 0

Теперь положим  }.)x(:i{)x(I i 0   Заметим, что множество  )x(I  может
оказаться пустым. Затем положим
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при  )x(Ii
__
  и  0 )x()x()x( iOi   при  )x(Ii .

Рассмотрим  элементы  



)x(Ii

iiO e)x()x(    и  

 )x(I
_

i

ii .e)x(   Коэффициенты

)x(),...,x()x( nO 11   положительны, найдем их сумму у каждого из элементов с
учетом (1):
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Следовательно, элементы   
 


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iiiiO .Ve)x(,e)x(x)x( 

Теперь несколько преобразуем систему (1). Рассмотрим
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С учетом линейности можно записать

_____
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iijiiOj   
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Следовательно, система равенств (1) эквивалентна набору равенств (3). По-

скольку   





)x(Ii

)x(I
_

i

iiiiO ,Ve)x(,e)x(x)x(   то (3) для линейного предиката озна-

чает   
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iiiiO .e)x(,e)x(x)x((E 1

Тем самым доказано свойство n-мерности и необходимость условий (1-8).
Достаточность. Пусть предикат Е(x, y) удовлетворяет свойствам (1-8). Сна-

чала покажем, что Е(x, y)=1 тогда и только тогда, когда 
_________

ii n,i),y()x( 10   и

).y(I)x(I   Согласно условию рефлексивности  ,n,i,)e,e(E
_________

ii 111   тогда из

утверждения 1 вытекает

 
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
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С другой стороны, n-мерность означает
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iiiiO )e)x(,e)x(x)x((E 1 .

Из симметричности и транзитивности следует
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iO .e)x(,e)x(y)x((E 1

В  силу  однозначности  1
1


n
ii )}x({   и  )x(I   можно  утверждать,  что

_________

ii n,i),y()x( 10   и  ).y(I)x(I 

Эти рассуждения могут быть проведены и в обратном порядке, причем на
последнем шаге следует воспользоваться второй частью утверждения 1.

Поскольку  1
0


n
ii )}x({  однозначно связаны при помощи множества  )x(I  с

,)}x({ n
ii

1
1

  то  1)y,x(E  тогда и только тогда, когда  .n,i),y()x(

_________

ii 11  

Покажем теперь, что для любых  10   ,,  и  Vy,x   имеет место равен-
ство

11  n,.,..,i),y()x()yx( iii  .                         (4)

Действительно, так как  
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i
ii e)x(Ax  (это вытекает из соотношений между  )x(i

и  )x(i ), то из утверждения 2 имеем
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С другой стороны,  





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i
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В силу единственности разложения по линейно-независимой системе 
11

,...,
n

ee
вектора  )yx(A    получим (4).

Теперь рассмотрим функционалы  .n,k),o()x()x(g
_________

iii 11    Так как от

)x(i  они отличаются только сдвигом, то Е(х, у) = 1 тогда и только тогда, когда

.n,i),y(g)x(g
_________

ii 11   Докажем их линейность. Действительно,





)x()())(x(

)()x()x(g

iii

iii





001

0

  0

001 

),x(g))()x((

)()()(

iii

ii













)](]/)yx[([]/)yx[(g

]/)yx()[x(g)yx(g

iii

ii

02222

22







)]()y([)]()x([

)](/))y()x([(

iiii

iii

00

022





.n,i),y(g)x(g
_________

ii 11 
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Заметим, что все это выполняется в рамках выпуклого тела V. Однако,

поскольку  )x(i  непрерывны, то  )x(gi  тоже непрерывны. Таким образом, с

учетом однородности и аддитивности  )x(gi  линейны на выпуклом теле V, для
которого affV = L. Поэтому по теореме о продолжении [1] они могут линейным
образом быть продолжены на все пространство <L, R>.

Нам осталось показать, что число функционалов можно сократить до n.

Поскольку  ,)x(
n

i
i 1

1

1






  то  



 

1

1
1 1

n

i
in ).x()x(   Таким образом, можно обойтись

первыми n-функционалами ),x(i  а следовательно, и  )x(gi .
Теперь зададимся вопросом: можно ли еще уменьшить это число? Допус-

тим )x(1  -”лишний”. Тогда из рефлексивности и n-мерности для вектора 1e

будем иметь: ,)e,e(E 111   т.е.   )e(I,)e(O 11 1 0,  .)e(...)e(,)e( n 01 111211  

 Это означает, что  .n,i,)e(,)e(
_________

i 1201 111    Значит  )x(1  не является

линейной комбинацией остальных. Аналогичное утверждение справедливо

для .n,i),x(i 2  Тем самым теорема 1 полностью доказана.
Теперь рассмотрим самый общий случай ограничений на множество входных

сигналов в виде произвольного множества   с непустой внутренностью.

Пусть произвольный предикат Е(х,у) задан на декартовом квадрате  ґ
произвольного множества  , принадлежащего некоторому линейному нормиро-
ванному пространству L. Будем считать, что внутренность   не пуста. Это

означает, что найдется элемент  Ox  и число  0 , для которых

:Lx{)(u
Ox  Oxx̀  } - окрестность элемента  Ox  радиуса   принадлежит

множеству    )x(u: O . Зафиксируем произвольный элемент  x  и число

 x . Тогда, если рассмотреть   /xxx̀ O  , то элемент  ).x(ux̀ O  Действи-

тельно,  x 1/  и  Oxx̀   x  / . Таким образом, преобразование

 /xxxL O  = x̀  “загоняет” произвольный элемент пространства L при фикси-

рованных  Ox  и   в  )x(u O . Для пары элементов х,у L можно однозначно найти
х’ ,у’ )x(u O  по следующему правилу:

,yLỳ,xLx̀    где  max{ x , y }.

Теперь мы имеем возможность определить продолжение (однозначное) произ-
вольного предиката Е(х, у) с множества   на все пространство L.

Определение 2.  ),x( O  - продолжением предиката Е(х, у), заданного на декар-
товом квадрате множества   с непустой внутренностыо, будем называть преди-

кат  )y,x)(,x(E O

^
 , определенный на декартовом квадрате всего пространства L

следующим равенством:










 . yили ,x если E(L

,yx, если 






),yL,x

),y,x(E
)y,x(E ),Ox(

^

                   (5)

Установим одно интересующее нас свойство ( ),xO   продолжения предиката
Е(х, у). Пусть предикат Е(х, у) является линейным, т.е. он определен на  
равенством

])y[F],x[F(D)y,x(E                                         (6)
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где F: L М – линейный оператор, проектирующий пространство L, какое-то
его подпространство М, a D – предикат равенства.  Справедливо следующее
свойство.

Свойство. Если Е(х, у) линеен, то  ),y,x)(,x(E O

^
  определенный LL соотноше-

нием (5) не зависит от выбора элемента  Ox  и числа  . Для него  )(u
Ox  

является однозначным продолжением, которое мы будем обозначать 
^

E(х, у).

Доказательство. Пусть произвольная пара элементов х, у  L принадлежит

. Тогда из равенства (5) вытекает, что ),y,x)(,x(E O

^
  т.е. не зависит от  Ox  и  .

Допустим теперь, что (х, у)  
__

. Тогда, если  1)y,x)(,x(E O

^
 , то

,)yL,xL(E 1

  ,)yFL,xFL(D 1

.yFLxFL  

Учитывая линейность оператора F и вид оператора L, получаем

,/FyFx/FxFx OO  

т.е. Fx = Fy. Цепочка выписанных равенств сохранится, если ее проводить в
обратном порядке. Таким образом, будет справедливо

]),y[F],x[F(D)y,x)(,x(E O

^
                              (7)

т.е. наше продолжение не зависит от  Ox  и  . Свойство доказано.
Замечание 1. Равенство (7) выявляет структуру продолжения E(x,у) в случае,

если E(x,у) линеен. Однозначное продолжение 
^
E (x, y) тоже будет линейным

предикатом, только заданным на декартовом квадрате всего пространства L.

Замечание 2. Если предикат Е(х,у) )Fy,Fx(D , то продолжение  )y,x)(,x(E O

^


может существенно зависеть от выбора  ),x( O   и не будет линейным предикатом

на всем пространстве для дюбых  Ox  и   > 0.
Поясним последнее замечание на простом примере. Пусть  можно разбить на

объединение двух множеств  1V  и  2V , с непустыми внутренностями и на  1V  1V

предикат Е(х, у) линеен, а на  2V  2V  тождественно равен 0. Тогда, если  2VxO  и

2V)x(u O  , то  ,)y,x)(,x(E O

^
0  если же  1VxO  , то на дополнении  2V  до всего

пространства  )y,x(E ),Ox(
^

  будет линеен, а на  2V – тождественно равным 0. В

итоге два этих продолжения будут отличаться друг от друга, но оба они на LґL не
будут являться линейными предикатами.

Все эти результаты позволяют сформулировать и доказать следующую теоре-
му о линейных предикатах, заданных на произвольном множестве  с непустой
внутренностью.

Теорема 2. Произвольный предикат Е(х, у), заданный на декартовом квадрате

    <L, R><L, R>,

является линейным тогда и только тогда, когда его  ),x( O  -продолжение на все

пространство L не зависит от выбора  Ox   и  0  и является линейным
предикатом на всем пространстве.
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Доказательство. Необходимость. Пусть Е(х, у) – линеен. Тогда из первого

свойства  ),x( O   – продолжения получим, что оно не зависит от выбора  Ox  и

0  и является линейным, поскольку имеет вид (7).
Достаточность. Обратное утверждение является следствием замечания 2.

Действительно, если  ),x( O  -продолжение не зависит  ),x( O   и удовлетворяет
условиям теоремы, то оно представляет собой линейный предикат на всем
пространстве <L, R>. Тогда предикат Е(х, у) просто обязан быть линейным, так

как в противном случае его  ),x( O  -продолжение зависело бы от выбора  ,xO  и,
главное, не являлось бы линейным предикатом. Теорема 2 доказана.

Полученный результат обобщает ситуации, рассмотренные ранее. Его относи-
тельная простота и в формулировке, и в доказательстве является существенным
преимуществом перед достаточно громоздкими в формулировке и трудоемкими
в доказательстве теоремами, доказанными в работах [2-5]. В этом плодотворность
идеи продолжения. Однако в отличие от ранее доказанных теорем нет непосред-
ственно сформулированных свойств исходного предиката. На практике это озна-
чает необходимость предварительного пересчета входных сигналов, что не всегда
удобно. Поэтому с точки зрения экспериментальной проверки преимущество
имеют ранее полученные результаты [3].
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УДК 519.673

В.Б.КЛИМУШЕВ

МОДЕЛИРОВАНИЕ КОРРЕЛЯЦИОННОГО АЛГОРИТМА

РАСПОЗНАВАНИЯ ОБРАЗОВ НА БАЗЕ ФОРМАЛЬНОЙ

Г Р А М М А Т И К И

Рассматриваются вопросы моделирования конкретного корреляционного
алгоритма распознавания образов на базе формальных грамматик с разными
системами продукций, но одинаковыми алфавитами и начальной аксиомой.
Проведенный сравнительный анализ выводов представлений корреляционного
алгоритма позволяет предложить алгоритм синтеза многоместных продукций,
который дает возможность сконструировать формальную грамматику, опти-
мально порождающую вывод представления корреляционного алгоритма.

Cтатья использует и развивает результаты, изложенные в [1].
Cреди алгоритмов распознавания образов важное место занимает корреляци-

онный алгоритм, что обусловлено широким его использованием в контурах
управления телевизионных следящих систем.


