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МНОЖЕСТВ В СИСТЕМАХ ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 

Введение 

При разработке интеллектуальных систем под- 
держки принятия решений различного назначения 
важную роль играют математические модели объек- 
TOB, составляющих предметную область, и методы 
их анализа. Применение математических моделей 
и методов позволяет повысить эффективность ре- 
шений, принимаемых с помощью интеллектуаль- 
ных систем. В настоящее время системы поддерж- 
ки принятия решений создаются в различных об- 
ластях, ОдНОй U3 которых является теометрическое 

проектирование [1]. 
При решении задач геометрического проекти- 

рования актуальной остается проблема создания 

интеллектуальных систем решения оптимизацион- 

ных задач размещения. Несмотря на высокий уро- 
вень организации архитектуры баз знаний суще- 
ствующих интеллектуальных систем решения за- 

дач размещения геометрических объектов, их по- 
строение, как правило, основывается на использо- 

вании идеализированных математических моделей, 
когда погрешности метрических характеристик и 

параметров размещения геометрических объектов 

не учитываются. Это объясняется недостаточно раз- 

работанной фундаментальной основой построения 
математических моделей и методов решения задач: 
данного класса с учетом погрешношей ИсхОДНЫХ 

данных. 

Важный класс задач геометрического проекти- 

рования составляют экстремальные задачи с диск- 
ретными параметрами. Построение математичес- 

ких моделей таких задач основано на применении 
комбинаторны.х MHOXECTB, составляющих их обла- 

сти допустимых решений [1, 2]. 

Во многих случаях специфика решаемой зада- 
чи требует отражения в модели ее комбинаторной 

структуры. Эта структура может быть достаточно 

сложной и не позволять использовать для €€ опи- 

сания классические комбинаторные множества [3]. 
Для моделирования задач со сложной комбинатор- 

ной структурой в [4] введено понятие и предложен 

способ описания композиционного образа (k-06- 

раза) комбинаторных множеств. К-образами ком- 

бинаторных множеств являются комбинаторные 

множества, порождающие элементы которых сами 
представляют собой элементы других комбинатор- 
ных множеств. К-образы комбинаторных множеств 
могут быть использованы для описания областей 
допустимых решений экстремальных задач со 
сложной структурой. 
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Целью настоящей работы является постановка 
и решение некоторых классов задач оптимизации 
на &-образах комбинаторных множеств и приме- 

нение этих результатов в системах поддержки при- 
нятия решений. При этом необходимо предвари- 
тельно сформировать классы /-образов комбина- 

торных множеств как областей допустимых реше- 

ний задач комбинаторной оптимизации. 

1. Определение множеств парных перестановок, 

парных размещений и парных сочетаний 

сповторениями 

Ориентируясь на известные модели задач сдис- 
кретными параметрами [1, 2], рассмотрим &-обра- 

зы комбинаторных множеств, в которых в качестве 
базовых выступают евклидовы комбинаторные 
множества перестановок, размещений и сочетаний. 

Учет погрешностей при решении задач геомет- 
рического проектирования вызывает необходи- 
мость построения адекватных математических мо- 
делей задач этого класса. Основой для построения 
моделей задач теометрического проектирования, 
учитывающих погрешности метрических характе- 
ристик и параметров размещения объектов, явля- 
ются методы интервального анализа [5]. Один из 
способов анализа интервальных математических 
моделей основан на их отображении B евклидово 
пространство [6]. При этом образом каждого ин- 

тервала в RY является пара чисел, характеризую- 
щих центр и радиус интервала. Для моделирова- 
ния образов интервальных комбинаторных мно- 
жеств в RY построим &-образы комбинаторных 

множеств парных перестановок, парных размеще- 
ний и парных сочетаний. 

Рассмотрим множество 

A={a, 0.0} = (вР ‚ g8, 0 Ъ 

тде p;eJ,, i с/, — кратности элементов множе- 

ства 4, р, +р ЖетР, =N & <8 << & › И МНО- 

жество B={h,by, ... b}, @;Е К, b е Ё. Построим 
множества 7|,7,,...‚7, вида Z ={(a,b)}, ieJ,. 
При этом & множеств Z; M3 л являются различ- 

НЫМИ, k, Sk<n. 

Используя подход, приведенный в [4], сфор- 
мируем следующие классы К-образов комбинатор- 
ных множеств. 

1. Композиционный образ комбинаторных 
множеств В, Z,,Z,,...,Z, › порожденный множе- 
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ствами {ay,b},{ay,b,},..-,{a,,b,}, где P, — множе- 
ство перестановок M3 л элементов, & из которых 
различны [1, 2]. Обозначим такой k-06pas мно- 
жеств через РГ (Z,,2,,...,Z,) или PI,, и назовем 
множеством парных перестановок. 

2. Композиционный образ комбинаторных 
множеств Ay, Z,,2,,...,Z, порожденный множе- 
ствами {a,4}, {”z b},n{a,.b,} - Здесь — общее 
множество размещений U3 л ЭЛСМВНТОЕ k U3 KOTO- 

рых различны, по т [2]. Такой &-образ множеств 
обозначим через Al (Z,,2,,...,Z,) или AI”, и на- 
зовем множеством парных размещений. 

3. Композиционный образ комбинаторных 
множеств С"", Z,,Z3,....,Z, , порожденный множе- 
ствами {a,b},{a),b},... { b}, где Z,={(a,b)} 
различны, ieJ,. Здесь Си — множество сочета- 
ний с повторениями из л различных элементов по 

т [2], причем для любого ]'=(Ёід’812"”’3і„.)56т 
справедливо & <& <..<g . Предположим, что 
кратности р, элементов £;,8,...,8), множества A 
равны Py =p; =...=p; =M, а множество В имеет 
вид: B={4,b, - b} е( 8е ае ), pimpy 

у =M. Приэтоммножества Z, можно пред- 
ставить как Z=Zy=..=Z,={(g,4)}, 

{(g;,ez)} s Lyt = Zn~m+2 = я 

{(gk, ek )}. Этот &-образ множеств обозначим 
CI™(ZpZ;5 Z,) или CI и назовем множеством 
парных сочетаний с повторениями. 

2. Постановка задачи 
Пусть Х-композиционный образ комбинатор- 

ных множеств [4], Хе{Р]„,„А ‚’‚"„‚ё]‚:"}. Рассмот- 
рим задачу оптимизации 

Ф(1) — 1&1)? 3 () 

heHc X, 

тде Ф: Х — В! — некоторый функционал. 
В результате погружения f множества Х B RV 

1,2] сформулируем задачу оптимизации функции 
Ф(х) ‚ эквивалентную (1): 

Ф(х) —> пна (2) 

хЕЁ, rc Ка 

где ф: Е —> R' — функция N переменных, опреде- 
ленная на множестве Ec ВЁ*; E=f(X) — образ 
множества Х в пространстве RY ; ф(х) = Ф(А) при 
x=f(h), VheH . 

3. Задачи с линейной целевой функцией 
без дополнительных ограничений 

Рассмотрим случай, когда в задаче (2) функция 

Ф(х) является линейной, а B качестве множества 
Е выступают образы множеств парных переста- 

новок Ё/ , парных размещений ЕГ, ‚ парных co- 
четаний с повторениями SI ” B пространстве RY : 

N 
Ф(х) =Y с —> min › [6)) 

i=1 

e x=(x, %, Xy)e ECRY ; ¢, e RY; ieldy. 
OTMETHM, что задачи минимизации линейных 

Функций на евклидовых комбинаторных множе- 
ствах исследовались ранее [7—9]. Распространим 
изложенный в этих работах подход на задачу опти- 
мизации вида (3). 

Пусть множество Ё в задаче (3) представляет 
собой множество парных перестановок ЕГ. Тог- 
да задача оптимизации примет вид: 

» 
o(x)=¢x, —> п › (4) 

=1 

тде x=(x,%),...,x, )€ ЕГ < К ; w=2n; 

¢=(c,¢505¢, ) € R . 
HanOMHMM, что координаты точек множества 

Ё!,‹ принимаютзначения всевозможных переста- 
новок пар (а,,6) ‚ где @; е 4, be B, 1е ./ . Зададим 
на множестве пар (a;,5,) следующее бинарное от- 
ношение: 

((а 6 )<(а д )) & (6 ey 1)@, -) + 

5 е„ -еа)(@, -д,)=0), © 
e се К” — вектор коэффициентов функции цели 
задачи (4), ipi ,, jkel,. 

Отметим некоторые свойства введенного отно- 
щения. 

1. Из структуры соотношения (5) и произволь- 
ности выбора пар (a, ,b D5 (a,k, Ik) следует, что лю- 
бые две пары из множества {(a,B).(a,, b,), -(8,,8,)} 
сравнимы между собой по отношению < 

2. Отношение < рефлексивно, так как для него 
выполняется условие (a, ,b )-<( ,b,]). Это следует 
из TOro, что 

(с„_‘—с„_і)(а‚. -a )+(¢ch11.)(b_ Ab. )=0. 

3. Отношение 7 антисимметрично, поскольку 
для него справедливо соотношение 

(@ 4 )<(а )) &((a, b,)<(@, b )= 

=((a,.8,)=(a,,b). 

Ero справедливость вытекает из TOTO, что нера- 

венства 

(€0 _CZk—l)(ai/ -,)+(6, "и…’і‚ -5,)<0, 

(a1 =€) (@ = @, )+ (с = &)(B, -6) <0 
MOTYT одновременно выполняться только при 
а =a,, 8 =b,. 

91



И.В. Гребенник 

Выстроим пары (a;,4,) в соответствии C OTHO- 
шением (5). Пусть последовательность (st} 
такова, что 

@ в, )-(а в) <<(а й,. © 
Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 1. Минимум линейной функции Ф(х) 

задачи (4) на множестве Е1 ‚ › порожденном мно- 
жествами Z, ={a,,}y}, i e / › достигается в точке 

х =(а оо Е BT () 

e ха ; ® =6 ; ж при ## 7, ijel,, 
Де, ‚ а последовательность {лб»--.›й,} удовлетво- 
ряет (6). 

Доказательство. Предположим против- 
ное, пусть минимум функции ф(х) задачи (4) на 
множестве ЕГ, достигается в точке уе ЕГ, , от- 
личной от х° вида (7). Это значит, что можно ука- 
зать такое значение ре/, ‚ что х; =Y, /еЕ/, 
X, * у, . Рассмотрим два случая. 

1. ре !, ={1,3,...,” - }. Тогда существует такое 
4ЕГ, 9>р, что y, =х › Ур =X, В векторе у 
выполним транспозиции значений координат У, 
И у› Ур И Уды. Полученный вектор обозначим 
У. Очевидно, уе ЕГ, . Рассмотрим разность 

-› 

O =0(0) =3y + Cour Vst + 6У, бар — 

Y p —бонУ рн —У — аеа = 

=©,-6)0, = )) +(сры = с)Он -) = 

=(©, -6)( = ¥,)+ (€ -ба = Vpur) - 
B соответствии с (6), (7) x; =q,, х;„ =b, ‚ где 

1 ‚:рТ*_ », =@, › Узн = , › причем d>t, ditel,. 
Тогда 

©(7)-Ф()) =(©, ~¢,)(a, -, )+ +(e,y —¢,u)(B, -, )- 

Согласно (6), (7) (a,,5,)<(a,.b,) , поэтому 
Ф(у)-Ф(у) <0. Это иротиворечё‹т предположению 
одостижении вточке уе Е!,, минимума функции 
Ф(х) задачи (4). 

2. pely={24,..,w} . В этом случае можно ука- 
зать такое gel, @>р, что ), =Х,, уа =X, 
Проводя аналогичные случаю 1 построения, полу- 
чим противоречие, 

На основании противоречий, полученных в слу- 
чаях 1 и 2, придем к справедливости утверждения 
теоремы. 

Результаты теоремы 1 можно применить при 
решении следующей задачи: y(y) =|y —dfl2 —min , 
уе ЕГ ‚ где d=(d,,dy,....d,) е К*. Для w(y) при 
ус ЕГ, справедливо: 
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1 

КЕ 
w»)=|y-df =i+ Y -2y dy, £ я = 

=Zn1:(a‘.’ +b,1)+z";d}-2zw‘;d,.y, я 
я = i 

В S (a2 + 12 4 У g2 т У/° ут;‚г„ж„ш(у#ё(а‚ +80+2а ¥2mindd 

тде @ =-d,,ieJ,. 
В соответствии с теоремой | минимум B правой 

части достигается в точке V' е ЕГ, где })-1 =a,, 
Yoy =b,, 1)#1, при 1# , i;ed,, /Е ‚ а последо- 
вательность {/,5,...,!,} удовлетворяет соотноше- 

нию (4, ,, ) (4, ,b,) <. <(a,.8,) ‚ то ссть 

min [y-df =3 + )+ S 23 4) . ®) 
ekl i i = 
Рассмотрим задачу оптимизации вида 2 

v =|y-d|' > max, d=(d,dy,....d,)eR", уе Е! . 
Tlo аналогии с выводом соотношения (8) полу- 

чим; 

ВМаг на S 2 g -af =2 a 4 )+ )в + д24 уп)- 

л В [ 
=;(“} _‚‚[‚’1„;,1‘_1_;5&(2;‚4„). 

На основании теоремы 1 минимум в правой час- 

ти равенства достигается в точке jeEl, , где 

V=8, Jyy=b, 1 ж при 1е ), ield,, jel,,a 
последовательность {i‘,iz,. і„} удовлетворяет со- 

отношению (а, й, );(41,2,17‘‚2 )7…;@,„ »b,), то есть 

Yekly max[y-df = 3@ + 1)+ 325 a5 ©) 
i=l = = 

Предположим теперь, что 4 € R” является эле- 
ментом множества ЕГ, . Тогда справедливо соот- 

M Й 
ношение Y d? = 3(а +57) . Значит, 

i=1 i=l 

В v 
max Jy~dff =23 (а +81)-23 5, = 

isl ist YeEly 

=C-234,, - (10) 
1 

Рассмотрим функцию /() = Ё‹і‚ Yrne @е ЕГ . 
1 

Покажем, что минимальное значение I;(y) на мно- 
жестве !, не зависит от выбора вектора коэффи- 
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» 
циентов ае El,, и равно Q=Y'd,§ ‚ где ре ЕГ, 

=] 

удовлетворяет соотношению (9). С этой целью вве- 

дем функцию 1, (y)= Zd у ‚ где d' eElL,, d'#d. 

TIocKOMBKY @! MOXHO получить из d путем конеч- 

ного числа транспозиций изменим порядок сум- 

мирования слагаемых в выражении для l (y) та- 

KHUM образом чтобы выполнялось условие 

L= Zd,»',y, ‚ @ =а) , jeJ, . Но тогда, посколь- 
ля 

Ky y € ЕГ„ принимает значения всевозможных пе- 

рестановок пар (ay,h),(4,5,),...,(a,,5,) , TO 

i, L= В {„(0)=0› 

что и требовалось показать. Это значит, что для 
любой точки 4 е ЕГ, расстояние до наиболее уда- 
ленной от Hee точки множества ЕГ, является ве- 
личиной постоянной, ее значение определяется 

соотношением (10) и равно D=.C-20, где 

C= 22(0 +52) ,а 0 Za’ 7; . Приведенные pac- 
i=l 

суждения доказывают справедливость следующего 

утверждения. 
Теорема 2. Диаметр множества ЕГ, равен 

‚ где уо_ про- 
1 

извольный элемент множества ЕГ, а yeEl, 

удовлетворяет условиям Jy, 1 =, › Jy;=b, › 1 1, 
при f#j, i;el,, jel,, последовательность 
{il,il,. яя удовлетворяет соотношению 

(4,8)5@,.8,)5-(a,.8,). 
V У 

Пусть теперь множество Е в задаче (3) пред- 

ставляет собой множество ЕГ”. парных размеще- 
ний U3 л элементов, & из которых различны, по 

т . Тогда задача (3) примет следующий вид: 

у 
o(x)=¢x, »>min, (11) 

#=1 

тде X=(x,%,...,%,)€ ЕГ < К, ¢=(c,¢,..,¢,)€R”, 

v=2m. 
Воспользуемся следующей особенностью мно- 

жества I} . Из комбинаторных свойств базового 

комбинаторного множества Al , порожденного 

действительными числами @,@),..., ., ‚ следует [9], 
что оно является ОбЪСДИНБНИбМ множеств переста- 

HOBOK P") При 5TOM, каждое множество Р„(‚Ё, по- 
рождастся одним неупорядоченным т -элемент- 

ным набором {с‹д‚ад‚‚..,аіт}с{и„аі‚…,и„} ‚ Коли- 

чество М множеств перестановок Р®) равно чис- 
лу всевозможных неупорядоченных наборов из л 
элементов, & из которых различны, по 7 . Число 
М не превосходит числа сочетаний с повторения- 
мииз л элементов по т 

МЁ@=(п+т—1)!_ 

т) — т!(п-1))! 

Распространим указанные свойства множества 

ИГ на множество парных размещений EJ7 . 

Представим множество EI), в виде объединения 

множеств парных перестановок ЕГ@) ‚ 1е „. При 

этом каждое множество ЕГ, cRV порождается 

неупорядоченным множеством 

G = {(“л ›б)›(а ›в )-(а ой, )} © 

c{(@h).(a.5,),....(a,.5,)} - (12) 

Количество М MHOXECTB перестановок Е’‚‹‚Ё‚ 

не превышает числа сочетаний с повторениями U3 

п Ээлементов по у и зависит от количества ki pas- 

личных пар B множестве {(“1›1’1)›(“2:1’1)›‹--›(“л›ьп)} ь 

Таким образом, 

ЕГ UE о, 3 

Y {JisJsee 

= B9 ({(@)83)a5,8,)r-2,,.8,)})- 
Рассмотрим множество G вида (12). Зададим 

на множестве пар (a;,b; )EG(‘),teJm ‚ отношение 

порядка, аналогичное (5): 

^‚)=4, ВГ = EIY (6°)= 

аё) <(а 6‚ )) & (e - о1 )@ - @, )+ 

Hey-cr)(, ~b,)<0)- a4 

Упорядочим элементы множества G B соот- 
ветствии с отношением порядка (14). Пусть после- 

довательность { JiaJyreees j,m} < J,, такова, что 

(a;,.b, )f(“/q by, )f"'f(a!/m b ) (15) 

Теорема 3. Минимум линейной функции Ф(х) 

задачи (11) на множестве EI}), , порожденном мно- 

жествами Z; ={a,,b}, !е/,, достигается в точке 

х` =(x{,%},...,%, ) € EI , такой, что 

х -argmm o(y)> у® =arg min Ф())› 
yeEI), @) 
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где С® — множество вида (12); J’sz =q;, 2 

Vi =b, ; J, #J, при s#r, joel,, tel,, ге‚/‚„, Uy 

a {J}, »]'‚‚‚›.-›/}т} < J, удовлетворяет (15). 

Доказательство, Воспользуемся декомпо- 

зицией множества I, вида (13). Применяя к каж- 

дому множеству ЕГ, ") теорему 1 и выбирая среди 

точек у’ минимума ц›(у) на Е!“’‚ точку с мини- 
мальным значением ф(у) , приходим к справедли- 

вости утверждения. 

Используя теорему 3, получим решение задачи 

2 . 
\() =|у -[ —> лп ‚ yeEL}, 

тде d=(d,,d,,..., @)Е К, v=2m. 

Проводя построения, аналогичные выполнен- 
ным при доказательстве теоремы 3 и опираясь на 
теорему 1, получим: 

у° =argmin ‘ Oarg min о-, 
iely уе( () 

где ма =@, ; Yy =b . J,*Jj, mpu s=r, 
J, Е,› fed,, ГЕЙ,„, а последовательность 

{1.‹\ sJyreeesdiy } <J, удовлетворяет (15). 

ТТочное решение задачи оптимизации (11) опи- 

санным выше способом при больших л и т тре- 
бует достаточно высоких вычислительных затрат, 
что не всегда является приемлемым. Рассмотрим 
способ получения оценки минимума линейной 

функции на множестве ЕГ, 

Учтем, что в Toukax хе ЕГ, координаты 

x,iel, I, :{1,3,.,.,v—1} ‚ принимают значения U3 

множества  A={d),4,....,4,}, @ координаты 

X, РЕ П, I7={24,..v}, — значения U3 множества 

={8, Ъ,.› , . Изспособа построения множества 

ЕГ следует, что оно является подмножеством 

множества EA) < № ‚ которое определяется следу- 

ющим образом. Для любого хе Е4? координаты 

X;,iel], принимают значения размещений U3 л 

элементов множества A по т, а координаты 

X;, i€l — значения размещений U3 п элементов 

множества В по m, 10 есть ЕГ < ЕА , м= л, 

v=2m . Тогда выражение для Ф(х) можно записать 

в виде: 

o(x)= Z”‘"Zl" Zc,y,+2c,z,, 
iel, 

тде yeR™, zeR", G =¢;.,, §=¢y, ТЕ. 
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Поскольку EI}, < EA}, то 

min 2 X)= mm С д Ф( пппч›() o А); у + 

n 
+ min Gz 
„ы„т„„‹в›; к 

тде k,,k, — количества различных элементов BO 
множествах A и В соответственно. 

Решение задачи оптимизации линейной функ- 

л 
цИИ Ф(х):Еш,х‚ на множестве Ей , порожден- 

я 
ном множеством [3:{[31,62,...,13„} ‚ приведено в 

[2,8]. Оно достигается в точке х” е ЕЙ ‚ где x; =By 

Фебо Х, =B, Гейро str=m; В, <P, <<в ; 

Определяя таким образом мивимумы в правой 
части неравенства, получим искомую оценку. 
Справедливо следующее утверждение: 

В 
Теорема 4. Пусть функция Ф(х) = >) ¢.X; опреде- 

я 
лена B точках множества ЕГ, < К* , порожденного 

множествами 2, ={a,,b}, i<J, . Тогда 

min 
xeEIR 9092 

г› (16) 

где G=cyy; G=cys 1/ У =4y 
Yy =0, iel,, ¥, ац› ГЕ.› 5+г=т ‚ последо- 

вательности {1,/,.--!,} и {2› Р»»---› Р„ } ТАКОВЫ, ЧТО 

а, <а, <...<а,, a7 

22T, © =(8, G 20)s 
z;:b,y,ie./,, =by, s i€y, t+d=m. После- 
довательности {hl,hz,.,.,h"} и {41,930} TAKOBEL, 

что 

где T, 26„ 2...2T, 20>6 

by =6, <- <, › (18) 

Используя оценку (16), получим оценку мини- 

мума y(x) =[x fdflz ‚где @е R®, на множестве ЕГ", 

Имеем 

W=fr-df =3+ 3 23 - 
=1 i=l i=l 

Tlockonbky для любого хе ЕГй, координаты 

X;,i €I}, принимают значения U3 множества A, 
акоординаты X;, i€ ; ‚ — значения из множества 
B, то справедливо неравенство: 
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min У` 22 = mm[Zx, + Y ] YA 
xeEl} ХЕЕ jeT, е Г i 

где {ky,kyye..ky} И {5,5)---›5,} ТАКОВЫ, ЧТО 

<ь 
Тогда 

blsbufssh). @9 %, |› 

i = mij AP s Ь ХГЕ‘ЁЛ}Ё‘У(Х)—ХЪЪНХ d“ 2§(ak’+bsl)+ 

+Zd2+2 min de › 
=t xeEI} i 

e @ =-@ , ieJ,. 
Применяя результаты теоремы 4 в правой час- 

ти неравенства, получаем следующую оценку: 

хеЕ!, 
min -а >Z("k +b2) Zv:d,?+ 

i=l 

23(& +dd)s () 
=l 

где {ky,ky,uik} И {5,55»---›5,} удовлетворяют (19); 

@& =dys @ =в iedy УЕЙ, ; 
yg:a,;; 1Е. у?‚,: s+r=m. Здесь 

последовательность {Л,/,.--›/,} удовлетворяет (17), 

а {P Py D) такова, что @) >@; >..2d, 20> 

>3, 2.2d, , =@,4,7), @б РЕ 
%= 

..+h,} удовлетворяет (18), а {¢,4; 

кова, что Ё;А 2‹3;2 2…23;_' 20›:3;;_‘ 2…2&:„ 

Рассмотрим теперь случай, когда множество Е 
взадаче (3) представляет собой множество S, пар- 

ных сочетаний с повторениями U3 л различных эле- 
ментов по т . В этом случае задача (3) примет вид: 

@ . ied,, 

ТЕ, , t+6=m, где последовательность 

4»} та- 

ц›(х):Ёс‚-х‚. —> пЛ › 21 
= 

где х = (X,%y,0,X,) €SI © В’ , у= т› 

e=(¢,¢55000,)eR" 

Отметим, что координаты точек множества 5Г и 

принимают значения всевозможных упорядочен- 
ных наборов пар (4,b), а €4, heB, iel,. При 

этом наборы отличаются друг от друга составом пар 
(a,,b;) ‚ а каждая napa (a,,5;), ieJ,, может встре- 

чаться в наборе от нуля до M раз. 
Представим функцию цели задачи (21) в следу- 

ющем виде: 

9) = 2‘/3‘1 2(‘21 Ха +CiX) = 
а 

= ;г‚(х:‚.1‚х2;) . (22) 

Поскольку функция Ф(х) вида (22) является се- 

парабельной, то для нее справедливо соотношение: 

min @() = min Х вбоньха) 2 ха i 

с D 7, С. (23) 
Jely 

Hecrporoe неравенство B соотношении (23) бу- 

дет выполняться KaK pageflcmo в случае, если для 

элементов множества $/” допустить произволъ- 
ный порядок следования значений (а ,b Vs 

JeJ, , координат Xy, Xy, ТЕЛ Еслилля кажцо- 
го элемента хе 5[ потребовать выполнения би- 
нарного отношения, определенного в (6), вида 

x=(a,,8,,,,,,.,0, ой, )ЕБ › 

(a;,5)=<(a,,b,)<..<(q, й,, ) 

то в (23) справедливым будет неравенство >. Та- 

ким образом, справедливо утверждение: 
В 

Теорема 5. Пусть функция Ф(х) = Хс‚хі опреде- 
в 1 

лена B точках множества 5/” с К° , v=2m ‚ порож- 

денного множествами Z; ={a,,b}, ieJ, . Тогда 

el Ес х (24) 

где X3, =@, х2‚—!7‚ ; 1е]‚„‚ 

(@®,h0)= arg(a/ .tg?zizr,l.isl,. (с„_,а‚- + сдді) й 

Построим теперь оценку минимума линейной 

функции Ф(х) задачи (21) на множестве 5/” на 

основе подхода, примененного при доказательстве 
теоремы 4. Учтем, что в точках X & S/ „ координаты 

х„ 1е Г, принимают значения U3 множества A, а 

координаты X;, 1е ;, — значения U3 множества 

В.Из комбинаторных свойств множества $/”' сле- 

дует, что оно является подмножеством множества 
ЕЁ; < К, которое строится следующим образом. 

Для любого хе ЕЁ: координаты X,,i €I}, прини- 

маютзначения сочетаний с повторениями U3 л эле- 

ментов множества A по т ‚а координаты X;, ГЕ Г 

— значения сочетаний с повторениями U3 й эле- 

ментов множества B по т, TO есть Ё]‚:’‚і cES?, 

w=2n,v=2m. м 

Исходя из этого, запишем выражение для Ф(х) 
в виде: 
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o)=Y ex+Y 
n n 

%= >а + 36 › 
Г, й i i=1 

где yeR"; zeR"; g=cy,; 
скольку SI7 < ESY, то 

с„ ; ied,. По- 

mm х)> mm X)_ min + min Gz 
eS| Ф() Ф( эе5т А 0 zs:'"w),z . 

Решение задачи оптимизации линейной Функ- 

&, - 

ции O(x)=) 0,X, на множестве 5” , порожден- 
г 

ном множеством В = {5„52, B, } приведенов [2]. 

Оно достигаетсявточке х` -(х„х„ С )e m ‚ где 

=Вша » Е, , X =Py, i€\, Bmm,fimax 
COOTBBTCTBEHHO минимальный и максимальный 
элементы множества В ‚ а константа § определяет- 
ся системой неравенств: 

Й 
Do ;20 Viel,, ZawsO Vied, - 
у 

Определяя на этой основе минимумы в правой 
части неравенства, получим искомую оценку. Та- 
ким образом, справедливо утверждение:; 

Теорема 6. Пусть функция Ф(х) = Ес,х, опреде- 

лена в точках множества SI ЗКа 2т порож- 

денного множествами 2 ={a,,b,}, ieJ, . Тогда 

я m 
D Ф(х) 2 апа ) G+l >) G + 
xeSI7 = i=s+1 

В m 
ба D6+ by , G5 @5 

= ра 

где с =Cy s =0y, ТЕЛ› 

=min{a}, e =X} › by =r};}p<b,)s 

Вка =max (р 6) 
Константы 5 и 5, определяются системами не- 

равенств: 

‚ 20 \ге/, › Z sy S0 уеа 

Й 
Yl 20 Vied, 2o S0 Vied, - 
= = 
На основании результатов теорем 5 и 6 полу- 

чим оценки минимума функции y(X) = “x~d“z ‚ где 
ае К, на множестве Ё!‚Т : 

Поскольку для любого хе6/” координаты 
х!ЕЙ, и Х, iel] принимают значения соот- 
ветственно U3 множеств А и В, TO вточках множе- 
ства $/” справедлива следующая оценка: 
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ы 2 & min )= g}[zfl;"x—d” zm(ag+b§)+§d,2+ 

+2 min Za‘ х› (27) 
xeSI7 

тде и„:г’т:;п н Ь„:г‘т:‘і’пр,\, @ =-а 1Е. 

Минимум в правой части неравенства можно 
оценить с помощью оценок (24) или (25). Таким 

образом, для функции у(х) =|х-а? на множестве 
51 справедливы следующие оценки: 

min [x- d” >m(a +b§) idfflid{x,", 

где а„ & и @& удовлетворяют (27), x5, =af -1 = Ы 

х =00, (@ ‚& ) =arg (Cz,»_laj +с„/},)‚ teJ,,,. 

ле 

min 
(ay.by)eZ)jely 

min x - d[[ >m(aa+b§) Ё:і‘?+а‚„шЁЁ‚-'+ 
1 i=1 

ЕЫ 

эна нга 
+а D, & + ……2!” аы 2. @› 

f=s+l e 
тде @й) и @ удовлетворяют (27), @& =dy; 

@; = @, iel,, 

соотношением (26), константы $ и 5, определя- 

Я › Отах › Вици › Doy ОПределяются 

ются системами неравенств: 

А 

Z;d,‘ 120 Vted › Z Г./ <0 Viede s 
= 

Z …]20 vield, Е _т‚_О Ve, - 

4. Применение результатов исследований 
при разработке интеллектуальной системы 

поддержки принятия решений 

Полученные в статье результаты могут быть ис- 
пользованы при разработке интеллектуальной сис- 
темы решения задач геометрического проектирова- 
ния. Цель создания интеллектуальной системы — по- 
вышение эффективности решения задач геометри- 
ческого проектирования на общей фундаменталь- 
ной основе с использованием комплекса разрабо- 
танных к настоящему времени математических мо- 

делей и методов. Функциями системы являются ана- 
лиз постановки задачи геометрического проектиро- 

вания, сформулированной на языке, близком к ес- 
тественному, принятие решения о возможности по- 
строения (выбора) математической модели задачи и 
ее решения на основе оптимизационных методов 
геометрического проектирования. 

В состав интеллектуальной системы могут быть 
включены следующие подсистемы: 

1. Подсистема анализа исходной информации 
о задаче и принятия решения о возможности ее 
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Формализации и выбора математической модели 

задачи в соответствующем классе моделей. 
2. Подсистема построения конкретной реали- 

зации математической модели. 
3. Подсистема оптимизации параметров модели, 

4. Подсистема визуализации исходных данных 
и результатов решения задачи геометрического 

проектирования. 

5. Банк математических моделей задач геомет- 
рического проектирования. 

6. Банк методов оптимизации. 
Проблемы анализа постановки задачи геомет- 

рического проектирования, сформулированной на 

языке, близком к естественному, рассматривались 
в [10]. Применение описанных там подходов по- 

зволяет формализовать постановку задачи геомет- 

рического проектирования. Теоретической осно- 

вой такой формализации является основная задача 

теометрического проектирования, сформулирован- 

ная в [1]. Формализация интервальных математи- 

ческих моделей задач этого класса может быть Вы- 

полнена на базе основной задачи геометрического 
проектирования в интервальном виде [11]. 

Дальнейшая конкретизация математической 
модели задачи связана с моделированием ее облас- 
ти допустимых решений. Основу моделей облас- 
тей допустимых рБШСНИй задач геометрического 

проектирования с дискретными параметрами со- 

ставляют классические комбинаторные множества 

[1, 2]. Математические модели, построенные на 

базе классических комбинаторных MHOXECTB, со- 

ставят основу банка математических моделей задач 

геометрического проектирования. ИССЛЭДОВВННЫС 

свойства комбинаторных множеств и разработан- 
ные с их помощью оптимизационные методы по- 

зволяют сформировать банк методов решения эк- 

стремальных комбинаторных задач геометрическо- 
TO проектирования. 

Многиезадачи геометрического проектирования 
представляют собой экстремальные комбинаторные 
задачи на множествах перестановок, размещений и 

сочетаний [1, 2]. Учет погрешностей в моделях за- 

дач этого класса на основе методов‘интервального 
анализа приводит к НЭОБХОДНМОСТИ олисания и ис- 

следования интервальных комбинаторных множеств. 
перестановок, размещений, сочетаний [12]. Отобра- 

жение этих множеств в евклидово пространство, как 

один M3 способов их анализа [6], порождает необхо- 

димость описания и исследования комбинаторных 

множеств парных перестановок, парных размеще- 

ний и парных сочетаний. 

Результаты исследований, полученные в насто- 
ящей работе, могут быть использованы при фор- 

мировании банка математических моделей задач 

геометрического проектирования, банка методов 

оптимизации, в подсистемах построения конкрет- 
ной реализации математической модели и опти- 
мизации параметров модели. 

Результаты работы построенной таким образом 

интеллектуальной системы позволят получать реше- 
ния новых классов задач геометрического проекти- 
рования с учетом погрешностей исходных данных. 

Заключение 

Приведенные в работе постановки и решения 
задач оптимизации могут быть использованы при 
разработке интеллектуальных систем поддержки 
принятия решений, ориентированных на задачи 
теометрического проектирования с учетом погреш- 
ностей исходных данных. В статье предложена и 
проанализирована концепция такой системы. 

Результаты решения некоторых классов задач, 
сформулированные B виде теорем, можно приме- 
нить при разработке методов оптимизации различ- 
ных классов функций на композиционных образах 
комбинаторных множеств. При этом задачи опти- 

мизации линейной функций и нормы разности 

можно рассматривать как вспомогательные задачи 
при реализации методов решения более сложных 
задач оптимизации на построенных композицион- 
ных образах комбинаторных множеств. 

Список литературы: 1. Стоян Ю.Г.‚ Яковлев С.В. Матема- 

тические модели и оптимизационные методы геометри- 

ческого проектирования. К.: Наук. думка, 1986. 268c. 
2. Стоян Ю.Г., бмець О.0. Teopis i методи евклдовой 
комб!наторно! оптим!зацй. К.:1нститут системних досл- 

1джень освйти, 1993. 188 с. 3. Айгнер М. Комбинаторная 
теория. М.: Мир, 1982. 558 с. 4. Стоян Ю.Г., Гребенник 
H.B. Специальные классы комбинаторных множеств B 
теометрическом проектировании // В кн.: Сб. тезисов 

докладов по материалам 10-й юбилейной междунар. 

конф. «Теория и техника передачи, приема и обработки 
информации». Харьков-Туапсе 2004. С. 253-254. 
5. Kaucher Е. Interval Analysis in the Extended Interval Space 
IR // Comp. Suppl. 1980. Ne2. P.33-49. 6. Гребенник 
H.B., Романова T.E. Отображение интервальных комби- 

наторных множеств в евклидово пространство // Про- 
блемы машиностроения. 2002. 5, №2. С. 87—91.7. Сто- 
ян Ю.Г., Яковлев C.B. Свойства выпуклых функций на 
перестановочном многограннике // ДАН УССР, Сер. А. 

1988. №3. С. 238-240. 8. Яковлев C.B., Гребенник И.В. O 
некоторых классах задач оптимизации на множествах 

‘размещений и их свойствах// Математика. 1991. №11. 
С. 74-86.( Изв. высш. учеб. заведений). 9. Стоян Ю.Г., 
Гребенник И.В., Емец О.А. Комбинаторные множества 
размещений и их свойства, X., 1990. 38с. (Препринт АН 

УССР/Ин-т пробл. машиностроения, 342). 10. Ещенко 
В.Г., Романова T.E. Математическое обеспечение САПР 
задач геометрического проектирования // Программные 

средства машиностроения: Сб. науч. тр. АН УССР. Ин-т 
кибернетики. K., 1990. 81 с. 11. Гребенник: И.В., Евсеева 
JLT., Романова T.E. Основная оптимизационная задача 

теометрического проектирования в интервальном виде / 
/ Радиоэлектроника. Информатика. Управление. — 2004, 
№ 2. С. 68-72. 12. Гребенник И.В. Интервальные модели 
комбинаторной оптимизации квазилинейных функций 

в пространстве [7R // Доповщ! НАН Украйни. — 2004. 
№9. С. 60-64. 

Поступила в редколлегию 17.11.2004 

97


