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Abstract  

Mathematical models of structural connectivity for fixed and dynamic systems are considered. Ezary-Proshan and Polessky es-

timations are given for fixed systems while for dynamic systems these estimations are determined in the state space. Quality of state 

estimation under different connectivity of vector components of dynamic system nodes is analyzed. It is shown that Tchebotarev-

Achaev basic model approaches the procedure of stochastic synchronization of states. 
  

Общие сведения 

Математической моделью связности системы )(
n
xS , является матрица связности 

}{
ij

aA = , определяющая длины путей между i  и j вершинами (узлами) [1]. Связность сетей 

часто ассоциируют с их надежностью, поскольку представляется логичным утверждение о 

том, что с увеличением числа связей (ребер) возрастает надежность передачи информации 

между любыми узлами. 

Модель, определяющая надежность в виде матрицы связности }{
ij

aA = , обычно ис-

пользуют на этапе проектирования или модернизации сети. Поэтому эту модель следует счи-

тать априорной характеристикой, в отличие от апостериорной, определяемой как процент 

времени, в течение которого выполняются требования критерия качества функционирования. 

Простейшей моделью связности }{
ij

aA = является бинарная матрица ]1,0[∈
ij

a , дающая 

представление о том, что между i  и j  узлами имеется или отсутствует связь. Большей содержа-

тельностью обладает матрица, элементы которой 
ij

a , ,,...,, nji 21= ji ≠  численно параметризу-

ют те или иные свойства связей: длину линий, вероятность связи, канальную емкость и др. [3,4]. 

При вероятностной характеристике связей элементы ija  являются случайными величинами и из-

вестными методами можно вычислить вероятность связности 
ij
P  для любых узлов, особенно ес-

ли их число составляет единицы. С увеличением n  сложность вычислений возрастает пропор-

ционально !n . Для получения численных результатов при больших n пользуются различными 

приближенными оценками. К числу таких оценок относятся оценки Эзари-Прошана [2], Полес-

ского [3,4] и др. Вычисляемые оценки 
ij
P  характеризуют состояния вероятностей связности для 

неподвижной (не изменяющейся во времени) случайной системы )(
n
xS . 

Большей общностью обладает матрица связности )(tA  динамической системы ))(( txS
n

, 

элементы которой )(ta
ij

 представляют уже случайные процессы. При таком представлении 

матрицы связности удается отобразить не только структурные, но и функциональные свой-

ства моделируемой системы ))(( txS
n

 [5, 6]. 
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Описание моделей динамических структур  

В связи с развитием кибернетики, теории управления, инфокоммуникаций динамиче-

ские модели систем в пространстве состояний приобрели мощное теоретическое обоснова-

ние и широкое практическое применение. Таким образом, в изменяемых условиях конструк-

тивными являются методы, основанные на системах дифференциальных или разностных 

уравнений, где в качестве переменной )(tx
i

 следует рассматривать состояние параметров i -

го узла (нагрузку, длину очереди, запаздывание, джиттер и др.). Модель структуры участка 

сети, прилегающего к i -у узлу, определяют соответствующие коэффициенты )(tijα , стоящие 

перед функциями взаимодействия данного узла со всеми смежными j узлами. 

Общее линейное уравнение модели динамики стохастической управляемой системы 

)),(),(( ttutxS имеет вид [8] 

 )()()()()()()(/)( ttGtutBtxtAtdtdx
iiii
ξ++= , ni ,1= , (1) 

где )(t
i
ξ  - вектор виртуального порождающего белого гауссова шума. Размерность матрицы 

)(tA соответствует размерности вектора состояния )(tx
i

. 

С целью обеспечения наблюдаемости, систему уравнений (1) следует рассматривать 

совместно с системой уравнений наблюдения (измерения) 

 )()()()( tvtxtHty
iii

+= , (2) 

где )(tv
i

 - шум в каналах наблюдения от смежных с i -у узлов, некоррелированный с )(t
i
ξ . 

Матрица )(tH определяет масштаб представления векторов состояния )(tx
i

, в частности мо-

жет быть ItH =)( . 

Очевидно, что в тех частных случаях, когда 0== )()( tvtξ  система )(xS  становится де-

терминированной и тогда допускается упрощение, облегчая как анализ, так и синтез систем. 

В общем же случае представления модели (1), (2) являются достаточно универсальными для 

линейных динамических систем. 

Для целостной системы недопустимо полагать, что в уравнении (1) все элементы мат-

рицы связности 0=)(taij  при ji ≠ . При этом уравнения (1) становятся независимы и система 

)),(( ttxS  - распадается на n -элементов nittxS
ii

1),),(( = , поскольку именно взаимные связи 

),(ta
ij

 ,,...2,1, nji =  обеспечивают приобретение системой сверхинтегральных свойств эмер-

джентности. Взаимные связи между компонентами вектора 
i
x могут появиться также за счет 

других недиагональных элементов: Bbij ∈  и Ggij ∈ , которые также подлежит регламента-

ции. Вместе с тем, допустимо рассматривать модель системы (1), где матрица состояния 

)(tA  - полная, а матрицы )(tB  и )(tG  - диагональные. Такое допущение оправдано также 

тем, что при достаточно общих ограничениях за счет матричного sin/cos – преобразования 

система (1) приводится именно к такому виду. 

Известны и другие варианты представления модели динамических систем, так в много-

агентных сетях [5,6], к которым можно отнести также и телекоммуникационные сети приня-

то рассматривать базовую дифференциальную модель в виде:  

 ∑
=

−−=

n

j
jiiji txtxtdttdx

1

))()()((/)( α , ni ,...,,21= , (3) 
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Уравнение (3) интерпретируется следующим образом. Состояние i -го узла )(tx
i

 харак-

теризуется вектором с компонентами )(txij , где i - номер узла, j - номера смежных узлов. 

Компоненты )(tx
ij

 - определяют состояние направлений от узла i  к узлам j . 

При этом, далеко не очевидно, каким образом может быть применена непосредственно 

базовая дифференциальная модель (3), в первую очередь из-за неопределенности как по 

нахождению разности состояний )()( txtx ji − , так и моделей этих состояний. Придадим ком-

понентам разности физический смысл. Очевидно )(tx
i

и )(tx j - векторы, формируемые соот-

ветственно в i -ом и j -ом узлах и их состояния могут быть известны с точностью до модели 

(1). Состояние компонент вектора смежных узлов { })()( txtx jij = - представляют собой дан-

ные, поступающие из линий ото всех j  узлов в данный i -узел. Этот вектор )(tx
j

подлежит 

наблюдению (измерению), поэтому в отношении к нему следует выбрать модель (2), где 

)(tjν - шумы в канале измерения, погрешности измерителя, другие факторы, влияющие на 

точность измерения. При этом более реалистичной может быть иная разность в виде невязки, 

в которой участвует наблюдаемый вектор измерения )(ty j , что соответствует практическому 

содержанию задачи. Сама же задача становится задачей стохастической аппроксимации [9], 

которая широко используется в современных телекоммуникационных технологиях. Она ис-

пользуется например при определении времени кругового обращения RTT, в технологии 

ТСР, в алгоритмах RED-предотвращения перегрузки буфера маршрутизатора и др. [8]. Из-

вестно [8,9], что оценка, получаемая методом стохастической аппроксимации, является оп-

тимальной по критерию минимума среднего квадрата отклонения (МСКО). 

Таким образом задачу (3) преобразуем в следующую: 

 ∑
=

−−=

n

j
jiijiji tytxtdttdx

1

))()()((/)( α , (4) 

где разница )()( tytx
jiij

− - суть, невязка. В оптимальных процедурах невязка имеет характер 

обновляющего процесса типа белого шума. Более того, сама невязка )()( tytx
jiij

−  обычно 

служит в качестве управляющего сигнала при оценке состояния, при реализации как алго-

ритмов управления наблюдением, так и при управлении состоянием системы [8]. 

В задаче (4), необходимо осуществить выбор коэффициентов взаимосвязи ijα  с тем, 

чтобы оптимизировать систему: минимизировать ошибки оценки, обеспечить приемлемую 

скорость сходимости процедуры (4) на участках квазистационарности и получить при этом 

наибольший эффект от системного рассмотрения с учетом взаимосвязей при рассмотрении 

динамики. 

В данном случае (4) не так важно будет ли данная система )),(( ttxS
n

централизована 

или децентрализована. Для любой из этих структур имеют место соответствующие взаимо-

действия ijα , определяющие ее связность. Связность или структурная связность является 

важнейшей характеристикой любой системы, поскольку с исчезновением связности исчезает 

и сама система.  

Следует отметить также возможность возникновения ложной взаимосвязи между ком-

понентами вектора 
i

x , которая может появиться даже при нулевых значениях недиагональ-

ных ijα , ijb , ijc . Эта взаимная связь между независимыми компонентами 
i

x  и jx  может воз-

никнуть за счет появления недиагональных компонент матрицы измерений ][)( jihkH =  в 

уравнении (2). Такая ситуация возникает в тех случаях, когда при измерении одного состоя-
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ния 
ij
x  в данный измерительный канал поступают переходные сигналы от другого 

ji
x , то 

есть когда имеются кросс-переходные взаимные помехи. Эта искусственно полученная связ-

ность за счет  появление компонент 0≠jih   носит, как правило, нежелательный характер. 

Устранение таких нежелательных связей обычно осуществляется инженерными методами. 

В другом крайнем случае, при максимальной связности матрица Aij ∈α  - может оказать-

ся полной. На практике это может означать, что все узлы сети связаны друг с другом. Очевид-

но в динамических системах, в  том числе  телекоммуникационных, такой полносвязный слу-

чай – не реальный, ибо на практике связь всех со всеми одновременно, как правило, не нужна. 

Более реалистичным является случай, когда матрица ijA  будет сильно разреженной. 

Оценка состояния связанных систем 

Процедура (4) реализуется обычно в дискретном виде: 

 [ ]∑
=

−+=+

n

j
iiijii kykxkkxkx

1

1 )()()()()( α , (5) 

где )()()()( kvkxkHky jjj +=  - система уравнений наблюдения состояния вектора )(kxj . 

При анализе связности структуры в многомерной динамической системе важным явля-

ются не только номинальные значения ijα , но и число этих недиагональных элементов. Из 

работ Гарднера, Эшби [7] и других авторов известно, что при определенном числе недиаго-

нальных элементов (для сложной 10-мерной дифференциальной системы) возникает не-

устойчивый режим. Утверждается, что и такая сильно связанная модель при ∞→k  расхо-

дятся. Здесь же [7] представлены данные о существовании критической связности, когда 

число недиагональных элементов ijα  достигает 13% от их возможного максимального числа 

nn× . При этом неустойчивость модели характерна как для линейных, так и нелинейных ди-

намических систем. Приведем характерные графики устойчивости в зависимости от связно-

сти [7] (рис.1). 

 

Рис.1. Графики вероятности устойчивости n -мерной модели в зависимости от уровня связности 

В научной и технической литературе уделяется много внимания рекурсивным процеду-

рам фильтрации, получению оценок, статистических выводов и др. [8,9]. Одномерные про-

цедуры (1) и (4) достаточно хорошо исследованы [8,9] и их устойчивость обеспечивается со-
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ответствующим выбором шаговой постоянной ijα  при достаточно общих ограничениях на 

свойства статистики Yy ∈ . 

Вместе с тем, достаточно часто приходиться решать задачи нахождения оценки двух- 

или более мерных процессов ,,...,),,...,()( nnxxxkx
n

T
32

21
==  функционально или статистиче-

ски связанных между собой. В качестве реального примера связанности процессов можно ука-

зать на процессы управления сетью, на сигналы в соседних антеннах в технологии MIMO, на 

процессы во взаимодействующих маршрутизаторах и др. При сверхкритическом возрастании 

таких связей следует ожидать нарушения устойчивости, в то же время при слабых связях сле-

дует ожидать, что точность оценки каждой из компонент 
i

x  должна повышаться, поскольку 

неопределенность в независимой n -мерной системе выше, чем при наличии указанных зави-

симостей между переменными в этой системе. Возникает вопрос о том, насколько взаимная 

информация оказывается полезной и при каких параметрах рекурсивной процедуры (1) или 

(5), в частности при наличии не нулевых значений ijα , имеется выигрыш в точности оценива-

ния. Другой важной задачей является получение ответа на вопрос о том, как наилучшим обра-

зом можно использовать взаимную информацию, определяемую наличием 0≠ijα . 

Известно [9], что рекурсивные методы позволяют производить вполне состоятельную 

оценку методом стохастической аппроксимации при достаточно медленно изменяющихся 

процессах )(kx . При этом, очевидно, шаг дискретизации kkt −+=∆ )( 1  следует выбирать 

значительно меньше квазипериода или интервала корреляции этого процесса. 

Результаты машинного эксперимента 

Выбор процедуры. Оптимальной процедурой для оценки состояния случайных про-

цессов )(kx , является фильтр Калмана- Бьюси (ФКБ) [8], однако часто используют более 

простую процедуру стохастической аппроксимации (СА) [9] в виде: 

 )())(()( kykxkx ββ +−=+ 11 , (6) 

являющуюся преобразованным видом классической процедуры 

 ))()(ˆ()(ˆ)1(ˆ kykxakxkx −−=+ . (7) 

Известно [8,9], что процедура СА (7) является оптимальной для оценки случайных ве-

личин x . Использование ее для оценки состояния случайных процессов приводит к тому, что 

после каждого изменения )(tx данная процедура претерпевает переходный режим. Иными 

словами: при оценке случайного процесса процедура СА находится в постоянном переход-

ном состоянии, что приводит к ошибкам оценивания. Вместе с тем эти ошибки можно замет-

но уменьшить, сокращая шаг дискретизации kkt −+=∆ )( 1  по сравнению с интервалом кор-

реляции 
кор
τ  случайного процесса. Практика показывает, что при длине шагов 

кор
t τ),...,( 0010010=∆  влияние переходного процесса мало заметно. 

Для исследования влияния взаимных связей ija  достаточно выбрать 2-мерную процедуру: 

 




−+−+=+

−+−+=+

)),()(ˆ())()(ˆ()(ˆ)(ˆ

));()(ˆ())()(ˆ()(ˆ)(ˆ

kykxakykxakxkx

kykxakykxakxkx

2122221222

1212111111

1

1
 (8) 

где значения consta
ii
= , 

jj
a - изменяется от 0 до 

ij
a  и влияние этих зависимостей следует ис-

следовать. Структурная схема алгоритма (10) представлена на рис. 2. 
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Выбор оцениваемых функций. В качестве оцениваемых функций возьмем две синусо-

идальные функции )(cos)( kukx
iii

ϕ=  с одинаковыми амплитудами 
21

uu =  с разными началь-

ными фазами и с шагом o

41 =−+=∆ )()( kk
iii

ϕϕϕ . Уравнение наблюдения выберем в виде  

 

 )()()( kkxky jii ν+= , (9) 

где )(kν  - выборка из гауссового белого шума со спектральной плотностью мощности )(kN
v

. 

Соотношение сигнал/шум: 
ν

NP
c
/  составляет 5дБ. 
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Рис 2. Структурная схема двумерного алгоритма оценки процесса )(kx
i

 

В качестве индикаторной функции возьмем выборочное нормированное значение апо-

стериорной дисперсии 2

xi
σ , вычисляемой по формуле  

 ∑
=

−

−

=

K

k

iixi
kxkx

K 1

22

1

1
))(ˆ)((σ ,  (9) 

где K - объем выборки, составивший значение 10000 отсчетов. 

Обсуждение полученных результатов. На рис. 3 представлены три различных графи-

ка изменения точности оценки по выборке, удовлетворяющей уравнению (6) в зависимости 

от числа шагов дискретизации, отсчитанных от момента включения процедуры для различ-

ных значений коэффициентов 
ii
a  и ija . График № 1 дан для сравнения. Он характеризует по-

тенциальные возможности процедуры СА при оценке случайной величины constx = . Из 

графика следует, что с увеличением числа шагов )...( 10050>k  апостериорная дисперсия 

асимптотически уменьшается до нуля. То есть случайную величину x , наблюдаемую на 

фоне гауссового белого шума, можно оценивать асимптотически точно: 0
2
→)(k

x
σ  при 

∞→k . Графики № 2 и № 3 демонстрируют близкие к предыдущему характеристики, однако 

асимптотического обнуления апостериорной дисперсии при ∞→k  не наблюдается. Имеет 

место остаточное значение 2

xi
σ , что обусловлено влиянием неустановившихся  переходных 

режимов. Основной результат проведенного эксперимента состоит в том, что апостериорная 

дисперсия 2

xi
σ  для связанных процессов оказывается несколько, на )%10...5(  ,ниже, чем для 

независимых процессов при прочих равных условиях. Соответственно точность оценки для 

связанных процессов оказывается выше. 
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Рис. 3 Графики изменений апостериорной дисперсии, ошибки оценки )ˆ(~
kkk
xxx −=  

при соотношении сигнал/шум 5
)(

=
ν

NP
x

C
дБ. Ошибки оценки постоянной составляющей - ;0,1 =ijα

 сину-

соидальные функции - 2 , 15,0=
ij
α ; 0,3 =−

ij
α . 

На рис.4 представлены графики апостериорной дисперсии в зависимости от величины 

коэффициента связи ija . График подтверждает предыдущий вывод и показывает, что с уве-

личением уровня связности точность оценки увеличивается. В данных исследованиях были 

использованы относительно слабые связи. С увеличением уровня связности и числа этих 

связей однозначных выводов сделать не удается. 
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Рис. 4 График изменения апостериорной дисперсии ошибки оценки  

при различных значениях недиагонального значения 
ij
α  матрицы связности 

Выводы 

1. Наличие связности между элементами систем обеспечивает приобретение ею новых 

сверхинтегральных свойств: системности, целостности, эмерджентности. Наличие связности 

в сетевых структурах, типа инфокоммуникационных систем, обеспечивает обретение 

свойств надежности и живучести сетей. 

2. Для неподвижных (с неизменяемыми во времени параметрами) сетей характер связ-

ности отображается матрицей связности, которая может иметь бинарную структуру или со-
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стоять из количественных данных, определяющих уровень связности (вероятность, каналь-

ность, расстояние и др.). Коэффициент связности или вероятность связности для таких сетей 

находятся по приближенным методикам Эзари-Прошана, Полесского и др. 

3. Для динамических (с изменяемыми во времени элементами связности) сетей значе-

ния связности могут быть получены через текущую оценку состояний связности для каждого 

узла от всех смежных узлов. Для поучения апостериорной в реальном масштабе оценки 

связности целесообразно использовать модели в пространстве состояний, что позволяет ха-

рактеризовать динамические как детерминистские, так и стохастические системы. Практика 

показывает, что для состояния процесса допустимо использовать методы стохастической ап-

проксимации при условии выбора шага дискретизации 
кор

t τ<<∆ . 

4. Анализ многомерных дифференциальных систем показывает, что наличие взаимных 

связей между компонентами системы не может иметь произвольных значений. Большое чис-

ло связей приводит к появлению неустойчивых режимов. В другом крайнем случае: при от-

сутствии взаимных связей система теряет свои системные свойства (целостность, эмер-

джентность).  

5. Наличие связи между случайными процессами способствует повышению точности 

(уменьшению значений апостериорной дисперсии) оценки компонент этих процессов по 

сравнению с тем, когда данные процесса – независимы. 
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