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ния Ляпунова AL LA S Т . Тогда корреляционный оператор   K  , '
случайного процесса X t( ) равен [2]

                 )]'()([)',(  XXK M                           (4)

        TT 'exp''exp' AALLAA  ,

где  (.) – функция Хэвисайда.
В дальнейшем выберем какое-либо зафиксированное значение квад-

ратного корня V 1 2/  из матрицы наблюдения V . Для учета явного вида

функционала J x s  используем V 1 2/  в качестве матрицы поворота из

исходного (физического) в новое пространство (в котором будем обозна-

чать все величины индексом “V ”) по правилу X t V X tV ( ) ( )/ 1 2 ,

A V AVV  1 2 1 2/ / , S V SVV  1 2 1 2/ /  и L V LVV  1 2 1 2/ / . На основе кор-
реляционного оператора (4) можно [3] осуществить разложение процесса

)(tXV  в каноническом базисе  e tn ( )  с отвечающим ему набором соб-

ственных чисел  n , где n  1 2, , ... . При этом базисные функции
удовлетворяют следующему интегральному уравнению Карунена-Лоэва:

       e d K en n

T

n( ) ' , ' ( ' )      
0

0.                 (5)

Базис  e tn ( )  является оптимальным по сходимости и равномерно-
сти [3]. В этом базисе ПФ принимает следующий вид:
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здесь обозначено в качестве результата скалярного произведения
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Обозначив значение ПФ (3) при s t( )  0 (отсутствие сигнала) через
Qx ( ) , запишем

   Q Q s I K sx s x V V V
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где I  – единичная  M M  матрица, а ПФ Qx ( ) , согласно (6),
равна

 Qx s n
n








 ( ) /
/

  1 2
1 2

1
.                 (9)

Следующая функция

    V V VI K s( ) ( ) 


2
1

является решением интегрального уравнения  I K sV V V 2   ( ) ( )
и для рассматриваемого корреляционного оператора равна

         V V Vs E L E E T( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )   2 2 2 22 4 4
1    (10)
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ЛИНЕЙНОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ

Рассматривается линейная система, возмущенная белым шу-
мом, и интегральный квадратичный функционал. Получены яв-
ные выражения для решения задачи риска в подобных системах.

1. Рассмотрим систему, которая описывается линейным стохасти-
ческим уравнением в пространстве размерности M:

               
d

dt
X AX f t  ( ),                            (1)

где X t( ) – вектор состояния; f t( ) – стороннее возмущение, обладаю-
щее свойствами векторного белого шума; A – диссипативная матрица
размером  M M . Примем, что результатом наблюдения за системой
в течение временного интервала  0  t T  является интегральный
квадратичный функционал следующего вида:

     J dt X t s t V X t s tx s

T
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здесь V  – заданная  M M  матрица наблюдения; а s t( ) – заданная
векторная функция. Эту функцию можно интерпретировать как сиг-
нал, регистрируемый согласно (1) на фоне шума X t( ).

Функционал (2) определен на ограниченном отрезке времени, он
зависит от случайной функции X t( ) и в силу (1) является случайной
величиной. Поставим задачу [1] о нахождении статистических свойств
функционала Jx s . Информация о плотности распределения вероятно-
стей случайной величины J x s  или, что эквивалентно, о производящей
функции (ПФ) этой случайной величины необходима, например, в
задачах синтеза оптимальных приемников или задачах риска [2,3].

2. В целях теоретико-вероятностного анализа свойств функционала
(2) рассмотрим производящую функцию следующего вида:

       Q Jx s x s  ( ) exp M ,                        (3)

где  – параметр;   .M  – символ математического ожидания.
Пусть  )]()([ tftfS M  – ковариационная матрица шума в (1), а

 M M  – матрица L – решение стационарного матричного уравне-
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никающих погрешностей и исследования сходимости, при этом выбран-
ная фактическая размерность базиса (число используемых компонент–
функций) неравномерно зависит от параметров задачи и требует каждый
раз определения [6,7]. Важно отметить, что изложенный подход не

требует находить набор  n  и набор  e tn ( ) , а также число его
компонент. Вместе с тем сохраняются обычные трудности, связанные с
решением матричного уравнения Ляпунова AL LA S Т  и нахождением

матричной экспоненты   exp ( ) HV  удвоенной размерности.

3. Распространенные на практике методы решения задач оптимально-
го синтеза линейных стохастических систем опираются, как правило, на
информацию о первых двух статистических моментах используемых
критериев качества [5]. Вместе с тем большой класс задач (задачи риска),
связанных с исчислением вероятности превышения заданного порога
заданным функционалом, требует статистической информации обо всех
моментах критерия, т.е. его плотности распределения. Несмотря на свою
сложность, задачи такого рода важны в практическом отношении. Пост-
роенный в настоящей работе алгоритм нахождения производящей функ-
ции дает возможность определить (при заданном пороговом уровне)
искомую вероятность превышения, т.е. вероятность риска.
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Здесь обозначено E1( , )  , E2 ( , )  , E3 ( , )  , E4 ( , )   – блоки
размером  M M , последовательно образующие в совокупности мат-
ричную экспоненту   exp ( ) HV  размером  2 2M M , т.е.
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Парциальную ПФ Qx ( )  (9) можно найти, согласно теореме Адамара
[4], если построить аналитическую функцию ( ) , последовательность

нулей у которой совпадает с набором собственных чисел  n . В целях

совокупного определения набора  n  рассмотрим (5) как характеристи-
ческое уравнение. Из (5) следует, что нетривиальное решение этого
интегрального уравнения будет иметь место, если для правого нижнего

блока   E T4 ,  матрицы   exp ( ) HV  выполняется   det ,E T4 0  ,

другими словами,   ( ) det ,  E T4 . Поэтому, с учетом условия нор-

мировки Qx ( )0 1 , для чисто шумовой ПФ найдем

 Q E T E Tx ( ) det ( , ) / det ( , )
/

  4 4
1 2

0 2 .            (12)

Возвращаясь в исходное физическое пространство для  M M
матрицы H( ) , запишем
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Отсюда выражение для искомой ПФ Qx s ( )  дается совокупностью
формул (8),(9) и (12),(13). Плотность распределения вероятностей слу-
чайных значений аддитивного квадратичного функционала качества
системы J x s  получается на основе обратного преобразования Лапласа
от Qx s ( ) . Результат инвариантен относительно выбранного квадрат-
ного корня V 1 2/  матрицы наблюдения V .

Рассмотрение поставленной задачи приводит к аналитическим и вы-
числительным трудностям при любом подходе решения. Альтернатив-
ный подход, основанный на использовании разложения в базисе соб-
ственных функций, требует определения набора собственных чисел  n
и отвечающего ему набора собственных функций  e tn ( ) , оценок воз-


