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The evolution of an urban system can be mathematically described by a 
vector field in the phase space. An interpretation of the Wolterra equations in the 
context of problems of urban production and population migration, showing the 
possibility of their application to explain the phenomenon of urban development 
is given. 

Міста,�як�об’єкти�високого�ступеня�складності,�постійно�еволюціону-
ють� під� впливом� різноманітних� факторів,� таких� як� зростання� населення,�
економічний� розвиток,� транспортна� інфраструктура� та� інші.� Однак� для�
ефективного�управління�та�передбачення� їх�розвитку�важливо�використо-
вувати�математичні�моделі.

Одним із� ключових� аспектів� є� створення� математичних� моделей,� які�
відображають�просторовий�розподіл�важливих�параметрів�міста.�Це�може�
включати� аналіз� змін� населення� в� часі,� прогнозування� інфраструктурних�
потреб,� визначення� оптимального� розташування� різних� видів� об’єктів� та�
багато�іншого.

Наприклад,�можна�використовувати�моделі�росту�населення,� які� вра-
ховують�етнічний�склад�та�міграційні�тенденції.�Також�важливо�розглядати�
вплив�економічних�факторів�на�розташування�бізнесу�та�житлової�забудо-
ви.�Моделювання� транспортної� мережі� є�ще� однією� важливою�частиною,�
де�можна�застосовувати�графові�та�оптимізаційні�підходи.

Еволюцію міської� системи� математично� можна� описати� векторним�
полем� у�фазовому�просторі� – абстрактному�просторі� динамічних� змінних�
систем.�Хаотичні,�дивні�атрактори�відповідають�непередбачуваній поведі-
нці�систем,�які�мають�строго�періодичної�динаміки,�це�математичний�образ�
детермінованих�неперіодичних�процесів.�Дивні� атрактори� структуровані� і�
можуть�мати�дуже�складні�та�незвичайні�конфігурації�у�тривимірному�про-
сторі.� На� початку�ХХ� століття�Вольтерра� описав� коло� рівнянь� нелінійної�
динаміки,�а�Лоренц�у�1963 р.�виявив,�що�навіть�проста�система�з�трьох�не-
лінійних�диференціальних�рівнянь�може�призвести�до�хаотичних�траєкто-
рій [1].�Система,�вперше�описана�голландським�фізиком�Едвардом�Лорен-
цом,�є�математичною�моделлю,�що�використовується�для�опису�нелінійних�
динамічних� систем.� Розглянемо,� як� дана� система� може� бути� застосована�
для�опису�динаміки�міст [2, 3].
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Система�Лоренца�складається�з�трьох�зв’язаних�диференціальних�рів-
нянь,�що�описують�зміни�в�часі�трьох�параметрів.�Ця�система�має�хаотичну�
поведінку,�що�робить�її�корисною�для�моделювання�складних�і�непередба-
чуваних�процесів [3].

Одним�із�цікавих�застосувань�системи�Лоренца�є� її�використання�для�
аналізу�динаміки�міст.�Міста,�подібно�до� інших�складних�систем,�можуть�
виявляти�хаотичні� зміни�у�своїй�структурі�та�розвитку.�Застосування�сис-
теми�Лоренца�дозволяє�моделювати�такі�нелінійні�динамічні�процеси.

Розглянемо�у�просторі�метрополії�таку�міську�систему,�яка�щодо�еко-
номічної�діяльності�дуже�«мала»�порівняно�з�метрополією.�Це�означає,�що�
будь-які� зміни�економічних�умов� у�міській� системі� не�впливають� на�весь�
простір� метрополії,� який� залишається� структурно� стійким� протягом� спо-
стереження [3].

Передбачається,�що�фірми�та�постійне�населення�вільні�у�виборі�міс-
цезнаходження�і�в�міському�просторі,�і�у�зовнішньому�світі.

Оскільки� міський� простір� замало,� вибір� становища� і� розподіл� фірм� і�
домогосподарів�у�місті�неспроможна�проводити�розташування�інших�скла-
дових�частин�метрополії.

Передбачається,�що�локаційні�характеристики�міського�простору�опи-
суються�такими�трьома�змінними:

Χ – продукція,�вироблена�міською�системою;
Y – чисельність�корінного�населення;
Ζ – земельна�рента.
Продукція�міської�промисловості�може�йти�на�споживання�населення�

чи�експортуватися�зовні.
Після� лінійного� перетворення� змінних,� отримаємо� класичну� систему�

Лоренця:
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