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ВВЕДЕНИЕ

В многомерном статистическом анализе слу-
чайных процессов и полей важнейшую роль игра-
ет распределение Уишарта, описывающее рас-
пределение максимально правдоподобной (МП) 
оценки корреляционной матрицы (КМ) выбор-
ки из многомерного нормального распределения 
[1–3]. На основе этой оценки могут строиться, 
в частности, эффективные адаптивные системы 
пространственной и (или) временной обработ-
ки сигналов на фоне гауссовых помех различной 
природы [9–12].

В теоретических и практических задачах ис-
пользуются распределения Уишарта как действи-
тельных симметричных [1–5], так и комплексных 
эрмитовых [6–10] положительно определенных 
оценочных КМ общего вида, соответствующих 
системам с произвольным расположением в об-
щем случае различных каналов приема. В то же 
время для широкого класса систем обработки 
достаточно характерно построение, при кото-
ром (априори неизвестная) КМ обладает допол-
нительной спецификой структуры, создающей 
предпосылки для повышения эффективности 
обработки из-за уменьшения размерности векто-
ра параметров, подлежащего оцениванию в про-
цессе адаптации [13, 14].

Так, в адаптивных антенных решетках (АР)  
зачастую используется центрально-симметрич
ное расположение в пространстве попарно оди-
наковых приемных элементов (модулей). В этом 
случае КМ выходных сигналов АР, принимае-
мых от точечных внешних источников шумовых 
излучений, может быть не только эрмитовой, но 
и персимметричной (симметричной относитель-
но побочной диагонали) [15–22]. В импульсных 
РЛС такой же спецификой может обладать КМ 
междупериодных флуктуаций отражений на вы-
ходах временных каналов приема системы СДЦ. 

Однако в настоящее время в литературе нет 
единого мнения о выигрышах в эффективности 
адаптивной обработки, которые можно теоре-
тически ожидать от учета этой специфики КМ. 
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Одной из причин этого можно считать неизвест-
ность  плотности  распределения МП оценок 
действительных и комплексных персимметрич-
ных КМ, в теории центрально-симметричных 
систем призванных играть ту же роль, которую 
в произвольных системах играют действитель-
ные и комплексные распределения Уишарта МП 
оценок КМ общего вида [2, 3, 23].

Цель статьи – получить распределения МП 
оценок персимметричных действительных и 
комплексных КМ гауссовых процессов различ-
ной природы.

1. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА  
ПЕРСИММЕТРИЧНЫХ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ 

МАТРИЦ

А. Действительная M M×  матрица Д ={ } =di i
M

 , 1 
является персимметричной, если она совпа-
дает с матрицей, полученной после пово-
рота Д  относительно побочной диагонали,  
т. е. при выполнении равенств

Д П Д П= ⋅ ⋅ = =+ − + −M
T

M i M M id d i M, , , , ,,    1 1 1    (1)

представляющих собой математическое опреде-
ление персимметрии действительной матрицы.

Если в роли Д  выступает корреляционная 
(симметричная) матрица, то справедливы допол-
нительные равенства

Д П Д П П Д П Д= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =M
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Здесь и далее «Т» – символ транспонирования,
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– v v×  ортогональная симметричная матрица 
перестановок с единицами на побочной диаго-
нали, ei  – i-й i∈( 1, )ν  столбец единичной v v×  
матрицы Iv .

При четных M L= ⋅2  матрица Д  (2) допу-
скает блочное представление
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*) Радиотехника. – Х., 1996. – №100. – С. 140–158
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где Д11 и Д12 – L L×  блоки матрицы Д   (4).
Введем 2 2⋅ × ⋅ = ×L L M M  матрицу 
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с непосредственно проверяемыми свойствами
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С ее помощью матрица Д  (4) может быть 
преобразована в блочно-диагональную матрицу
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с детерминантом

det Д Д Д П Д П Д Д ДM M L L= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =∑ ∑∆ ∆ , (8)

совпадающим с детерминантом исходной матри-
цы

Д Д= ⋅ ⋅S SM
T

M M                                 (9)

в силу ортогональности (6) матрицы SM (5).

Б. Комплексная M M×   матрица C ci i

M={ } =
= , 1

 
= ′ + ⋅ ′′C Cj  является персимметричной, если вы-
полняются равенства

C C

C C C C

= ⋅ ⋅

′= ⋅ ′ ⋅ ′′= ⋅ ′′ ⋅

П П

П П П П
M

T
M

M
T

M M
T

M

,

, .
      (10)

Если в роли C  выступает корреляционная 
(эрмитова) матрица, то справедливы дополни-
тельные равенства
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Здесь ~( )  и *( )  — символы комплексного со-
пряжения и эрмитового сопряжения (комплекс-
ного сопряжения и транспонирования) соответ-
ственно.

Введем унитарную M M×  матрицу [18, 22]
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со свойствами
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С ее помощью эрмитова персимметричиая 
матрица C  (11) преобразуется в действительную 
симметричную M M×  матрицу 

C T C T C C CД Д П= ⋅ ⋅ = = ′ + ′′ ⋅* T T
M              (14)

с детерминантом 

C C C CД П= ′ + ′′ ⋅ =T
M ,                   (15)

совпадающим с детерминантом исходной матри-
цы

C T C T= ⋅ ⋅*
Д                                 (16)

в силу унитарности (13) матрицы T  (12).

2. ПЛОТНОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ   
МП ОЦЕНКИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ  

ПЕРСИММЕТРИЧНОЙ КМ

А. Пусть случайные действительные га-
уссовские (нормальные) M-мерные векторы 

yi
i My= ( )

={ }  1   K-мерной выборки Y y={ } =i i

K

1
 вза-

имно независимы, имеют нулевое среднее и оди-
наковую неотрицательно определенную M M×  
КМ Д , то есть
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где δ x( )  – символ Кронекера, черта сверху – 
символ статистического усреднения.

Совместное распределение p(Y) элементов 
выборки Y  в этом случае равно [3, 5, 12]
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где tr(Ф) – след (сумма диагональных элементов) 
матрицы Ф,
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– M M×  выборочная (случайная) КМ. В усло-
виях (17), (18) матрица 


Д = ⋅−K 1 A  является МП 

оценкой действительной КМ Д  общего вида [3, 
11–14], а матрица A  “имеет распределение Уи-

шарта W KM
Д Д( ) ( )A, ,  с K  степенями свободы и 

матицей параметров Д  [5]”  вида [2–5]:
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где Γ x( ) − гамма-функция, для целых x n= ≥1  
равная n −( )1 ! .

Под распределением случайной матрицы по-
нимается совместное распределение определяю-
щих ее случайных элементов [3, 10]. Тем самым 
(20) представляет собой “экономную” запись не-
отрицательной функции M M +( )1 2  скалярных 
переменных

p p a i M i MiA( ) = { } ∈ ∈ , , , , ,1

в роли которых выступают действительные диа-
гональные и наддиагональные элементы симме-
тричной матрицы A (19), полностью ее опреде-
ляющие.

УЧЕТ АПРИОРНОЙ ИНФОРМАЦИИ В АЛГОРИТМАХ АДАПТАЦИИ



431Прикладная радиоэлектроника, 2011, Том 10, № 4

Леховицкий Д.И.  К теории адаптивной обработки сигналов в системах с центральной симметрией каналов приема

Если КМ Д персимметрична, то в условиях 
(17) ее МП оценка может быть записана в виде*)


Д П ПΠ Π Π= = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅( )1 1

2K
T

M
T

MA A y y y y, . (21)

Решаемая в данном пункте задача заключа-
ется в отыскании плотности распределения ма-
трицы AΠ .

Б. Эта матрица как сумма двух симметрич-
ных матриц, каждая из которых есть результат 
поворота другой относительно побочной диаго-
нали, также симметрична и персимметрична, что 
сразу следует и из определения (2). В случае чет-
ных M L= ⋅2  (которым мы здесь ограничиваемся 
для упрощения обозначений) она определяется 
L L⋅ +( )1  случайными параметрами – своими 
элементами ai   при i L∈1,  и ∈ + −i M i, 1 .

Из сравнения (21) с (19) следует, что первое 
слагаемое матрицы AΠ  имеет распределение 
Уишарта (20) с матрицей параметров Д / 2 . Та-
кое же распределение имеет и второе слагаемое, 
поскольку в условиях (2) векторы ПM i i K⋅ ∈y , ,1  
“перевернутой” выборки ПM ⋅Y  имеют те же 
свойства (17), что и исходные векторы yi . Если 
бы эти слагаемые были взаимно независимы, их 
сумма имела бы распределение Уишарта вида 
(20) с 2×K  степенями свободы и матрицей Д / 2  
[3–5]. Однако для слагаемых матрицы AΠ  (21) 
это условие не выполняется, поэтому ее распре-
деление должно быть другим.

В. Для его отыскания разобьем исходную 
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=i i

K i Ly
1 1

2{ }   на 
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Введем преобразованную с помощью матри-
цы SM  (5) выборку
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V
V

V v Y Y

V v

={ } = ⋅ =

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          (23)

позволяющую переписать (21) с учетом (6)  
в  виде

A S V V S S V V S

S V V J V V
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M
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M
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JJ SM M( ) ⋅ .

Легко убедиться, что в силу свойств матрицы 
JM  (5) слагаемые в скобках последнего равен-
ства имеют одинаковые L L×  диагональные и 
противоположные по знаку L L×  внедиагональ-
ные блоки. Поэтому
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∆
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 (24а)

B B B AV = ⋅ =∑ ∆ Π ,                 (24б)

а L L×  диагональные блоки B∑  и B∆  равны

B V V B V V∑
∑( )

= ∑ ∑
( )

== = ⋅ = = ⋅{ } , { }, ,b bi i
L T

i i
L T

   1 1∆
∆

∆ ∆ . (25)

Взаимосвязи (24) сводят решаемую задачу к 
отысканию плотности распределения матрицы 
BV . 

Г. Заметим вначале, что в силу ортогональ-
ности матрицы SM якобиан преобразования 
Y S V= ⋅M

T  равен единице и, следовательно, плот-
ность p V( )  преобразованной выборки V  (23) в 
условиях (18) равна

p tr
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Используя известное свойство следа произ-
ведения tr trA B B A⋅( ) = ⋅( ) и учитывая (7), (8), по-
следнее равенство можно переписать в виде
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Но, в силу (7), (23) – (25),
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поэтому
p p pV V V( ) = ( ) ⋅ ( )∑ ∆ ,                    (26б)
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П Д П ))







.
        (27б)

Поскольку в силу (17), (4) КМ

Y Y Y Y

Y Y Y Y

B B H B

B H H H

i i
T

i i
T

L L

i i
T

i i
T

L

⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅

⋅ = ⋅ = ⋅

Д П Д П

Д П Д

11 12

12

, ,

, 111 1⋅ ∈ПL i K, , ,

то, используя определения (23), (22) и (7), нетруд-
но убедиться в том, что входящие в (27) матрицы 
Д∑  и П Д ПL L⋅ ⋅∆  представляют собой КМ.

Д П Д П∑ ∑ ∑= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ∈v v v vi i
T

L L i i
T i K, , ,∆ ∆ ∆ 1 .   (28)

Тем самым K-мерные «cyммapнaя» V∑
и «paзнocтнaя» V∆  выборки (23) случайных 
L M= −/ 2-мерных векторов v∑i  и v∆i i K∈( )1,  
имеют такие (нормальные) распределения (27), 
при которых сформированные из них по (25) ма-

*) Для экономии места мы опускаем вывод формулы (21), 
которая может быть легко получена по методике, использо-
ванной в [15, 16] при выводе МП оценки эрмитовой персим-
метричной КМ.
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трицы B∑  и B∆  имеют распределения Уишарта с 
K  степенями свободы и матрицами параметров 
Д∑  и П Д ПL L∆ :

p W KLB B∑
( )

∑ ∑( ) = ( )Д Д, , ,                (29а)

p W KL L LB B∆ ∆ ∆( ) = ⋅ ⋅( )( )Д П Д П, , .            (29б)

Кроме того, в силу следующей из (26) взаим-
ной независимости выборок V∑  и V∆  матрицы B∑  
и B∆  (25) также взаимно независимы, поэтому их 
совместная плотность p p pB B B B∑ ∑( ) = ( ) ⋅ ( ), ∆ ∆ . 
Перемножая плотности (29а) и (29б) и учитывая 
(26), (24), (8), получим плотность p VB( )  матри-
цы BV  (24):

p
tr

K L

K L L L
B

B B
V

V v v
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⋅ − ⋅( )
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
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1 2
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L K i/
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1

1
2

⋅
+ −








−
∏Γ

  (30)

Каждая из образующих ее симметрич-
ных L L×  матриц B∑  и B∆  (25) определяется 
L L⋅ +( )1 2/  параметрами, так что число таких 
параметров в матрице BV  (24), равное L L⋅ +( )1 , 
в точности совпадает с числом параметров, опре-
деляющих матрицу AΠ  (21). Поэтому для полу-
чения на основе (30) искомой плотности p AΠ( )  
достаточно определить якобиан связывающего 
BV  и AΠ  преобразования (24).

Используя (5) и (24), легко заметить, что 

b a a b a a

i L i L
i i i i L L i i i L     



= + = −

∈ ∈
+ − + − + − + −, , ,, ,

, ; ,
2 1 2 1 2 1 2 1

1 ..
Поэтому матрица Якоби преобразования (24) 

может быть записана в виде IL L⋅ + ⊗
−







( )/ ,1 2

1 1

1 1   
 где 

⊗  – символ кронекеровского произведения, и, 
следовательно, искомый якобиан равен 2 1 2L L⋅ +( )/ .

Заменяя в (30) матрицу BV  на ее представле-
ние (24а) и учитывая (24б), (9), (8), получим

p
tr
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K
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(31)

Последняя формула описывает искомую 
плотность распределения действительной сим-
метричной и персимметричной случайной ма-
трицы AΠ  МП оценки 


ДΠΠ  (21) действительной 

персимметричной КМ Д (17), (2) четного поряд-
ка M L= 2 .

3. ПЛОТНОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
МП ОЦЕНКИ КОМПЛЕКСНОЙ  

ПЕРСИММЕТРИЧНОЙ КМ

А. Пусть случайные комплексные нормаль-

ные М-мерные векторы y y yi
i M

i iy j= = ′ + ⋅ ′′( )
={ }  1  

K-мерной выборки Y y={ } =i i

K

1
 взаимно незави-

симы, имеют нулевое среднее и одинаковую не-
отрицательно определенную комплексную эрми-
тову M M×  КМ C ={ } ==ci i

M
 , 1 ′ + ′′C Cj ,  то есть

Y y y C

y y y C

={ } ( )
= ⋅ = ⋅ −( ) ∈

=i i

K
i

i i

CN

i i K

1
0

0 1

, , ,

, , , , .*

∼

  δ
     (32а)

Это означает [8, 12], что совместно нормаль-
ны реальные ′yi  и мнимые ′′yi  части векторов 
yi i K ∈( )1, , то есть нормальны, имеют нулевое 
среднее и взаимно независимы составленные из 
них 2 ⋅ −M мерные действительные векторы

g y y Q g

g g Q

i
T

i
T

i
T

i

i
T

N

i i K

= ′ ′′{ } ( ) =

⋅ = ⋅ −( ) ∈

, , , ,

, , ,

∼

 

0 0

1δ
          (32б)

с одинаковой 2 2⋅ × ⋅M M  корреляционной ма-
трицей

Q g g
y y y y

y y y y

C
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(32в)

Совместное распределение элементов вы-
борки в этом случае равно [8, 10, 12]

p tr
K M K

Y C C AC( ) = ( ) − ⋅( ){ }− ⋅ −
−π exp 1 ,        (33)

где

A y y Y Y A CC C={ } = ⋅ = ⋅ = = ⋅
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∑a Ki i

M
i i
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K

 


,

* * *
1

1

     (34)

– M M×  выборочная комплексная КМ. В усло-
виях (32) матрица 


C AC= K 1  является МП оцен-

кой комплексной КМ C  общего вида [6–12], а 
матрица AC  “имеет введенное в [6] комплексное 

распределение Уишарта W KM
C

CA C( ) ( ), ,  с K  сте-
пенями свободы и матрицей C ” [8], имеющее 
вид:

p W K

K K

M

M M

A A C

F A C f C

C
C

C

C
C

C

( ) = ( ) =
= ( ) ( )

( )

( ) ( )

, ,

, , / , ,             (35а)

F A C A C AC
C C CM

K M
K tr( ) −

−( ) = − ⋅( ){ }, , exp 1 ,  (35б)

f C CC
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K K i K M( )
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( ) = + −( ) ≥
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









∏, , .π

1
2

1

1Γ   (35в)

Под комплексным распределением матрицы 
AC  понимается совместное распределение ре-
альных и мнимых частей определяющих ее слу-
чайных элементов [6–10]. Тем самым (35) явля-
ется формой записи неотрицательной функции 
M 2  переменных

p p a a a a a

i M i M
MM i iAC( ) = ′ ′′

∈ − ∈ +

{ , ,..., , , },

, , , ,
11 22

1 1 1
 



в роли которых выступают действительные диаго-
нальные элементы a i Mii  ∈( )1,  и M M⋅ −( )1  реаль-
ных ′( )ai  и мнимых ′′( )ai  частей наддиагональных 

УЧЕТ АПРИОРНОЙ ИНФОРМАЦИИ В АЛГОРИТМАХ АДАПТАЦИИ
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элементов a a j a i M i Mi i i   = ′ + ⋅ ′′ ∈ − ∈ +( ), , ; , 1 1 1  
случайной эрмитовой матрицы AC  (34), полно-
стью ее определяющие.

Если КМ C  персимметрична, то в условиях 
(32) ее МП опенка может быть записана в виде 
[10, 17, 22]:

′ = = ⋅ +( ⋅ ⋅ ⋅ ) =
= = ⋅ ⋅

C A A Y Y Y Y

A A

C C

C C

Π
1 1

2K M
T

M

M M
~

,

.

* ~

*

П П

П П
 (36)

Цель данного пункта – найти плотность рас-
пределения матрицы ACΠ .

Б. Эта матрица как сумма двух эрмитовых 
матриц, каждая из которых есть результат пово-
рота другой относительно побочной диагонали, 
эрмитова и персимметрична. Поэтому она пол-
ностью определяется M M⋅ +( )1 2/  скалярными 
действительными параметрами, из которых

r
L L M L

L M L L M
=

⋅ −( ) = −

= ⋅ = +( ) 







1 2 1

2 1 22

, ;

, , /ε
            (37)

мнимых частей ′′( )ai , а остальные M M r⋅ +( ) −1 2/  
– реальные ′( )ai  части элементов ai,   
i L i M i∈ ∈ + −1 1, ; ,  задающих всю матрицу AC .  
В (37) ε x[ ]  – целая часть x .

Из сравнения (36) с (34) следует, что первое 
слагаемое этой матрицы имеет распределение 

W KM
C

CA C( ) ( ) , , / 2 . Такое же распределение име-
ет и второе слагаемое, поскольку в условиях (11) 
векторы ПM i i K⋅ ∈( )y~ ,1  “перевернутой” и ком-
плексно сопряженной выборки ПM ⋅Y~  имеют 
те же свойства (36), что и исходные векторы yi .  
Выборки Y  и ПM ⋅Y~  кроме того, взаимно не-

коррелированы Y Y⋅ ⋅( ) =








ПM

~ *
0  [17], одна-

ко не являются совместно нормальными [21]. 
Поэтому из некоррелированности не следует их 
взаимная независимость, что не позволяет пред-
ставить совместную плотность p M( , , )~Y YП  в 
виде произведения p p M( ) ( , )~Y Y⋅ П , а для плот-
ности их суммы – использовать распределение 

W KM
C

CA C( ) ( ) , , /2 2 , справедливое только в усло-
виях взаимной независимости слагаемых*).

В. Рассмотрим преобразованную унитарной 
матрицей T  (12) выборку 

V v T Y V V={ } = ⋅ = + ⋅
= ∑i i

K
j

1 ∆,               (38а)

V v Y Y

V v Y Y
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,

,∆ ∆

           (38б)

позволяющую, используя (13), переписать ма-
трицу AC  (36) в виде

A T V V V V TC
~

Π = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅( ) ⋅1
2

* .* T  

Очевидно, что слагаемые в скобках этого ра-
венства взаимно комплексно сопряжены, поэто-
му 

A T B TC VΠ = ⋅ ⋅* ,                              (39)
где

B V V B B BV V={ } = ⋅( ) = + == ∑bi i
M T

 ,
*Re ,1 ∆     (40а)
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i i
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1

1∆
∆
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                  (40б)

Следствием (39) является справедливость ра-
венств

B T A TV C= ⋅ ⋅Π
* ,    B AV C= Π ,           (41)

в силу которых решаемая задача сводится к оты-
сканию плотности распределения действитель-
ной симметричной матрицы BV .

Г. Заметим, что в силу (32а, 32в) КМ «сум
марных» v∑i  и «разностных» v∆i i K∈( )1,  векто-
ров в выборках V∑  и V∆  (38б) совпадают и равны:

v v v v C
C C

∑ ∑ ∑

∑

⋅ = ⋅ = ⋅ −( )
= ∈

i
T

i
T i

i K
  


∆ ∆ δ ,

, , , ,Д 2 1
                (42)

а плотность p V( )  преобразованной выборки V  
(38а) вследствие унитарности T  и (33), (9) есть

p tr
K M K

( ) exp { ( )}*V C C V V= ( ) − ⋅ ⋅− ⋅
∑

−

∑
−2

1
2

1π ,   (43)

где матрица CД  определена в (14).
Учитывая симметрию матриц CД  и C∑  и 

(40), легко проверить справедливость равенств

tr tr

tr trT
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∆∆ ∆⋅VT ) ,

           (44)

в силу которых (43) можно записать в виде 

p p p pV V V V V( ) = ( ) = ( ) ⋅ ( )∑ ∑, ∆ ∆ ,           (45)

где

p tr
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2 2 1π exp , (46а)

p tr
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Отсюда и из (18), (20), (40) следует, что плот-
ности распределения  матриц B∑  и B∆  (40) рав-
ны

p W K

p W K

M

M

B B C

B B C

∑
( )
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( )
∑

( )= ( )
( )= ( )

Д

Д

, , ,

, , ,∆ ∆

                (47а)

а сами эти матрицы в силу (45) взаимно незави-
симы. 

Поэтому плотность распределения их суммы 
(40) равна [18, 22]

*) Такая взаимная независимость предполагалась в 
[17, 19], что привело к некорректности ряда результа-
тов, на что было указано в [21].

Леховицкий Д.И.  К теории адаптивной обработки сигналов в системах с центральной симметрией каналов приема
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Симметричная M M×  матрица BV  определя-
ется M M⋅ +( )1 2/  параметрами, что в точности 
совпадает с числом параметров, определяющих 
эрмитову персимметричную матрицу ACΠ , для 

элементов которой a a j ai i i  = ′ + ⋅ ″  справедливы 
равенства:
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Поэтому, учитывая (12), для элементов ма-
трицы BV  (41) получим:
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что позволяет представить якобиан преобразова-
ния (41) в виде
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Заменяя в (47б) матрицу BV  на ее представ-
ление (41) и учитывая (48) (42), (16), (15), полу-
чим
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Последняя формула описывает искомое рас-

пределение комплексной эрмитовой персимме-
тричной M M×  матрицы ACΠ  МП оценки 


CΠ  

(36) эрмитовой персимметричной КМ C  (32), 
(11).

Заметим, что в частном случае M =1, ког-

да L r C i= = = = =( )1 0 11 1

2
2, , ,C y σ  а ACΠ = =a11  

= =( )

=
∑ y AC1

2

1

i

i

K

, формула (49) преобразуется к виду:

p p p a
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11
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1σ σ σ 





,

            (50)

т.е. переходит в распределение Эрланга с пара-
метрами формы K и масштаба σ2, описывающее 
плотность суммы K квадратов модулей независи-

мых комплексных нормальных случайных вели-
чин с нулевым средним и одинаковой дисперси-
ей σ2  [24].

4. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ПОЛУЧЕННЫХ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ И ПРИМЕРЫ  

ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ

Распределения (31), (49) персимметричных 
оценочных КМ (21), (36) имеют тот же вид, что и 
распределения (20), (35) оценочных КМ (19), (34) 
общего вида, но с увеличенным числом степеней 
свободы. В связи с этим на полученные распре-
деления переносятся (с соответствующими кор-
ректировками) все хорошо известные свойства 
действительного [1–5] и комплексного [6–10] 
распределений Уишарта. Здесь отметим только 
некоторые из них.

А. Невырожденное преобразование

B U A UΠ Π= ⋅ ⋅                               (51)

действительной персимметричной оценочной 
2 2L L×  матрицы AΠ  (21), распределенной по 
(31), с неслучайной действительной симметрич-
ной и персимметричной 2 2⋅ × ⋅L L матрицей 
U U U= = ⋅ ⋅T

M MП П  порождает случайную симме-
тричную и персимметричную матрицу BΠ  (51)  
с тем же распределением (31), но с параметриче-
ской матрицей*)

D U U= ⋅ ⋅ Д .                                (52)*

Действительно, в условиях (21) матрица BΠ  
(51) может быть записана в виде

B U Y Y U U Y Y U

V V V V

Π = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅( ) =

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅( )

1
2

1
2

2 2

2 2

T
L

T
L

T
L

T
L

П П

П П ,
    (53)

где V U Y v= ⋅ ={ } =i
K

 1
 – преобразованная K − мер-

ная выборка, составленная из 2L −мерных слу-
чайных векторов

v D v v v Di i i
TN i i K= ( ) = = ⋅ −( ) ∈0 0 1, , , , , , .     δ  (54)

Поэтому плотность матрицы B  (51) при 

K L≥  можно записать в виде

p
tr

K L

K
L

L LB
G

G D G

Π

( ) =
⋅ − ⋅( )








⋅

− −
−

−
+







⋅

⋅

( )/
exp

1 2
1

1
2

1
2

2 π

LL K

i

L K i
−( )

−

⋅ ⋅
+ −






∏

1

2 2 2

1

1
2

D Γ

, (55)

Последняя формула позволяет, в частности, 
легко вычислить якобиан 

∂( ) ∂( ) = ( ) ⋅ ⋅( )B A A
B

U A UΠ Π Π Π
Π

/ /p p

преобразования (51). Используя (31) и учитывая 

(52), получим, что ∂( ) ∂( ) = +B A UΠ Π/
L 1

.

* Применительно к распределению (35) это свой-
ство в [9] названо теоремой Гудмена.
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Аналогичным образом нетрудно убедить-
ся в том, что если в (51) вместо действительной 
матрицы AΠ  используется комплексная матри-
ца (36) с распределением (49), a U  – эрмитова и 
персимметрична, то преобразованная матрица 
B U A UCC = ⋅ ⋅  имеет то же распределение (49), но 
с параметрической матрицей C U C UU = ⋅ ⋅ . При 
этом якобиан преобразования оказывается рав-

ным ∂( ) ∂( ) = +B A UC C/
M 1

.
Без использования распределений (31), (49) 

вычисление этих якобианов более сложно.

Б. В качестве второго примера найдем плот-
ность распределения отношения двух квадратич-
ных форм

v S S S

S K

= = ⋅ ⋅( )
= ⋅ ⋅( ) = ⋅ ⋅ ⋅( )

− −

− − − −




/ , ,

,

*

* *

x C x

x C x x A xC

1 1

1 1 1 1

Π Π

         (56)

где x x x= ′ + ⋅ ′′j – неслучайный комплексный 
M-мерный вектор, C  и 


CΠ  – M M× комплекс-

ная персимметричная КМ векторов yi  выборки 
Y (32) и ее МП оценка (36) соответственно, AC  
– случайная матрица (36) с распределением (49).

Рассматриваемая задача возникает, в част-
ности, при анализе эффективности адаптив-
ной обработки в связных системах с ФАР [10], 
“сверхразрешающих” алгоритмов спектраль-
ного оценивания [7] и т.д. В условиях, когда C  
является КМ общего вида, а вместо матрицы 
AC  используется матрица (34) с распределением 
Уишарта (35), для отношения (56) справедлива 
формула

v K d= ⋅−1 ,                        (57а)

где d − случайная величина с плотностью [7, 10]

p x K M x xd
K M( ) = −( )  ⋅ ⋅ −{ }− − ! exp

1
         (57б)

Эрланга с параметром формы K M− +1  и рав-
ным единице параметром масштаба [24].

Для отыскания плотности ν  (56) в рассма-
триваемых условиях воспользуемся для матри-
цы AC  ее представлением (39). Тогда, учитывая 
свойства (13) матрицы T  (12), для 


S  получим


S K= ⋅ ⋅ ⋅( ) = ⋅− −

z B z z T xv
* ,1 1

,               (58)

где BV − действительная симметричная матрица 
(40) с плотностью (47).

Для практических задач адаптивной об-
работки в системах с центральной симметрией 
каналов приема основной интерес представляет 
случай, когда вектор x  удовлетворяет условию 
x x= ⋅ПM

~ . При этом преобразованный вектор 
z x= −( ) ⋅1 2j ∆ / , a (58) преобразуется к виду:


S K T= ⋅ ⋅ ⋅( ) = ′ − ′′− −

x B x x x xV∆ ∆ ∆
1 1

, .

Воспользовавшись далее методикой [7, 10], 
можно показать, что искомое значение ν  (56) в 
рассматриваемых условиях равно:

v K d= ⋅−1
1,

где d1 − случайная величина с плотностью

p K Md
K M

1

1 1 21 2x x x( ) = − −( )( )( ) ⋅ ⋅ −{ }
− − +( )Γ / exp ./

В частности, при нечетных M L= −2 1,  pd1
x( )  

переходит в распределение Эрланга

p K Ld
K L

1

1
x x x( ) = −( )( ) ⋅ ⋅ −{ }− −! exp

с параметром формы K L− +1 , на L −1 , превос-
ходящим соответствующий параметр распреде-
ления (57б).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основной результат данной работы – рас-
пределения (31), (49), которые по аналогии с 
[6–8] могут быть названы модифицированными 
распределениями Уишарта случайных персим-
метричных КМ вида (21), (36) гауссовских про-
цессов (полей). Их использование позволяет 
распространить большинство результатов мно-
гомерного статистического анализа [3, 23] и на 
класс таких матриц, имеющих многочисленные 
приложения, в частности, в задачах адаптивной 
пространственно-временной обработки сигна-
лов в системах с центральной симметрией кана-
лов приема [10, 17–22].

Автор глубоко признателен П.М. Флексер 
за многочисленные обсуждения, Ю.И. Абрамо-
вичу, указавшему в [21] на неточности [17, 19], 
В.М. Кошевому и В.В. Радионову, чья статья [22] 
“подсказала” возможное направление решения 
поставленной задачи.
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УДК 621.391:519.2
До теорії адаптивної обробки сигналів у системах із 

центральною симетрією каналів приймання / Д.І. Лехо-
вицький // Прикладна радіоелектроніка: наук.-техн. 
журнал.  – 2011. Том 10. № 4. – С. 429-436.

Уводиться сумісний розподіл елементів оцінки 
максимальної правдоподібності персиметричної коре-
ляційної матриці багатомірного гаусівського процесу. 
Обговорюються деякі властивості отриманого розподі-
лу і його зв’язок з відомим розподілом Уишарта. При-
водяться приклади використання для рішення завдань 
адаптивної обробки сигналів у системах із центральною 
симетрією просторово-часових каналів приймання.

Ключові слова: центральна симетрія, персиметрія, 
кореляційна матриця, оцінка максимальної правдопо-
дібності, щільність розподілу оцінки, розподіл Уишар-
та, якобіан перетворення.
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UDC 621.391:519.2
On the theory of adaptive signal processing in systems 

with central symmetry of receiving channels / D.I. Lekho-
vytskiy // Applied Radio Electronics: Sci. Journ. 2011. Vol. 
10. № 4. – P. 429-436.

The paper introduces the joint distribution of the ele-
ments of maximum likelihood estimate of a persymmetri-
cal covariance matrix of the multivariate Gaussian process. 
Some properties of derived distribution and its connection 
with the known Wishart distribution are discussed. Exam-
ples of application for solving the problems of adaptive sig-
nal processing in systems with central symmetry of space-
time receiving channels are demonstrated.

Keywords: central symmetry, persymmetry, covariance 
matrix, maximum likelihood estimate, probability density 
function of the estimate, Wishart distribution, Jacobian of 
transformation.
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