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ПОЛУПОЛОСНАЯ И КВАДРАТУРНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ НА ОСНОВЕ 
ПОЛУПЕРИОДНОИ ИНТЕРПОЛЯЦИИ

Полифазны е фильтры с дискретной импульсной характеристи­
кой вида 1яп(к =  ъ\х\сп1я{кя +  п)\ п =  1, 2, . . . , < < 7 ;  £ < = М  использую т­
ся в составе цифровых КИХ-стру^тур для интерполяции промеж у­
точных отсчетов входной последовательности /(&) в точках к + п/я 
[1]. В частном случае при я = 2, /г =» 1 полифазный фильтр осу-
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ществляет интерполяцию в узлах, совпадаю щ их с серединой пе­
риода дискретизации. Такой фильтр можно назвать полупериодным 
интерполятором и описать его работу дискретной сверткой

L {/(fe)} =  f (m)  sine ^ [ 2  (т — к) - f  1 ] =  f ( k  +  0,5). (1)
т * •

Д ля  иллюстрации на рис. 1, а показана импульсная х ар актер и ­
стика (ИХ) полупериодного интерполятора Іг1 (к) ,  на рис. 1, б — 
входная последовательность / (&), на рис. 1 ,6  последовательность 
интерполированных отсчетов Ц к  +  0,5). Процедуры и средства по- 
лупериодной интерполяции (П П И ) можно эффективно использо-

вать для полуполосной фильтрации входных последовательностей  
и для выделения квадратурны х составляю щ их в виде о тсч ето в  их 
комплексной огибающей (КО) или аналитического си гн ал а  (А С ).

1. Полуполосный фильтр нижних частот (П П Ф 0і) и м еет п рям о­
угольную частотную характеристику (ЧХ) Н0і (р) в н орм ированной  
(приведенной к частоте дискретизации £2/ 2я )  полосе ч асто т  | р | <  
« 0 ,2 5 , изображенную  на рис. 2, а. Там ж е пунктиром условно 
показан спектр F( p)  фильтруемой последовательности f ( k ) .  Ч ас­
тотной характеристике Н 0\(р)  соответствует дискретная и м п у л ь с­
ная характеристика /г0і (&) = s in  ся/г/2, к ^ М  (рис. 2, б)  П П Ф 0і 
сокращ ает ширину спектра сигнала вдвое, что п о зво л я ет  вдвое 
увеличить период 2n/Q дискретизации данны х на выходе. С  учетом 
такого прореживания данных процедура ППФоі о п и сы в ается  дис­
кретной сверткой

Поскольку все четные (кроме центрального при т =  0) отсчеты  ИХ 
/г0і (к) равны нулю,
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Рис. 2Рис. 1

Яоі {/(&)} =  £ /  {т) sine те/2 (т  — 2k).
т

Н 01 {/(&)} =  f{2k) +  £ ( 2m +  1) sine тс/2 [2 (m — /г) +  1 ).

$
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С учетом представления процедуры h{ - }  полупериодной интерпо­
ляции (1) продукт полуполосной фильтрации ППФШ

H 0i { f ( k ) ) = f ( 2 k ) + L { f ( 2 k + l ) ) .  (2)
Из полученного выражения следует, что для полуполосной фильт­
рации в области нижних частот необходимо: разделить входную 
последовательность f ( k)  на после­
довательности четных / ( 2k)  и не­
четных f ( 2k  + 1) отсчетов с помощью 
процедуры (М)  двухпозиционного 
мультиплексирования данных; вы­
полнить полупериодную интерполя­
цию последовательности нечетных 
отсчетов с помощью процедуры 
L {■} полифазной фильтрации (по­
лупериодной интерполяции); Объе­
динить последовательности четных 
отсчетов и продуктов полупери­
одной интерполяции с помощью 
процедуры их синхронного сумми­
рования 2 . Схема функциональных 
преобразований сигнала, соответ­
ствующая перечисленным процеду­
рам, показана на' рис. 3. а. П риме­
нительно к низкочастотной фильт­
рации следует исключить из р ас­
смотрения показанную  пунктиром 
процедуру вычитания из последова­
тельности четных отсчетов продук­
тов полупериодной интерполяции.

2. Полуполосный фильтр верх­
них частот (ППФю) имеет прямо­
угольную ЧХ Яш (р) в нормирован­
ной полосе частот 0 ,2 5 <  |р |  < 0 ,5 , 
показанную  совместно со спектром 
F(p)  на рис. 2, в. Из сравнения с
рис. 2, а следует, что такая  ЧХ со- п с п  пс  т
ответствует смещенной на половину ' 05 U 0,5 1,и р
частоты дискретизации полуполос- Рис. 3
ного фильтра нижних частот. С ле­
довательно, ИХ ППФю образуется из ИХ П П Ф 01 в результате 
умножения последней на последовательность exp { jnk}=cos  nk  
(рис. 2, г) .  Таким образом, ИХ ППФю # 10# =:sin cn£/2cos nk,  feeM . 
К ак и -в предыдущем случае, все четные (кроме центрального, 
равного единице) отсчеты ИХ равны нулю, а все нечетные совпа­
даю т с отсчетом ИХ ППФоь взятыми с обратным знаком. Поэтому 
продукт дискретной свертки входной последовательности с т а ­
кой ИХ

Н 0J {/ (k)} sine и/2 (т — 2k) cos я (m — 2k)
m -
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однозначно представляется в виде суммы
H n { f m = f m - L [ f ( 2 k + l ) ) ,  (3)

где, как  и прежде, оператор /,{•} определяет процедуру полупери- 
одной интерполяции.

Таким образом^ для полуполосной фильтрации в области высо­
ких частот необходимо: разделить входную последовательность на 
последовательности четных и нечетных отсчетов; выполнить полу- 
периоДную интерполяцию последовательности нечетных отсчетов; 
вычесть из последовательности четных отсчетов синхронные про­
дукты полупериодной интерполяции. Схема функциональных 
преобразований сигнала, соответствующ ая перечисленным проце­
дурам, показана на рис. 3, а. Применительно к высокочастотной 
фильтрации здесь следует исключить из рассмотрения процедуру 
суммирования четных отсчетов и продуктов полупериодной интер­
поляции.

3. Двухполуполосный фильтр (П П Ф п) обеспечивает одновре­
менную фильтрацию  входной последовательности в нижней 
( |р ) с 0 ,2 5 )  и верхней (0 ,2 5 с  |р |  < 0 ,5 )  полуполосах частот. П о­
скольку для каж дой из них используется одна и та ж е процедура 
мультиплексирования данных (оператор М)  и одна и та ж е проце­
дура полупериодной интерполяции (оператор / /{ • } ) ,  сложность 
двухполуполосной фильтрации не намного выше сложности полу­
полосной фильтрации. Д ля  перехода к двухполуполосной ф ильтра­
ции необходимо, как  это показано на рис. 3, а, иллюстрирующем 
схему функциональных преобразований сигнала при двухполупо­
лосной фильтрации П П Ф п, дополнительно реализовать еще одну 
процедуру объединения данных — суммирование или вычитание 
продуктов прямой передачи и полупериодной интерполяции.

4. Фильтр комплексной огибающей (Ф КО) по определению [2]» 
иллю стрируемому рис. 2 , д, осущ ествляет полуполосную ф ильтра­
цию ППФог последовательности u( k ) ,  образованной из входных 
отсчетов в результате смещения их спектра в область нулевых 
частот. Ш аг смещения равен четверти частоты дискретизации вход­
ной последовательности, так  что образуется спектр U { p ) = F { p -f 
+  0,25). Такое смещение, как известно, реализуется умножением на 
экспоненциальную последовательность exp {/jtft/2}:

и  (ft) =  f { k )  exp {ink/2} — и и. (к) +  /и, (ft).
В вещественной составляющей продукта умножения

г ,  их и,о \ f ( 2 k ) COSKk =  u R {2ky,
« « ( « ) - /(ft) с osjtft/2 =  { , . - (4)

' v I/(2 ft +  I) sin reft =  uR (2ft -f  1) =  0 w
все нечетные отсчеты равны нулю. В мнимой составляющей

( / ( 2ft) sin uft =  u\ (2ft) =  0; 
u, (ft) =  /  (ft) sin icft/2 =  < . ' (5)

( / ( 2ft -t- I)cosn/e =  tii (2r - f  1) v '
равны нулю все четные отсчеты. Таким образом, как это следует 
из (4), (5) для формирования последовательности и(к)  и разд е­
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ления ее вещественной и мнимой составляю щ их достаточно умно­
жить входную последовательность Цк )  на знаковую  функцию  
sg n  [сое я /2 ( к —е ) ] ,  где е может принимать любые значения в ин­
тервале 0 < е < 1, и осуществить двухпозиционное мультиплекси­
рование М полученных данных. Н а рис. 3, б перечисленные про­
цедуры обозначены операторами ® и М. Д ля выделения квад р а­
турных составляю щ их КО каж д ая  из полученных таким образом  
последовательностей раздельно фильтруется полуполосным фильт­
ром нижних частот П П Ф 01. П родукт фильтрации вещественной 
составляю щ ей и«(&), как это следует из формулы (2), имеет вид

сд (2к) =  #01 {Цн (/г)} =  «д (2&) +  А {нд (2к  +  1)} =  «д (2£), (6)

поскольку из (4) следует, что Ь {ыд (2к +  1)} =  О.  В этом случае 
процедура ППФ01 вырождается в процедуру неискаженной передачи 
четных отсчетов. Продукт фильтраций мнимой составляющей,- [см, 
формулу (2)]

С] (2к) =  #01 {̂ 1 (к)} =  и\ (2к) +  I* {Ы1 (2& 1)} =  £  [и,\ (2А 1)}, (7)

поскольку по определению (5) и 1( 2 к ) =0 .  В этом .случае про­
цедура П П Ф 01 вы рож дается в процедуру полуперйодной интерпо­
ляции нечетных отсчетов. Таким образом, для выделения составля­
ющих КО необходимо: окрасить последовательность отсчетов вход­
ного сигнала /(£ )  знаковой весовой функцией здп  [сое я /2 (£—е)] 
(оператор ® ) ; осуществить двухпозицирнное мультиплексирование 
окраш енной последовательности (оператор М) \  выполнить полу- 
периодную интерполяцию нечетных отсчетов и1 (2й-+-1) окраш енной 
последовательности (оператор Ь{-})  и использовать интерполиро­
ванные отсчеты в качестве мнимой составляю щ ей КО С](2£); ис­
пользовать четные отсчеты Ыд (2к) окрашенной последовательности . 
в качестве вещественной составляю щ ей КО ся (2к).  Схема функ­
циональных преобразований сигнала, иллю стрирую щ ая перечис­
ленные операции, показана на рис. 3, б.

5. Фильтр аналитического сигнала (ФАС) по определению [2], 
иллюстрируемому рис. 2, е, обеспечивает фильтрацию  входной 
последовательности /(£ )  в нормированной полосе частот 0 с р < 0 ,5 .  
ЧХ такого комплексного фильтра Ф (р) совпадает со смещенной 
на четверть частоты дискретизации частотной характеристикой 
полуполосного фильтра П П Ф 01. Ей соответствует ИХ вида </(&).*= 
=  Д (£) +/в1п с я /2 £ з т  я/2£, где дельта К ронэкера Д/г=1 при к = 0 
и Д(/г) = 0  при всех других значениях й. Свертка входной последо­
вательности с такой ИХ при условии двухкратного прореживания 
данны х формирует аналитический сигнал (АС) а{2к) .  И з со­
поставления рис. 2 , д  и 2, е следует, что тот ж е результат мож но 
получить, если выделить с помощью ФКО последовательность КО  
с(2к)  и сместить ее спектр на четверть частоты дискретизации 
входного сигнала. Смещение спектра обеспечивается умножением 
последовательности отсчетов КО с(2й) на экспоненту ёхр{/яА}— 
«=созя к. Поскольку (6) — вещ ественная составляю щ ая КО
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ВЕ^УйА) - f (2k) cos nk,  то ее умножение на cos nk  формирует ве­
щ ественную  составляю щ ую  АС в виде

ац (2k) =  и# (2k) cos n k ~ f  (2k) cos2nk  == /  (2k). (8)

М нимая составляю щ ая КО (7) Ci(2k) =  L {f (2k+  l)co s  nk}. Следо­
вательно, мнимая составляю щ ая AC определяется выражением 
a( (2k)  = c o s  nkL{f  (2k+  l)co s  nk)  (9 ) . И з соотношений (8 ), (9) сле­
дует, что для выделения квадратурны х составляю щих АС необхо­
димо: разделить входную последовательность f ( k)  на последова­
тельности четных f ( 2k)  и нечетных f ( 2 k + l )  отсчетов с помощью 
процедуры двухпозиционного мультиплексирования (оператор Af) 
и использовать выделенную таким образом последовательность 
четных отсчетов f ( 2k)  в качестве вещественной составляю щ ей АС 
a R (2k) ; окрасить выделенную последовательность нечетных отсче­
тов f ( 2 k + l )  знаковой функцией c o s n k = (  — \ ) k (оператор <g>); 
осущ ествить полупериодную интерполяцию окрашенной последо­
вательности (оператор А{-}); окрасить интерполированную после­
довательность знаковой функцией c o s n & = ( — l ) ft (оператор <g>) 
и использовать результат -в качестве мнимой составляю щ ей АС 
a i (2k ) .  Схема функциональных преобразований сигнала, реали­
зую щ ая перечисленные операции, показана на рис. 3, в. Учитывая 
известное представление мнимой составляю щей аналитического 
сигнала в виде преобразования Гильберта, мо’жно отож дествлять 
с  ним представленные на рис. 3, в нижней ветвью преобразования.

Рассмотренные процедуры в программной или аппаратной 
реализации можно использовать для предварительной цифровой 
обработки сигналов. Выделение КО или АС обеспечивает сужение 
полосы сигналов, двукратное понижение частоты дискретизации 
и двухканальное (векторное) их представление. Это особенно по­
лезно при необходимости регулировать ф азу или задерж ку сигна­
лов в цифровых системах пространственной обработки. Полупо- 
лосн ая  фильтрация в рассмотренном варианте весьма экономична 
и обеспечивает определенные преимущества при реализации мно­
гополосной КИХ — фильтрации сигналов или дискретно перестраи­
ваем ы х фильтров [3]. .

Рассмотренные процедуры фильтрации иллю стрировались на 
прим ерах обработки низкочастотных сигналов, спектр которых 
ограничен диапазоном ±£2/2. О днако все они одинаково пригодны 
и для обработки полосовых сигналов в диапазоне частот 
(«о — £2/ 2 ) <  |ю | <  (со0 +  £2/2 ) (2 ) с целочисленно кратными £2 гр а ­
ницами. В этом легко убедиться, сопоставив нормированный (при­
веденный к частоте дискретизации £2/я )  спектр дискретного поло­
сового сигнала с приведенным к свойственной ему частоте дискре­
тизации £2/2я спектром низкочастотного сигнала. При обработке 
полосовых сигналов полуполосным фильтром П П Ф 01 выделяется 
спектр основного лепестка в диапазоне (со0 —£2/2)...юо- Фильтр 
ППФю выделяет спектр в диапазоне оо... (ыо +  £2/2). Д вухполосная 
ф ильтрация разделяет спектр полосового сигнала на две равные 
части так  же, как  и при обработке низкочастотного сигнала. Ф ильт­
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ры комплексной огибающей и аналитического © 
но случаю обработки низкочастотного сигнала вы, 
лепесток спектра со смещением его центра к нуле 
(Ф К О ) или в его натуральном представлении (Ф А С).
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