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Abstract

The master's work contains: 93 pages, 19 figures, 20 references to literature, 2 tables.
Objective: to study the energy efficiency of algebraic block codes.

Object of study: binary BCH codes.

Research method: building dependencies of the probability of bit error on the signal-to-noise ratio by computer simulation. Determination of energy gain from coding. Comparison of the obtained results with boundary dependencies.
A technique for assessing the energy efficiency of binary block codes has been developed. The energy gain of various codes with signals is calculated and compared without the use of error-correcting coding. The quality of codes is determined by comparing them with boundary dependencies.
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Реферат

Магистерская работа содержит: 93 страниц, 19 рисунков, 20 ссылок на литературу, 2 таблицы.

Цель работы: исследовать энергетическую эффективность алгебраических блочных кодов.

Объект исследования: двоичные коды БЧХ.
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Разработана методика оценки энергетической эффективности двоичных блочных кодов. Рассчитан и сравнен энергетический выигрыш различных кодов с сигналами без использования помехоустойчивого кодирования. Определено качество кодов путем сравнения их с граничными зависимостями.  

помехоустойчивое кодирование, энергетическая эффективность, двоичные блочные коды, система передачи информации, энергетический  выигрыш от кодирования, СООТНОШЕНИЕ СИГНАЛ/ШУМ, Вероятность ошибки, Кодовое расстояние, граничные зависимости.
Зміст













стор.

ПЕРЕЛІК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ





8
ВСТУП










9
1 ОГЛЯД МЕТОДІВ ЗАВАДОСТІЙКОГО КОДУВАННЯ


11
2 МЕТОДИКА ОЦІНКИ ЕНЕРГЕТИЧНОЇ ЕФЕКТИВНОСТІ 

ДВІЙКОВИХ КОДІВ







          
38
3 ЕНЕРГЕТИЧНА ЕФЕКТИВНІСТЬ ДВІЙКОВИХ КОДІВ.

ОТРИМАННЯ І АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ





46
4 АНАЛІЗ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ З ВИКОРИСТАННЯМ 
ГРАНИЧНИХ ЗАЛЕЖНОСТЕЙ






67
ВИСНОВКИ









79
ПЕРЕЛІК ПОСИЛАНЬ








81
ДОДАТОК А    РЕЗУЛЬТАТИ МОДЕЛЮВАННЯ……………………….83
ДОДАТОК Б       ВІДОМІСТЬ МАГІСТЕРСЬКОЇ РОБОТИ…………..93
ПЕРЕЛІК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ

БЧХ код - код Боуза - Чоудхурі – Хоквінгема;
ДКЗ - дискретний канал зв'язку;
ЕВК - енергетичний виграш від кодування;
ЕОМ - електронно-обчислювальна машина;
KB код - квадратично-вичетний код;
РС код - код Ріда – Соломона;
HP код - код Нордстрома – Робінсона;
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дб – децибел;
ММВ код - код з максимально можливою кодовою відстанню;
ВСТУП

В даний час відбувається інтенсивний розвиток різних цифрових систем передачі даних, таких як космічні, супутникові, мобільні та ін. Всі подібні системи використовують для передачі даних бездротові канали, в яких на переданий сигнал діють перешкоди різної фізичної природи. Це призводить до того, що прийняті дані з досить великою ймовірністю будуть містити помилки. У той же час для багатьох практичних застосувань допустима лише дуже невелика частка помилок в оброблюваних дискретних даних. В результаті виникає проблема забезпечення надійної передачі цифрової інформації по каналам з шумами [1-3].

Найважливіший внесок у вирішення даної проблеми вносить теорія завадостійкого кодування. На її основі розробляються методи захисту від помилок, що базуються на застосуванні завадостійких кодів. Використання цих кодів дозволяє отримати енергетичний виграш кодування (ЕВК), який характеризує ступінь можливого зниження енергетики передачі при кодуванні в порівнянні з відсутністю кодування, якщо достовірність передачі в обох випадках однакова. Цей виграш можна використовувати для поліпшення параметрів і характеристик багатьох важливих властивостей систем передачі даних, наприклад, для зменшення розмірів дуже дорогих антен, підвищення дальності зв'язку, збільшення швидкості передачі даних, зниження необхідної потужності передавача і т.п.

На сьогоднішній день в теорії кодування відомо багато кодів і методів їх декодування, що розрізняються енергетичним виграшем, що вноситься надмірністю, складністю реалізації та рядом інших параметрів.

У даній роботі розглядаються двійкові коди БЧХ, проводиться оцінка їх енергетичної ефективності при різних параметрах. Результати роботи можуть бути затребувані при проектуванні систем передачі інформації. 
Розроблена методика оцінки енергетичної ефективності двійкових кодів може допомогти при виборі оптимального коду для конкретної системи передаіч даних.

1. ОГЛЯД МЕТОДІВ завадостійкого кодування
1.1 Вступ в завадостійке кодування
Кодами в широкому сенсі слова називають системи відповідностей між елементами повідомлення і кодовими символами, за допомогою яких ці повідомлення можуть бути зафіксовані і при необхідності передані на відстань або використані для подальшої обробки.

По теоремі Шеннона для дискретних каналів зв'язку (ДКЗ) з перешкодами інформація в таких каналах може передаватися з будь яким завгодно високим ступенем достовірності, якщо швидкість передачі інформації не перевищує пропускної здатності каналу зв'язку. Своїм фундаментальним положенням теорії інформації Шеннон показав кардинальний шлях рішення задачі надійної передачі даних за допомогою так званого завадостійкого кодування повідомлень перед передачею їх по дискретному каналу зв'язку [1-3].

Якщо не всі кодові слова (кодові комбінації) коду використовуються для передачі повідомлень, то він здатний виявляти і виправляти помилки. Розглянемо це на прикладі блокових кодів. У них послідовність символів на виході джерела розбивається на блоки (кодові слова, кодові комбінації), що містять однакове число символів k. Наприклад, для двійкового коду ансамбль повідомлень матиме обсяг Nр=2k. При завадостійкому кодуванні множина з Nр  повідомлень відображається на множині  N = 2n  можливих кодових слів. Ця процедура і називається перешкодостійким кодуванням дискретних повідомлень (число n - число символів в кодовому слові після кодування, також його називають значністю коду або довжиною кодових слів).

Для блочного рівномірного коду з основою m в загальному випадку код має 
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 можливих кодових слів. Кодові слова з множини 
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 , які використані для передачі повідомлень називають дозволеними, решта кодових слів з множини 
[image: image3.wmf]()
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 не використовуються і називаються забороненими (невирішеними для передачі).
На рисунку 1.1, а пояснюється сутність виявлення помилок. Якщо в каналі зв'язку в результаті спотворень передане (дозволене) кодове слово Ai  (i= 1,2, … Nр) перетворюється в одне із заборонених Bj (j= 1,2, … Nз), то помилка виявляється. Помилка не виявляється тільки тоді, коли чергове передане кодове слово перетворюється в інше дозволене, наприклад Aj, яке також могло бути передано [1-3].
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Рисунок 1.1( Виявлення і виправлення помилок
Виправлення помилок є більш складною операцією, так як крім виявлення наявності помилки в прийнятому кодовому слові потрібно визначити і місце розташування спотвореного кодового символу а якщо 
[image: image5.wmf]2
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, тоді і характер спотворення). Для того, щоб даний код виправляв помилки, необхідно всю множину 
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 заборонених кодових слів або його частина розбити на Nр непересічних підмножин 
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 (i = 1,2, ... Nр) за кількістю дозволених кодових слів. У декодері приймача кожне з підмножин 
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приписується одному з дозволених кодових слів (рисунок 1.1, б [1].

Спосіб прийому полягає в тому, що якщо прийняте кодове слово належить підмножині 
[image: image9.wmf]()
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 вважається переданим 
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-е дозволене кодове слово. Помилка може бути виправлена невірно (не виправляється), якщо в результаті спотворень передане кодове слово 
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перетворюється в кодове слово будь-якого іншого під множення 
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, (j( i).  На рисунку 1.1, б в забороненому кодовому слові B1j помилка буде виправлена, так як це слово належить підмножині 
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, приписаного до переданого дозволеного слову 
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; а в кодових словах B2j або B4j  помилка не буде виправлена, так як ці слова належать до підмножини, приписаним до інших дозволеним кодовим словам.  

В даний час відомо велика кількість коригувальних кодів, що відрізняються один від одного по завадостійкості і способам побудови. Складність технічної реалізації кодуючих і декодуючи приладів обмежує застосування деяких з них.
В даний час існує багато різних завадостійких кодів, що відрізняються один від одного підставою, функціональним призначенням, відстанню, структурою, надмірністю, енергетичною ефективністю, кореляційними властивостями, алгоритмами кодування і декодування, формою частотного спектра. На рисунку 1.2 наведені типи кодів, що розрізняються за особливостями структури, функціонального призначення, фізичними властивостями коду як сигналу.
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Рисунок 1.2 - Класифікація коригувальних кодів
Перешкодостійкі коди класифікуються за різними ознаками. Перешкодостійкі коди поділяються на два великі класи: блокові і безперервні. При блоковому кодуванні послідовність елементарних повідомлень джерела розбивається на відрізки і кожному відрізку ставиться у відповідність певна послідовність (блок) кодових символів, яку називають зазвичай кодовою комбінацією. Блоковий код при даному способі блокового кодування є безліччю всіх можливих кодових комбінацій.

Довжина блоку може бути як постійною або змінною. Блокові коди бувають рівномірні і нерівномірні. Перешкодостійкі коди є, в основному, рівномірними [4-7].

Розрізняють роздільні і нероздільні блокові коди. До роздільного відносяться коди, в яких символи за їх призначенням можуть бути розділені на інформаційні символи, що несуть інформацію про повідомлення і перевірочні. Ці коди позначаються як (n, k), де n- довжина коду, k- число інформаційних символів. Число комбінацій в коді не перевищує 2^k. До нероздільних відносяться коди, символи яких не можна розділити за їх призначенням на інформаційні та перевірочні.

Серед роздільних кодів розрізняють лінійні і нелінійні. До лінійних відносяться коди, в яких порозрядна сума по модулю 2 будь-яких двох кодових слів також є кодовим словом. Лінійний код називається систематичним, якщо перші k символів його будь-якою кодовою комбінації є інформаційними, решта (n-k) символів - перевірочними.

Підкласом лінійних кодів є циклічні коди. Вони характеризуються тим, що всі набори, утворені циклічної перестановкою будь-якою кодовою комбінації, є також кодовими комбінаціями. Ця властивість дозволяє в значній мірі спростити кодуючи і декодуючи пристрої, особливо при виявленні помилок та способи усунення одиночної помилки. Прикладами циклічних кодів є коди Хемінга, коди Боуза - Чоудхурі - Хоквінгема (БЧХ - коди) і ін. [5-7].

Прикладом нелінійного коду є код Бергера, у якого перевірочні символи являють двійкову запис числа одиниць в послідовності інформаційних символів. Коди Бергера застосовуються в асиметричних каналах. У симетричних каналах вони виявляють всі поодинокі помилки і деяку частину багаторазових.

Безперервні коди характеризуються тим, що операції кодування і декодування виробляються над безперервною послідовністю символів без розбивки її на блоки. Серед безперервних найбільш застосовні згорткові коди. Вони утворюють найбільш важливий підклас безперервних кодів, що відрізняються від інших безперервних кодів методом побудови і більш широкою сферою застосування. У загальному випадку при фіксованій надмірності чим довше код, тим більше відстань і тим вище стійкість коду. Однак довгі коди складно реалізуються. Компромісне рішення задачі дають складові коди; з них основне значення мають коди множення і каскадні коди. Як правило, каскадний код складається з двох ступенів (каскадів): внутрішньої і зовнішньої. Сигнали по лінії зв'язку передають внутрішнім кодом nвт, символьні слова якого є символами зовнішнього коду довжини  nвш. Підстава зовнішнього коду дорівнює qвтk.

Коди множення будуються у вигляді матриці. У ній рядки суть слова одного коду, а стовпці - того ж або іншого коду.

При формуванні каскадного коду вхідні інформаційна послідовність символів розбивається на блоки по kвт символів в кожному, кожен блок зіставляється з інформаційним символом зовнішнього коду з алфавіту, який містить qвтk значень символів. Потім kвш інформаційних символів зовнішнього коду перетворюються в блоки з nвш символів зовнішнього коду і, потім, блоки з kвт інформаційних символів внутрішнього коду перетворюються в блоки з nвт символів внутрішнього коду. Можуть бути різні варіанти: зовнішній і внутрішній коди - згорткові; зовнішній і внутрішній - блокові, зовнішній код блоковий - внутрішній згортковий, зовнішній згортковий - внутрішній блоковий [10-13].

Одним з найбільш поширених методів формування коду множення є послідовна запис по k1 символів вхідний інформаційної послідовності в k2 рядків матриці (наприклад, в осередку пам'яті ОЗУ), додаванні надлишкових символів по n1-k1 в кожен рядок і по n2-k2 в кожен стовпчик, після цього в послідовність символів коду зчитують по рядках або стовпцях з матриці. Фізичним аналогом коду множення є частотно-часовий код. Рядки цього коду розташовуються уздовж осі часу, а стовпці - по осі частот.

Параметри складових кодів: каскадних - n=nвшnвт, k=kвшkвт, d=dвшdвт; множення - n=n1n2, k=k1k2, d=d1d2. 

Похідні коди будуються на основі деякого вихідного коду, до якого або додають символи, збільшуючи відстань (розширений код), або скорочують частину інформаційних символів без зміни відстані (укорочений код), або викидають (виколюють) деякі символи (виколотий, або перфорований код). Наприклад, в коді Хемінга процедура розширення збільшує відстань коду з 3 до 4. В результаті побудови на основі вихідного коду іншого, менш потужного, більш короткого коду з тією ж відстанню виникає необхідність в виколюванні.

Якщо термін "похідний код" трактувати більш широко, то до цього класу можна віднести всі коди, отримані з вихідного додаванням або винятком як символів, так і слів.

Формально розподіл кодів на виконавчі і недвійкові носить штучний характер; виділяють трійкові, четвіркові і інші коди більшої підстави. Такий поділ виправдовується ускладненням алгоритмів побудови, кодування і декодування недвійковий кодів.

За інших рівних умов інформаційні та надлишкові символи бажано розташовувати окремо. Ця умова виконується в систематичних кодах. У циклічних кодах кожне слово містить всі свої циклічні перестановки. Всі n циклічних перестановок (слова довжини n) утворюють цикл. У квазіциклічних кодах цикл утворюється на числі символів n-1 або, рідше, n-2. Циклічні коди важливі і з точки зору математичного опису, і для побудови і реалізації коду.

У каналах зв'язку помилки мають саме різний розподіл, проте для вибору завадостійкого коду всі можливі конфігурації помилок доцільно розділити на незалежні (некорельовані) і пакети (корельовані помилки). На практиці доводиться враховувати якість інтервалів між пакетами, так як вони можуть бути вільними від помилок або містити випадкові незалежні помилки [12-15].

Кореляційними називають коди, що володіють гарними кореляційними властивостями, які важливі при передачі сигналів, входження у зв'язок, для підвищення захищеності від деяких видів перешкод, вилучення сигналів з інтенсивних шумів, побудови асинхронно-адресних систем зв'язку. У кореляційні коди включаються пари протилежних сигналів з гарною функцією автокореляції (метод внутриімпульсної модуляції), імпульсно-інтервальні коди, які мають на фіксованому інтервалі часу постійне для всіх слів коду число імпульсів з неперекривающимися (при будь-якому взаємному зсуві слів в часі) значеннями інтервалів між імпульсами , ансамблі сигналів з гарними взаємокореляційними властивостями [13].

Частотно-компактні коди утворюють особливий клас. Вони призначені для зосередження енергії сигналу в якомога більш вузькій смузі частот. Настільки загальна постановка задачі розуміється в різних системах зв'язку по-різному: в дротяних лініях і лінійних трактах, що містять смугасто-обмежені фільтри з крутими фронтами, необхідно основну енергію сигналу "відсунути" від крайніх частот до центру смуги пропускання для зменшення міжсимвольних спотворень; в мережах радіозв'язку з жорсткими обмеженнями щодо електромагнітної сумісності радіозасобів необхідно значно (на десятки децибел) зменшити рівень позасмугових випромінювань. Від методу модуляції залежить побудова, кодування і декодування частотно-компактних кодів.

Для боротьби з помилками при виконанні арифметичних операцій в процесорі ЕОМ служать арифметичні коди.

Далі розглянемо два типи кодів: блокові і деревовидні. Визначальною відмінністю між кодерами для цих двох типів кодів є наявність або відсутність пам'яті. Кодер для блочного коду - це пристрій без пам'яті, що відображає послідовності з k вхідних символів в послідовності з n вихідних символів. Термін "без пам'яті" означає, що кожен блок з n символів залежить тільки від відповідного блоку з k символів і не залежить від інших блоків. Це не означає, що кодер не містить елементів пам'яті. Важливі параметри блочного коду: n, k, R = k/n та dmin. В основному, на практиці значення k лежать між 3 і декількома сотнями, a R = 1/4 ... 7/8. Значення, що лежать поза цими межами, часто призводять до деяких практичних труднощів, хоча і є можливими. Вхідні і вихідні послідовності найчастіше складаються з двійкових символів, але іноді можуть складатися з елементів деякого алфавіту більшого обсягу. Для деревовидного коду кодер є пристроєм з пам'яттю, на вхід якого надходять набори з m двійкових вхідних символів, а на виході з'являються набори з n двійкових вихідних символів. Кожна послідовність n вихідних символів залежить від поточної вхідної послідовності і від v попередніх вхідних символів. Виходячи з цього, пам'ять кодера повинна містити   v + m вхідних символів. Параметр v + m називається довжиною кодового обмеження даного коду і позначається k=v+m (не потрібно плутати з параметром k для блокового коду). Можна помітити, що позначення часто не узгоджуються один з одним. Довжиною кодового обмеження деякі автори називають параметр k, в той час як інші - параметр v. Далі довжиною кодового обмеження будемо називати величину v, так як це призводить до меншої плутанини для кодів з m> 1. Параметр

 k=v+m майже не використовується. Деревовидні коди характеризуються швидкістю R=m/n і вільною відстанню dсв. Точне визначення dсв більш громіздко, ніж визначення dmin для блокових кодів, однак параметр dсв, по суті, містить ту ж інформацію, що і dmin.

Використовуючи інший підхід коди можна розділити на лінійні і нелінійні. Лінійні коди утворюють векторний простір і мають наступну важливу властивість: щоб отримати третє кодове слово можна скласти два кодових слова, використовуючи відповідне визначення суми. Для випадку звичайних двійкових кодів ця операція є посимвольним складанням двох кодових слів по модулю 2 (т. ч. 1+1=0, 1+0 = 1, 0+ 0= 0). З цієї властивості випливає два важливих наслідки. Перша властивість: лінійність істотно спрощує процедури кодування та декодування, дозволяє висловити кожне кодове слово в вигляді "лінійної" комбінації невеликого числа виділених кодових слів, так званих базисних векторів. Друга властивість: лінійність істотно спрощує завдання обчислення параметрів коду, так як відстань між двома кодовими словами при цьому еквівалентна відстані між кодовим словом, що складається цілком з нулів. При обчисленні параметрів лінійного коду досить розглянути, що відбувається при передачі кодового слова, що складається цілком з нулів. Обчислення параметрів спрощується ще й тому, що число ненульових елементів даного кодового слова дорівнює відстані Хемінга між даним кодовим словом і нульовим кодовим словом. Це число часто називають вагою Хемінга даного слова. Спектр коду - це список, який містить число кодових слів кожної ваги, можна використовувати для обчислення характеристик коду за допомогою адитивної межі.
Лінійні коди на відміну від нелінійних мають замкнуту кодову безліч щодо деякого лінійного оператора, наприклад, додавання чи множення слів коду, що розглядаються як вектори простору, що складаються з кодових слів - векторів. Лінійні коди простіши, їх простіше побудувати і реалізувати. При великій довжині практично можно використовувати тільки лінійні коди. У той же час нелінійні коди часто мають кращі параметри в порівнянні з лінійними. Для відносно коротких кодів побудова і реалізація лінійних і нелінійних кодів за складністю приблизно однакова [12].

Лінійні і нелінійні коди утворюють великі класи, які містять багато різних видів перешкодостійких кодів. Серед лінійних блокових найбільш значимі коди з однією перевіркою на парність, M-коди (симплексні), ортогональні, біортогональні, Хемінга, Боуза-Чоудхурі-Хоквінгема, Голея, квадратично-вичетні (KB), Ріда-Соломона. До нелінійних відносяться коди з контрольною сумою, інверсні, Нордстрома-Робінсона (HP), з постійним вагою, перестановці з повторенням і без повторення символів (повні коди ортогональних таблиць, проективних груп, груп Матьє та інших груп перестановок).

Більшість схем кодування засновані на лінійних кодах. Подвійні лінійні блокові коди найчастіше називають груповими кодами, оскільки кодові слова утворюють математичну структуру, яка називається групою. Лінійні деревовидні коди часто називають згортковими кодами, тому що операцію кодування можна розглядати як дискретну згортку вхідної послідовності з імпульсним відгуком кодеру.

Розрізняють канали з незалежними і групуючими помилками. Перешкодостійкі коди можна розбити на два класи: виправляють незалежні помилки і виправляють пакети помилок. Далі будуть розглядатися в основному коди, що виправляють незалежні помилки. Це пояснюється тим, що хоча для виправлення пакетів помилок розроблено багато ефективних кодів, на практиці доцільніше використовувати коди, що виправляють незалежні помилки разом з пристроєм перемеження символів або декореляції помилок. При цьому символи кодової комбінації не передаються один за одним, перемішуються з символами інших кодових комбінацій. Якщо інтервал між символами, які належать однієї кодової комбінації, зробити більше ніж "пам'ять" каналу, то помилки в межах кодової комбінації можна вважати незалежними, що і дозволяє використовувати коди, що виправляють незалежні помилки [7].
1.2 Групові  коди
По теоремі Шенона для дискретних каналів зв'язку з шумами швидкість передачі інформації може бути як завгодно близькою до пропускної спроможності каналу при як завгодно малої ймовірності помилки. При цьому на спосіб кодування переданої інформації і довжину використовуваного коду не накладається жодних обмежень [3-7].

Щоб побудувати коди з гарними характеристиками, які забезпечували б малу ймовірність помилки на виході каналу зв'язку при заданій надмірності, необхідний дуже великий набір кодових слів, тобто кодові слова такого коду повинні містити велику кількість кодових символів n. Через це значно ускладнюється аналіз коду і процедура кодування і декодування. Наприклад, якщо 
[image: image16.wmf]35
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 то число можливих кодових слів двійкового коду 
[image: image17.wmf]35
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 і декодер приймача має пам'ятати 
[image: image18.wmf]12
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кодових слів. Необхідно будувати коди за правилами, які дозволяють здійснити досить просто операції кодування і декодування застосованого коригуючого коду.

Побудова групових кодів проводиться за певними правилами, відомими з теорії множини. З класу групових кодів надалі будемо розглядати тільки двійкові коди.

Груповий (
[image: image19.wmf],

nk

) код - це такий код, кодові слова якого містять n символів; причому k символи, які розташовані в певних місцях кожного кодового слова, є інформаційними, а решта (
[image: image20.wmf]rnk

=-

) є перевірочними (надлишковими). Кодові слова групового коду утворюють групу щодо оператора групи - деякої математичної операції. Якщо оператор групи є лінійним, то груповий код також є лінійним; перевірочні символи цього коду утворюються в результаті лінійних операцій з інформаційними символами. Для двійкових кодів ці лінійні операції зводяться до операції додавання по модулю два. Якщо послідовність інформаційних символів коду не змінюється в процесі кодування, лінійний код є систематичним [5].

Груповим лінійним кодом є код, кодові слова якого утворюють підгрупу кінцевої групи 
[image: image21.wmf]n
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 . Кінцевою групою 
[image: image22.wmf]n
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 називається безліч кодових слів, що відрізняється тією властивістю, що при додаванні пари кодових слів даної множини по модулю два утворюється кодові слова цієї ж множини, тобто, якщо 
[image: image23.wmf]1
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Порядок групи дорівнює 
[image: image26.wmf]2

n

, тобто дорівнює числу кодових слів в групі (числу елементів безлічі). Якщо для передачі інформації використовується k розрядів із загального числа n, то кількість кодових слів в такому коді дорівнює 
[image: image27.wmf]2
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 (підмножина групи 
[image: image28.wmf]n

G

 порядку 2n). При цьому підмножина групи називається підгрупою, якщо воно саме по собі утворює групу щодо операції додавання по модулю 2. У підгрупу обов'язково входить нульове слово, все кодові символи якого дорівнюють нулю (нульовий член множини). Наприклад, група 
[image: image29.wmf]4
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, що має порядок 
[image: image30.wmf]4
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містить в собі все підгрупи всіх інших порядків від 
[image: image31.wmf]0
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 до 
[image: image32.wmf]4
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. Підгрупа 
[image: image33.wmf]0
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складається тільки з одного кодового слова виду 0000, а підгрупа 
[image: image34.wmf]4
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 є сама група 
[image: image35.wmf]n

G

, що складається з 16 кодових слів.

Прикладом групового коду є код з парним числом одиниць. Цей код утворює групу 
[image: image36.wmf]n

G

 , а дозволені кодові слова утворюють підгрупу порядку 
[image: image37.wmf]1
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, так як кожне кодове слово має тільки один перевірочний символ, який утворюється в результаті підсумовування по модулю 2 всіх інформаційних розрядів 
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Так як дозволені кодові слова групового лінійного коду утворюють підгрупу щодо операції додавання по модулю 2, то для визначення всіх кодових слів підгрупи досить знайти k  лінійно-незалежних кодових слів (сума цих слів по модулю 2 цієї статті не повинна дорівнювати нулю). Решту 
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 кодових слів знаходять складанням по модулю 2 у всіляких поєднаннях цих відомих кодових слів,  

[image: image40.wmf]2

2(1)

k

ik

k

i

Сk

=

=-+

å
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Для побудови групового коду скористаємося поняттями: виробляюча матриця і перевірочна матриця. Для n -розрядного коду, що має k інформаційних розрядів, виробляюча матриця, має n стовпців і k рядків. Інформаційними розрядами найчастіше є перші k розрядів (зліва). У канонічній формі виробляюча матриця утворюється шляхом доповнення 
[image: image41.wmf]rnk
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 стовпців до квадратної одиничної матриці, що містить k рядків і k стовпців
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Визначений цією матрицею код, містить 
[image: image43.wmf]21
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 ненульових дозволених комбінацій. Так як перші k стовпці канонічної виробляючої матриці строго визначені, то для порівняння еквівалентності двох групових (
[image: image44.wmf],

nk

) кодів досить порівняти тільки їх доповнення. Якщо доповнення кодів можуть бути приведені до одного і того ж виду, тоді вони будуть еквівалентні. Коди також матимуть однакову розподільну кодову відстань і коригувальну здатність [4].

Перевірочна матриця будується для того, щоб визначити алгоритм кодування і декодування даного групового коду. Канонічна форма перевірочної матриці знаходиться шляхом доповнення k стовпців до одиничної матриці r( r (додаток приписується зліва від одиничної матриці)

[image: image45.wmf].
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(1.3)

1.2.2 Побудова кодів Хемінга
Відомо кілька різновидів коду Хемінга, якi характеризуються різною коректуючою здатністю. До цих кодів зазвичай ставляться коди з виправленням однократних помилок і коди з виправленням однократних і виявленням дворазових помилок [3].

Код Хемінга, що забезпечує виправлення всіх одноразових помилок, повинен мати мінімальну кодову відстань 
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf].

де "k" - кількість інформаційних сигналів.

Код будується таким чином, щоб в результаті 
[image: image50.wmf]k
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 перевірок отримати 
[image: image51.wmf]p

- розрядне двійкове число, яке вказує номер спотвореної позиції кодової комбінації. Для цього перевірочні символи повинні знаходиться на номерах позицій, які виражаються ступенем двійки (
[image: image52.wmf]1
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), так як кожен з них входить тільки в один з перевірочних рівнянь. Якщо нумерувати позиції зліва на права, то контрольні символи повинні знаходиться на першій, другій, четвертій і т. п. позиціях.

Результат першої перевірки дає цифру молодшого розряду синдрому в двійковому запису. Якщо результат цієї перевірки дасть 1, то один із символів перевіреної групи спотворений. Першою перевіркою повинні бути охоплені символи з номерами, що містять в двійковому запису одиниці в першому розряді: 1,3,5,7,9 та т. п. Результат другої перевірки дає цифру другого розряду синдрому. Другою перевіркою повинні бути охоплені символи з номерами, що містять в двійковому запису одиниці в другому розряді: 2,3,6,7,10 і т. п. При третій перевірці перевіряють символи, номера яких в двійковому запису містять одиниці в третьому розряді: 4 , 5,6,7,12 і т.п.

Таким чином, перевірочні групи повинні мати вигляд [12]
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Перевірочна матриця коду повинна мати n стовпців і p рядків.

Кожен стовпець повинен складати двійкову комбінацію, що вказує позиції коду.

Наприклад, для коду довжиною n=9, забезпечующого виправлення одноразових помилок, кількість надлишкових символів p=4. При цьому в якості перевірочної може бути обрана наступна матриця:
[image: image54.png]000000011
000111100
011001100
101010101



.
Представимо, наприклад, просту двійкову комбінацію 10011 кодом Хемінга. Так як інформаційними повинні бути третій, п'ятий, шостий, сьомий і дев'ятий символи, то для розглянутого коду 
[image: image55.wmf].
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 З умови забезпечення парності сум, отримаємо наступні значення перевірочних символів: 
[image: image56.wmf].
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 Отже, простому п’ятиелементному коду 11011 відповідає дев'ятиелементний код Хемінга 101100111.
Нехай тепер при передачі відбулося спотворення п'ятого символу, т. ч. код прийняв вигляд 101110111. тоді в результаті першої перевірки отримаємо 1, другий - 0, третій - 1 і четвертий- 0. Таким чином, в результаті перевірок отримано синдром 0101, який вказує на спотворення п'ятого символу. Виправлення помилок зводиться до інвертування символу на п'ятій позиції [3].
Код Хемінга з кодовою відстанню 
[image: image57.wmf]4
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 виходить шляхом додавання до коду Хемінга з 
[image: image58.wmf]3
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 перевірочного символу, що представляє собою результат підсумовування по модулю два всіх символів кодової комбінації.

Операція декодування складається з двох етапів. На першому визначається синдром, відповідний коду з 
[image: image59.wmf]3
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, на другому - перевіряється останнє перевірочне співвідношення.

Для розглянутого раніше коду з 
[image: image60.wmf]4

min

=

d

 перевірочна матриця може мати вигляд
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Додаткове перевірочне співвідношення, що вводиться для збільшення мінімальної відстані коду Хемінга до 
[image: image62.wmf]4
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, має вигляд [3-7]
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Надмірність коду Хемінга 
[image: image64.wmf]n
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 залежить від кількості інформаційних символів і при зміні 
[image: image65.wmf]R

від 4 до 1013 змінюється від 0,429 до 0,098 при 
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 і від 0,5 до 0,0107 при 
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1.3  Найпростіші коригувальні коди
1.3.1 Коди з постійною вагою

Коди з постійною вагою характеризуються тим, що їх кодові комбінації містять однакове число одиниць. Прикладом коду з постійною вагою є сьомозначний код з відношенням одиниць і нулів у кожному кодовому слові, рівним 
[image: image68.wmf]3
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(1.4)

кожна кодова комбінація містить три одиниці і чотири нулі [1].

Коди з постійною вагою виявляють всі помилки кратності q=1, .., n за винятком випадків, коли число одиниць, які перейшли в нулі, дорівнює числу нулів, що перейшли в одиниці. У повністю асиметричних каналах такий код дозволяє виявити всі помилки. У симетричних каналах ймовірність невиявленої помилки можна визначити як ймовірність одночасного спотворення однієї одиниці і одного нуля: де Pош ймовірність спотворення символу.
1.3.1 Коди з парним числом одиниць
Серед лінійних систематичних кодів найбільш простий код (n, n-k), що містить один перевірочний символ, який дорівнює сумі по модулю 2 всіх інформаційних символів. Цей код називається кодом з перевіркою на парність, дозволяє виявити всі поєднання помилок непарної кратності.
Код з парним числом одиниць є двійковим блоковим кодом і утворюється шляхом додавання до кодовому слову k-символьного коду одного надлишкового символу так, щоб кількість одиниць в новому n-символьному слові було парним. У таблиці 2.1 наведено приклад кодування п'ятизначного коду: k = 5, n = 6.
Таблиця 1.1  Таблиця кодування [3]
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Код виявляє всі помилки непарної кратності. Виявлення помилок здійснюється перевіркою прийнятого кодового слова на парність, так як всі дозволені слова мають парне число одиниць, а недозволені - непарне. Перевірка на парність здійснюється підсумовуванням всіх символів слова по модулю два. Якщо слово має парне число одиниць, то сума його символів по модулю 2 дорівнює 0 [1].
Якщо в каналі зв'язку помилки незалежні і ймовірність спотворення кодового символу дорівнює p, то згідно біноміальному закону розподілу ймовірність виявлення помилки дорівнює [1-3]
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ймовірність спотворення кодового слову 
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ймовірність невиявленої помилки
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Коефіцієнт надмірності цього коду 
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1.3.3 Побудова інверсних кодів
Кодові слова інверсного коригуючого коду утворюються повторенням вихідного кодового слова (таблиця 1.2). Якщо число одиниць у вихідному слові парне, воно повторюється в незмінному вигляді; якщо число одиниць непарне, то при повторенні все символи вихідного кодового слова інвертуються (нулі замінюються одиницями, а одиниці - нулями).
Таблиця1.2 Таблиця кодування
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а) - в вихідному кодовому слові парне число одиниць,

б) - в вихідному кодовому слові непарне число одиниць.

Для виявлення помилок в кодовому слові, що складається з 
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символів (в таблиці 
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) проводяться дві операції: підсумовуються одиниці, що містяться в перших k символах кодового слова; якщо число одиниць парне, r наступних символів порівнюються попарно з першими k символами; якщо число одиниць в перших символах непарне, наступні символи перед порівнюванням інвертуються. Розбіжність хоча б однієї з пар порівнюваних кодових символів вказує на помилку в кодовому слові. Помилка в кодовому слові не виявляється, якщо одночасно спотворюється парне число символів у вихідному слові і відповідні їм кодові символи в послідовності повторюваних r символів. Наприклад, якщо в кодовому слові 1011001001 спотворені 1-ий, 2-ий, 6-ий, 7-ий символи, то помилка не може бути виявлена, так як утворюється інше дозволене слово - 01110'10001 [14].

У каналі зв'язку з незалежними помилками ймовірність невиявленої помилки при використанні інверсного коду дорівнює [3]
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тобто істотно менше, ніж в умовах для 6-значного коду з перевіркою на парність і 7-значного коду з постійною вагою. Надмірність інверсного коду більше, ніж 7-значного коду - 0,5 (50%).

1.4 Циклічні коди
Циклічні коди отримали досить широке застосування завдяки їх ефективності при виявленні і виправленні помилок. Схеми кодуючих і декодуючих приладів  будують на основі регістрів зсуву.

Назва кодів походить від їх властивості, що полягає в тому, що кожна кодова комбінація може бути отримана шляхом циклічної перестановки символів комбінації, яка належить цьому ж коду. Циклічні коди зручно розглядати, представляючи комбінацію двійкового коду не у вигляді послідовності нулів та одиниць, а у вигляді полінома від фіктивної змінної х, а саме:


[image: image79.wmf]0

1

2

2

1

1

...

)

(

a

xa

a

x

a

x

a

x

G

n

n

n

n

+

+

+

+

=

-

-

-

-

, 




де 
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- цифри даної системи числення (в двійковій системі 0 і 1).


Двійкове сьоморозрядне число 1010101 запишемо у вигляді полінома
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Найбільша ступінь х називається ступенем полінома [3].

Подання кодових комбінацій в формі (1.8) дозволяє звести дії над комбінаціями до дії над многочленами. При цьому складання многочленів зводиться до складання по модулю два коефіцієнтів при рівних ступенях змінної х, множення проводиться за звичайним правилом перемножування статечних функцій, проте отримані при цьому коефіцієнти при рівних ступенях змінної х складається по модулю два; розподіл здійснюється за правилами ділення статечних функцій, а операції віднімання замінюються операціями підсумовування по модулю два.

Подання комбінацій в формулах (1) і (2) зручно ще й тим, що згадана циклічна перестановка є результат простого множення даного полінома на х. Дійсно, якщо одна з кодових комбінацій виражається поліномом 
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, то нова комбінація за рахунок циклічного зсуву буде
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Однак в останньому члені треба замінити 
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Отже нова комбінація буде
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Наприклад, циклічний зсув кодової комбінації 1010101 може бути отриманий шляхом множення полінома (2) на х
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Замінивши 
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Відповідною кодової комбінації 0101011.

Згідно з визначенням циклічного коду для побудови виробляючої матриці 
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 досить вибрати тільки одну вихідну n-розрядну комбінацію 
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циклічним зрушенням можна отримати (n - 1) різних комбінацій, з яких будь-які k комбінацій можуть бути взяті в якості вихідних. Підсумовуючи рядки виробляючої матриці у всіх можливих комбінаціях, можна отримати інші кодові комбінації. Можна показати, що кодові комбінації, одержувані з деяких комбінацій 
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 циклічним зрушенням, задовольняють умовам, що подаються до сукупності вихідних комбінацій [3].

Циклічний зсув комбінації з одиницею в старшому n-м розряді рівносильний множенню відповідного многочлена на х з одночасним відніманням з результату многочлена 
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Так як операції здійснюються за модулем два. Отже, якщо в якості вихідного взяти деякий поліном Р(х), то процес отримання базових поліномів можна представити в наступному вигляді:
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(1.9),
де 
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 - коефіцієнти, що приймають значення 1 при 
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Поліном Р(х) називають утворюючим [12].
Якщо прийняти умову, що поліном Р(х) є поділом двочлена 
[image: image98.wmf])
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, то базові комбінації, а разом з ними всі дозволені комбінації коду набувають властивість подільності на Р(х). З цього випливає, що приналежність кодової комбінації до групи дозволених можна легко перевірити розподілом її полінома на який утворює поліном Р(х), якщо залишок від ділення дорівнює нулю, то комбінація є дозволеною.
Ця властивість циклічного коду використовується для виявлення або виправлення помилок. Дійсно, якщо під впливом перешкод дозволена кодова комбінація трансформується в заборонену, то помилка може бути виявлена за наявністю залишку при діленні комбінації на який утворює поліном Р(х).
Таким чином, утворюючий поліном Р(х) повинен задовольняти вимозі - він повинен бути дільником двочлена 
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. Вибір Р(х) однозначно визначає циклічний код і його коригувальні властивості.
Циклічний (n, k) - код може бути отриманий шляхом множення простого k значного коду, вираженого у вигляді полінома ступеня (n-1), на деякий утворюючий поліном Р(х) ступеня (n-k) [11].
Кодова комбінація циклічного (n, k) - коду може бути отримана шляхом множення простої кодової комбінації ступеня (k - 1) на одночлен 
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 і додаванням до цього твору залишку, отриманого від ділення множини на  утворюючий  поліном Р(х) ступеня (n - k) .
При цьому способі кодування перші k символів отриманої кодової комбінації збігаються з відповідними символами вихідної простої кодової комбінації.
1.4.1 Коди Боуза - Чоудхурі - Хоквінгема (БЧХ)

Коди БЧХ - це циклічні n-елементні коди. Вони розроблені для збільшення мінімального кодового відстані і підвищення коректує здібності. Довжина кодової комбінації в них n=2r+1-1 (тобто кодова комбінація може містити 3, 7, 15, 31, 63, 127). Породжуючий поліном знаходиться як найменше спільне кратне (НСК) непріводімих поліномів  Mi (x), i = 1, m. Поліном називають непріводімим, якщо він ділиться без залишку тільки на одиницю і на самого себе. Найменшим спільним кратним сукупності непріводімих поліномів називають поліном з найменшим показником ступеня, який ділиться на кожен з них [6-7].

Коди БЧХ мають гарні коректуючі здібності і дозволяють виявляти і виправляти помилки з урахуванням групування, що дуже важливо для реальних каналів. Також вони володіють непарними значеннями мінімальної кодової відстані.

Циклічні коди БЧХ отримали застосування в апаратурі передачі даних. Існують рекомендації МККТТ, згідно з якою в середньошвидкісних системах передачі даних пропонується застосовувати коди БЧХ з dmin=4 і n=260; 500; 980 розрядів. Породжуючий поліном цих кодів Р(х)=х16+х12+х5+1.

Численні випробування кодів БЧХ підтвердили їх високу ефективність: при передачі даних по комутованих каналах телефонної мережі загального користування з Ро>10-3, ймовірність не виявляється помилки при прийомі 8-розрядних знаків (байтів), з яких складена інформаційна частина кодової комбінації, не перевищує  10-6. Під пропускною спроможністю розуміється теоретично досяжна, максимальна швидкість передачі інформації [10-12].

Коди Ріда - Соломона - недвійкові циклічні коди, що дозволяють виправляти помилки в блоках даних. Елементами кодового вектора не є біти, а групи бітів (блоки). Дуже поширені коди Ріда - Соломона, що працюють з байтами (октетами).

Код Ріда - Соломона - окремий випадок БЧХ - коду. Код Ріда-Соломона є блоковий код, в якому символи складаються з k біт. Код може бути використаний для доставки повідомлень в каналі зі стиранням, якщо ці символи розглядати як пакети повідомлення. Основна властивість коду: для доставки k інформаційних символів досить прийняти будь-які k символів з n. Або по-іншому: для правильного прийому повідомлення з k символів в блоці з n пакетів будь-які з m=n-k символів можуть бути стертими.

Оптимальний код досягається його жорсткою алгебраїчною структурою. Існує проблема додавання «на льоту» невеликого числа перевірочних символів. При переході від m=n-k  перевірочних символів до більшого числа m'=n'-k всі перевірочні символи потрібно перераховувати. Для прикладу розглянемо код (n, 3) в поле q=2k =8. Потрібно закодувати повідомлення, яке представлене вектором [4 6 1] з k=3 символів. Код Ріда-Соломона є систематичним. Це означає, що при кодуванні до повідомлення додаються перевірочні символи. При n=5 до цього повідомлення додасться вектор [1 2] з m=2 символів, а при n'=7 - вектор [3 3 4 1] з m'=4 символів. Бачимо, що крім сформованих нових двох перевірочних символів [4 1], два попередніх виявилися перерахованими з [1 2] на [3 3]. Цей факт випливає з жорсткої залежності перевірочних символів один від одного.
Алгебраїчна структура коду перешкоджає необмеженому збільшенню числа перевірочних символів в коді. Код існує лише при n<q = 2k. Для нашого прикладу це означає, що при n'=8 код відсутній.

Жорстка структура коду призводить до значних обчислювальних витрат при кодуванні і декодуванні. У кожний перевірочний символ коду входять всі k вихідних символів (пакетів) повідомлення. Виходячи з цього, при кодуванні потрібно k(n-k) операцій над символами (складань і перемножень). Однак, існують "швидкі" алгоритми декодування кодів Ріда-Соломона на основі алгоритму швидкого перетворення Фур'є. В цьому випадку час декодування пропорційно ln2 (n) операцій над символами. Операції проводяться в кінцевому полі Галуа розмірності q. Ці операції вимагають часу, а при табличній реалізації - пам'яті.

Код Ріда-Соломона має чудову властивість відновлювати повідомлення. Поряд з цим, коду притаманні і обмеження, пов'язані з жорсткою алгебраїчною структурою.

Кодування з виправленням помилок, по суті, являє собою метод обробки сигналів, призначений для збільшення надійності передачі по цифрових каналах. Хоча різні схеми кодування дуже несхожі один на одного і засновані на різних математичних теоріях, всім їм притаманні дві загальні властивості. Одна з них - використання надмірності. Закодовані цифрові повідомлення завжди містять додаткові, або надлишкові, символи. Ці символи використовують для того, щоб підкреслити індивідуальність кожного повідомлення. Їх завжди обирають так, щоб зробити малоймовірною втрату повідомленням його індивідуальності через спотворення при впливі перешкод досить великого числа символів. Друге властивість полягає в усередненні шуму. Ефект усереднення досягається за рахунок того, що надлишкові символи залежать від декількох інформаційних символів.
2 МЕТОДИКА ОЦІНКИ ЕНЕРГЕТИЧНОЇ ЕФЕКТИВНОСТІ

ДВІЙКОВИХ КОДІВ

Ефективність завадостійкого кодування зручно оцінювати таким параметром, як енергетичний виграш від кодування (ЕВК). Цей параметр характеризує ступінь можливого зниження енергетики передачі при кодуванні в порівнянні з відсутністю кодування, якщо достовірність передачі в обох випадках однакова. Кількісно ЕВК оцінюється як різниця між значеннями 
[image: image101.wmf]0
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, необхідними для забезпечення однакової ймовірності помилки, при використанні кодів і без кодування при інших рівних умовах.

Найбільш простою і розповсюдженою моделлю каналів передачі даних є модель симетричного каналу з незалежними помилками. Наведемо основні аналітичні вирази, що описують дану математичну модель і методику оцінки завадостійкості передачі дискретних повідомлень. Розглянемо процес декодування кодового слова стосовно моделі симетричного каналу з незалежним розподілом помилок. Для виведення виразів за допомогою оцінки ймовірності помилкового декодування скористаємося методами теорії ймовірності та математичної статистики [2].

Припустимо, що при передачі кодового слова помилки виникають незалежно з імовірністю Р0. Тоді ймовірність помилки кратності i на довжині блоку n складає
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(2.1)

Імовірність спотворення кодової комбінації >m помилками запишеться у вигляді
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Після підстановки в (2.1) отримаємо, що для моделі з незалежними помилками значення 
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 визначається як [2]
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(2.2)

Якщо t- число виправлених помилок (n, k, d) блоковим кодом,
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то ймовірність помилки декодування визначається як


[image: image107.wmf]i

n

n

t

i

i

i

n

t

i

i

i

n

îä

P

P

i

u

P

P

C

n

P

-

+

=

-

=

-

-

-

-

=

å

å

)

1

(

)

(

)

1

(

1

)

(

0

1

0

0

0

0

, 

(2.3)

де 
[image: image108.wmf]i
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  – біноміальний коефіцієнт;

u(i)  - число векторів помилок ваги, яке виправляє код;

n – довжина кодової комбінації;

k кількість інформаційних символів;

d – кодова відстань.

Якщо код виправляє всі помилки в межах радіусу упаковки коду і не виправляє інші помилки, тоді
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 (2.4)

або
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Для перерахунку ймовірності помилки декодування на один символ Рош скористаємося виразом:

[image: image111.wmf])

(

n

P

n

d

P

îä

îø

=

.

Після підстановки в (2.4) отримаємо
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 (2.5)

Для розрахунку енергетичного виграшу від кодування (ЕВК) розглянемо залежність ймовірності Р0 від співвідношення енергія сигналу до спектральної щільності потужності шуму. Умовна ймовірність помилкового прийому повністю відомих рівноймовірних сигналів за умови оптимального прийому [2].
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(2.6)

де Е – енергія сигналу;

N0 – спектральна щільність потужності білого шуму;

bs – коефіцієнт взаємної кореляції;

V(x) – інтеграл помилок.
До найбільшої завадостійкості відносяться сигнали з bs=-1. Для таких сигналів ймовірність Р0 визначається таким виразом
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(2.7)
де 
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- табульовані функції, які представляють собою інтеграли ймовірності:
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 (2.8)
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(2.9)

Меншу завадостійкість мають ортогональні сигнали з bs=0. Для них
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Сигнали з bs=1 є однакові і їх не можливо розрізнити. Для них
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Прикладом ортогональних сигналів є фазоманіпульовані сигнали з маніпуляцією фази на 
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.
Найбільшу потенційну завадостійкість мають фазоманіпульовані  сигнали. Вони забезпечують виграш в енергії сигналу в два рази в порівнянні з частотно-маніпульованими сигналами і в чотири рази в порівнянні з амплітудно- маніпульованими сигналами. Частотно-маніпульовані сигнали забезпечують виграш в енергії сигналу в порівнянні з амплітудно- маніпульованими сигналами в два рази.
Однак слід мати на увазі, що, на відміну від фазової і частотної маніпуляцій, при амплітудній маніпуляції передається тільки один сигнал. Тому, якщо виходити з середньоенергетичних витрат, то не важко бачити, що системи з АМ і ЧМ сигналами мають однакову завадостійкість.

При високих вимогах до завадостійкості (Рош<10-3) ймовірність помилки зручно визначити по наближеній формулі:
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(2.10)

яка виходить при асимптотичному поданні інтегралу ймовірності
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Імовірність помилкового прийому двійкових символів при когерентному прийомі ортогональних сигналів визначається виразом [2]:
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(2.11)

де 
[image: image125.wmf]g

  –  відношення сигнал/шум для двійкового символу.
Застосування (n, k, d) блокових кодів, які виявляють і виправляють помилки, призводить до збільшення надмірності переданих даних. Якщо зафіксувати енергію повідомлення, переданого в канал, то енергія, яка припадає на один символ, зменшиться пропорційно внесеній надмірності.
Для розрахунку ймовірності помилки на символ на виході декодера за виразом (2.5) з урахуванням внесеної надмірності ставлення енергія сигналу до спектральної щільності потужності шуму у виразі (2.6) зменшимо в 
[image: image126.wmf]k
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 раз. Остаточне співвідношення для вірогідності помилки символу з використанням завадостійкого (n, k, d) блочного коду запишеться у вигляді [2]:
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(2.12)
Для двійкових ФМ сигналів останній вираз можна переписати у вигляді [2]:
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(2.13)
Зафіксуємо необхідну ймовірність помилки на один символ PТ. Розрахуємо за виразом (2.11) необхідне співвідношення 
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Різниця 
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 дає шукану оцінку енергетичного виграшу від кодування (ЕВК):
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де 
[image: image137.wmf]1
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– співвідношення E/No, мінімально необхідне для досягнення необхідної ймовірності помилкового прийому символів PТ при фіксованому ансамблі сигналів (стійкість перед перешкодами без кодування);


[image: image138.wmf]2
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– співвідношення E/No, мінімально необхідне для досягнення PТ при фіксованому ансамблі сигналів з використанням (n, k, d) блочного коду (завадостійкість із застосуванням кодування). Якщо ЕВК позитивний, то застосування завадостійкого коду призводить до виграшу, тобто до підвищення завадостійкості, навпаки, при негативному ЕВК застосування обраного (n, k, d) блокового коду недоцільно. Величини 
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, 
[image: image140.wmf]2
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, розраховують, як правило, в логарифмічному масштабі:
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і ЕВК оцінюють в децибелах.

Дивлячись на формулу (2.3) неважко побачити, що ймовірність правильного прийому виявляється однаковою для всіх сигналів. Тому повна ймовірність помилки для двійкового сигналу [2]
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  - інтеграл ймовірності;

Eв– енергія, що витрачається на 1 біт інформації при довічним кодуванні [9].

При використанні М-ічних сигналів при інших рівних умовах зі збільшенням числа сигналів m ймовірність помилки зростає. Фізично це пояснюється збільшенням імовірності перевищення шумом на виході будь-якого каналу (в момент прийняття рішення) напруги на виході каналу, що приймає корисний сигнал. Однак це не означає, що потенційна завадостійкість М-ічних систем менше, ніж двійкових. При порівнянні систем необхідно мати на увазі, що кожен рівноймовірний М-ічний сигнал несе в log2 (m) разів більше інформації, ніж двійковий сигнал, або при тій же швидкості передачі інформації має в log2m велику тривалість, і на передачу 1 біта інформації витрачається Ев /log(m) енергії [9].

Системи ортогональних сигналів з m> 2 дозволяють забезпечити при однаковій швидкості передачі інформації суттєву перевагу в енергетики в порівнянні з двійковими сигналами.
Платою за енергетичний виграш є збільшення ширини смуги частот, займаної системою, і ускладнення приймача, який для сигналів з однаковими енергіями містить m кореляторів (по числу сигналів) і вирішальний пристрій.
Імовірність помилки Рош в системі з симплексними сигналами sr(t), r=2 пов'язана простим співвідношенням з ймовірністю помилки для ортогональних сигналів [9].
Під завадостійкістю передачі дискретних повідомлень розуміється значення мінімально необхідного співвідношення енергії сигналу до спектральної щільності потужності шуму, необхідного для досягнення заданої достовірності. Основним показником достовірності є ймовірність правильного прийому. Під показником втрати достовірності розуміється зворотна величина - ймовірність помилкового прийому символу повідомлення. Імовірність помилкового прийому одного символу визначається виразом (2.11), а ймовірність помилки декодування на один символ - виразом (2.3). Таким чином, якщо значення ЕВК, то застосована система кодування дозволяє підвищити стійкість перед перешкодами (знизити мінімально необхідне співвідношення енергії сигналу до спектральної щільності потужності шуму).
Використання завадостійких кодів дозволяє отримати енергетичний виграш кодування (ЕВК). Цей виграш можна використовувати для поліпшення параметрів і характеристик багатьох важливих властивостей систем передачі даних, наприклад, для зменшення розмірів дуже дорогих антен, підвищення дальності зв'язку, збільшення швидкості передачі даних, зниження необхідної потужності передавача і т.д.
3 ЕНЕРГЕТИЧНА ЕФЕКТИВНІСТЬ ДВІЙКОВИХ КОДІВ. 

ОТРИМАННЯ І АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ
3.1 Вибір середовища моделювання
Система MathCAD представляє собою потужний, зручний і наочний засіб опису алгоритмів вирішення математичних задач. Система MathCAD гнучка і універсальна і може надати допомогу у вирішенні математичних завдань як школяру, сягаючому ази математики, так і академікові, що працює зі складними науковими проблемами. Тому в даний час вона є однією з найбільш популярних обчислювальних систем в світі. Середа MathCAD використовується для вирішення завдань в різних галузях науки і техніки.

Система має достатні можливості для виконання найбільш масових символьних (аналітичних) обчислень і перетворень. Обчислювальні можливості MathCAD не заважають простому та інтуїтивному передбаченню спілкування з системою на загальноприйнятій мові математичних формул і графіків.

Система MathCAD полегшує вирішення складних математичних задач, дозволяє їх спрощувати Система MathCAD дозволяє готувати електронні уроки і книги з використанням новітніх засобів мультимедіа, різноманітні графіки (в тому числі анімаційні).

В даний час існує безліч різних математичних систем: Mathematica, Maple, Mathlab, Derive, Theorist, Reduce, Macsyma і ін. Кожна з них має свої переваги і недоліки, а також свої області застосування.

Розглянемо відмінності системи MathCAD від аналогічних [18].
У математичних системах Reduce, Macsyma, Derive, Maple, Mathematica, Theorist в основному використовуються цілочисельні уявлення і символьна обробка даних, а Matlab переважно орієнтована на роботу з масивами. MathCAD призначена для чисельного розв'язання математичних задач з інструментами символьної математики з системи Maple, що перетворює MathCAD в універсальну систему.

Запис завдань в MathCAD досить простий, так як найбільш наближен до запису їх без використання комп'ютера. Середовище має вбудовану систему автоматичного перерахунку і контролю одиниць вимірювань в процесі обчислень.

Система MathCAD - це більш універсальна, ніж спеціалізована математична система. Для вирішення складних завдань в аналітичному вигляді краще застосовувати Maple, а для вирішення складних завдань лінійної алгебри - Matlab.

MathCAD має просту, але досить потужну систему графічного представлення результатів.

Ліцензійні продукти в кілька разів дешевше своїх аналогів, тому система MathCAD більш доступна для масового користувача.

MathCAD може взаємодіяти з іншими додатками.

У MathCAD вбудовані добре організовані текстовий, формульний і графічний редактори. Вони оснащені зручним призначеним для користувача інтерфейсом і різноманітними математичними можливостями.

За допомогою MathCAD вводити вихідні дані можна як у звичайному текстовому редакторі, традиційно описувати рішення задачі і отримувати результати обчислень в аналітичному і чисельному вигляді з можливістю наочного представлення результатів розрахунку у вигляді різного роду графіків.

3.2 Результати моделювання та їх аналіз
3.2.1 Методика моделювання
З використанням виразів наведених в розділі 2 здійснювалась побудова залежностей при різних значеннях (n, k, d) блокових кодів. Основним є вираз (2.12).

Розрахунки і побудова графіків здійснювалися в середовищі MathCAD за такою методикою:

Позначимо співвідношення сигнал/шум через h, яке змінювалося в діапазоні від 0 до 30 з кроком 0,1
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На графіках відношення с/ш будемо представляти в децибелах. Це значення визначається за такою формулою
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Співвідношення для ймовірності помилки символу з використанням завадостійкого (n, k, d) блочного коду [2]


[image: image146.wmf]j

n

j

n

+

d

=

i

ош

n

h

k

V

n

h

k

V

j

n

j

n

n

d

=

h

P

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

×

-

×

×

å

1

)!

(

!

!

)

(

2

1

,

де     
[image: image147.wmf]ò

-

×

30

2

2

2

1

)

(

h

y

dy

e

=

h

V

p

 – інтеграл ймовірності.

3.2.2 Порівняння енергетичної ефективності кодів з різними параметрами

Порівняємо двійкові коди БЧХ різної довжини n, що мають однакові значення кодової відстані d=3. На графіках наведені також криві для сигналів, які використовують натуральне (непомехостійке) кодування.

Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для цих кодів зображені на рисунку 3.1.
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Рисунок 3.1 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при d=3, різних довжинах кодів і без використання завадостійкого кодування

без кодування (7, 4, 3) [image: image149.png]
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З рисунку 3.1 видно, що чим більше відношення сигнал/завада, тим менше ймовірність помилки. З'ясувалося, що при збільшенні n енергетична ефективність коду збільшується, але не завжди. Код (127, 120, 3) є найефективнішим з представлених на графіку, а найменш ефективний код (7, 4, 3). Коди (39, 27, 3) і (45, 33, 3) мають низьку енергетичну ефективність у порівнянні з іншими кодами приблизно такої ж довжини. Код (15, 11, 3) досить ефективний - він ефективніше довших кодів, таких як (21, 15, 3), (39, 27, 3) і (45, 33, 3). Далі йдуть коди (51, 43, 3) і (31, 26, 3), за ними (73, 64, 3), (105, 93, 3), (93, 83, 3) і (117, 105, 3), трохи більш ефективні коди (85, 77, 3) і (63, 57, 3), а найвищою енергетичною ефективністю з розглянутих кодів має код (127, 120, 3).
Застосування (7, 4, 3) коду для передачі даних з P0= 10-2 призводить до енергетичного виграшу від кодування 3дб в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (15, 11, 3) коду призводить до ЕВК 3,7дб; (51, 43, 3) - 3,85дб.

При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =7∙10-4 застосування (7, 4, 3) коду призводить до ЕВК 7,7дб в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (15, 11, 3) коду призводить до ЕВК 8,5дб; (51, 43, 3) коду - до ЕВК 8,8дб; (127, 120, 3) коду - до ЕВК 9,1дб. Це означає, що ЕВК зростає зі зменшенням імовірності помилки й зі збільшенням довжини кодової комбінації.
При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =10-10  застосування (39, 27, 3) коду призводить до ЕВК 0,65дб в порівнянні з (7, 4, 3) кодом; застосування (15, 11, 3) коду призводить до ЕВК 1дБ в порівнянні з цим же кодом; (73, 64, 3) коду - до ЕВК 1,6дб; (63, 57, 3) коду - до ЕВК 1,75дб; (127, 120, 3) коду - до ЕВК 2,85дб.

Далі проведемо дослідження перешкодостійких кодів при зміні значень параметрів k і d.
Розглянемо коди з довжиною кодової комбінації 15.
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Рисунок 3.2 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n =15 і різних значеннях параметрів k і d
без кодування       [image: image164.png]
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(15, 7, 5)                          [image: image166.png]



(15, 5, 7)                      [image: image167.png]



При однакових значеннях n зі зменшенням k і зі збільшенням d енергетична ефективність коду зменшується. При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =10-10  у коду (15, 11, 3) найбільший енергетичний виграш від кодування, а у коду (15, 5, 7) - найменший. Він становить 1,1 дб в порівнянні з (15, 7, 5) кодом і 1,9дб в порівнянні з (15, 5, 7) кодом.

При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =10-2  застосування (15, 5, 7) коду призводить до ЕВК 1,5 дБ в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (15, 7, 5) призводить до ЕВК 2,4дб; (15, 11, 3) коду - до ЕВК 3,7дб.

Проаналізуємо коди з довжиною кодової комбінації 21.
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Рисунок 3.3 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал / завада для двійкових кодів БЧХ при n=21 і різних значеннях параметрів k і d 
без кодування      [image: image169.png]



(21, 15, 3)                  [image: image170.png]



(21, 12, 5)                      [image: image171.png]



(21, 6, 7)                    [image: image172.png]



(21, 4, 9)                    [image: image173.png]



Зі зменшенням k і збільшенням d енергетична ефективність коду зменшується. При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =10-10  у коду (21, 15, 3) найбільший енергетичний виграш від кодування, а у коду (21, 4, 9) - найменший. Він становить 3,8дб в порівнянні з (21, 4, 9) кодом, 2,5дб в порівнянні з (21, 6, 7) кодом і 0,2дб в порівнянні з (21, 12, 5) кодом, тобто . вони майже однакові в плані енергетичної ефективності.
При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =10-2  застосування (21, 15, 3) коду призводить до ЕВК 3,3дб в порівнянні з сигналами без кодування, а застосування (21, 4, 9) коду призводить до енергетичного програшу 0,7дб , тому в цьому випадку завадостійке кодування застосовувати недоцільно. Якщо P0 =5∙10-3і менше, то при застосуванні (21, 4, 9) коду можна отримувати ЕВК.
Порівняємо коди з довжиною кодової комбінації 31.
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Рисунок 3.4 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=31 і різних значеннях параметрів k і d
без кодування    [image: image175.png]



(31, 26, 3)                [image: image176.png]



(31, 21, 5)                    [image: image177.png]



(31, 16, 7)                    [image: image178.png]



(31, 11, 11)               [image: image179.png]



(31, 6, 15)                  [image: image180.png]



При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =5∙10-3  застосування (31, 6, 15) коду призводить до ЕВК 1,4дб в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (31, 11, 11) коду призводить до ЕВК 3,8дб; (31, 16, 7) коду - до ЕВК 4,7дб; (31, 21, 5) коду - до ЕВК 5,3дб; (31, 16, 7) коду - до ЕВК 5,7дб. При зменшенні ймовірності помилки ЕВК зростає.

Проведемо аналіз кодів з довжиною кодової комбінації 39.
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Рисунок 3.5 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=39 і різних значеннях параметрів k і d
без кодування      [image: image182.png]



(39, 27, 3)                    [image: image183.png]



(39, 15, 7)                    [image: image184.png]



(39, 3, 13)                          [image: image185.png]



При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =5∙10-3  застосування (39, 15, 7) коду призводить до ЕВК 3,1дб в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (39, 27, 3) коду призводить до ЕВК 4,7дб. Код (39, 3, 13) є низькоефективних і при зміні співвідношення с/ш до 10дб ймовірність помилки практично не змінюється. Цей код доцільно використовувати, якщо не потрібна маленька ймовірність помилки.

Досліджуємо енергетичну ефективність кодів з довжиною кодової комбінації 45.
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Рисунок 3.6 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=45 і різних значеннях параметрів k і d

без кодування       [image: image187.png]



(45, 33, 3)                       [image: image188.png]



(45, 23, 7)                       [image: image189.png]



(45, 11, 9)                       [image: image190.png]



(45, 7, 15)                   [image: image191.png]



(45, 5, 21)                        [image: image192.png]


\
При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =10-6  у коду (45, 33, 3) найбільший енергетичний виграш від кодування. Він становить 0,4 дб в порівнянні з (45, 23, 7) кодом; 3,2дб в порівнянні з (45, 11, 9) кодом; 4,2дб в порівнянні з (45, 7, 15) кодом; 4,9дб в порівнянні з (45, 5, 21) кодом.

Оцінимо коди з довжиною кодової комбінації 51.
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Рисунок 3.7 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n= 51 і різних значеннях параметрів k і d
без кодування        [image: image194.png]



(51, 43, 3)                        [image: image195.png]



(51, 27, 9)                         [image: image196.png]



(51, 19, 11)                      [image: image197.png]



(51, 11, 17)                [image: image198.png]



(51, 9, 19)                       [image: image199.png]



З кодів, представлених на рисунку 3.7 найбільш ефективний код (51, 43, 3), а найменш - (51, 9, 19) код. При P0 = 5 ∙ 10-3 застосування (51, 9, 19) коду призводить до ЕВК 1,1дб в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (51, 11, 17) коду призводить до енергетичного виграшу 1,5 дБ; (51, 19, 11) коду - 3,7дб; (51, 27, 9) коду - 4,5дб; (51, 43, 3) коду - 5,3дб.

Визначимо ЕВК для кодів з довжиною кодової комбінації 63.
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Рисунок 3.8 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=63 і різних значеннях параметрів k і d
без кодування            [image: image201.png]



(63, 57, 3)                               [image: image202.png]



(63, 36, 11)                            [image: image203.png]



(63, 24, 15)                      [image: image204.png]



(63, 16, 23)                      [image: image205.png]



(63, 7, 31)                              [image: image206.png]



При P0 >10-8  застосування (63, 57, 3) коду більш ефективно, ніж коду (63, 36, 11), а при меншій імовірності помилки вони однаково ефективні. Код (63, 7, 31) найменш ефективний з представлених на рисунку 3.8. Його доцільно використовувати при P0 >5∙10-3  3 - можна отримати ЕВК в порівнянні з сигналами без використання завадостійкого кодування.

Проаналізуємо енергетичну ефективність кодів з довжиною кодової комбінації 73.
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Рисунок 3.9 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=73 і різних значеннях параметрів k і d
без кодування   [image: image208.png]



(73, 64, 3)                [image: image209.png]



(73, 55, 5)                 [image: image210.png]



(73, 37, 11)               [image: image211.png]



(73, 19, 17)               [image: image212.png]



(73, 10, 25)               [image: image213.png]



При P0 <10-5 коди (73, 64, 3) і (73, 55, 5) практично однакові за своїми характеристиками. Їх ЕВК при P0 =10-10 в порівнянні з кодом (73, 37, 11) дорівнює 0,4дБ; з кодом (73, 19, 17) - 2,5дб; з (73, 10, 25) кодом - 4,6дб.

Розглянемо ЕВК для кодів з довжиною кодової комбінації 85.
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Рисунок 3.10 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=85 і різних значеннях параметрів k і d
без кодування       [image: image215.png]



(85, 77, 3)                   [image: image216.png]



(85, 53, 9)                    [image: image217.png]


  

(85, 29, 17)                  [image: image218.png]


 

(85, 25, 21)                  [image: image219.png]



(85, 9, 37)                    [image: image220.png]



З кодів, представлених на рисунку 3.10 найбільш ефективний код (85, 77, 3), а найменш - (85, 9, 37) код. При P0 =5∙10-3  застосування (85, 25, 21) коду призводить до енергетичного виграшу 2,8дб; (85, 29, 17) коду - 3,1дб; (85, 53, 9) коду - 4,9дб; (85, 77, 3) коду - 5,6дб.

Оцінимо енергетичну ефективність для кодів з довжиною кодової комбінації 93.
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Рисунок 3.11 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=93 и різних значення параметрів k і d
без кодування     [image: image222.png]



(93, 83, 3)                   [image: image223.png]



(93, 58, 9)                   [image: image224.png]


   

(93, 38, 17)                 [image: image225.png]


   

(93, 23, 23)                  [image: image226.png]


    

(93, 13, 33)                  [image: image227.png]



Зі зменшенням k і збільшенням d енергетична ефективність коду зменшується. При P0 =10-5  у коду (93, 83, 3) найбільший енергетичний виграш від кодування. Він становить 0,3дБ у порівнянні з (93, 58, 9) кодом; 2,2дб в порівнянні з (93, 38, 17) кодом; 2,9дб в порівнянні з (93, 23, 23) кодом; 5,3дб в порівнянні з (93, 13, 33) кодом.

Досліджуємо ЕВК для кодів з довжиною кодової комбінації 105.
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Рисунок 3.12 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=105 і різних значеннях        параметрів k і d

без кодування  [image: image229.png]



(105, 93, 3)              [image: image230.png]



(105, 71, 9)              [image: image231.png]



(105, 35, 15)             [image: image232.png]



(105, 16, 25)             [image: image233.png]



(105, 5, 49)               [image: image234.png]



При P0 =10-3  застосування (105, 16, 25) коду призводить до ЕВК 1,9дб в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (105, 35, 15) коду призводить до ЕВК 4,5дб; (105, 71, 9) коду - до ЕВК 6,9дб; (105, 93, 3) коду - до ЕВК 7,5дб. Код (105, 5, 49) є низькоефективних і при зміні співвідношення с / ш до 11дб ймовірність помилки практично не змінюється. Цей код доцільно використовувати, якщо не потрібно маленька ймовірність помилки.
Порівняємо енергетичний виграш від кодування для кодів з довжиною кодової комбінації 117.
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Рисунок 3.13 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=117 і різних значеннях параметрів  k і d
без кодування   [image: image236.png]
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(117, 81, 7)                 [image: image238.png]



(117, 57, 13)               [image: image239.png]



(117, 39, 21)                [image: image240.png]



(117, 15, 29)                [image: image241.png]



Порівняємо коди представлені на рисунку 3.13 з сигналами без кодування при P0 =10-3. Застосування (117, 15, 29) коду призводить до ЕВК 1,3дб; (117, 39, 21) коду - 4,9дб; (117, 57, 13) коду - 5,9дб; (117, 81, 7) коду - 6,7дб; (117, 105, 3) коду - 7,2дб.

Досліджуємо коди з довжиною кодової комбінації 127.
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Рисунок 3.14 – Графіки залежності ймовірності помилки від співвідношення сигнал/завада для двійкових кодів БЧХ при n=127 і різних значеннях параметрів       k і d
без кодування  [image: image243.png]



(127, 120, 3)             [image: image244.png]



(127, 99, 9)               [image: image245.png]



(127, 78, 15)             [image: image246.png]



(127, 57, 23)              [image: image247.png]



(127, 36, 31)              [image: image248.png]



Коди з довжиною кодової комбінації 127 досить ефективні і дозволяють отримати досить великий енергетичний виграш в порівнянні з сигналами без використання завадостійкого кодування. Він становить 2,9дб для коду (127, 36, 31); 5,2дб для коду (127, 57, 23); приблизно 5,7дб для кодів (127, 99, 9) і (127, 120, 3).
3.3 Висновки, отримані при аналізі графіків
Аналіз отриманих результатів показує: застосування довічних блокових кодів в каналі з 
[image: image249.wmf]ош

P

< 5∙10-2 призводить до ЕВК. Він зростає при використанні кодів більшої довжини і з зменшенням 
[image: image250.wmf]ош

P

. З'ясовано, що застосування (15, 7, 5) коду для передачі даних з 
[image: image251.wmf]ош

P

=10-5 призводить до ЕВК 0,5d; використання (127, 64, 21) коду призводить до ЕВК 3,2d. При 
[image: image252.wmf]ош

P

=10-9 застосування кодів призводить до ЕВК 3,5d і 5,5d відповідно [16].

Застосування (7, 4, 3) коду для передачі даних з P0 =10-2 призводить до енергетичного виграшу від кодування 0,47d в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (15, 11, 3) коду призводить до ЕВК 0,51d; (51, 43, 3) - 0,52d.

При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =7∙10-4 застосування (7, 4, 3) коду призводить до ЕВК 0,81d в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (15, 11, 3) коду призводить до ЕВК 0,89d; (51, 43, 3) коду - до ЕВК 0,92d; (127, 120, 3) коду - до ЕВК 0,95d. Це означає, що ЕВК зростає зі зменшенням імовірності помилки й зі збільшенням довжини кодової комбінації.

При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =10-10  застосування (39, 27, 3) коду призводить до ЕВК 0,36d в порівнянні з (7, 4, 3) кодом; застосування (15, 11, 3) коду призводить до ЕВК 0,37d в порівнянні з цим же кодом; (73, 64, 3) коду - до ЕВК 0,4d; (63, 57, 3) коду - до ЕВК 0,4d; (127, 120, 3) коду - до ЕВК 0,46d.

Дослідження показали, що при однакових значеннях n зі зменшенням k і зі збільшенням d енергетична ефективність коду зменшується. При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =10-2  застосування (15, 5, 7) коду призводить до ЕВК 0,4d в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (15, 7, 5) призводить до ЕВК 0,44d; (15, 11, 3) коду - до ЕВК 0,5d.

4 АНАЛІЗ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ З ВИКОРИСТАННЯМ ГРАНИЧНИХ ЗАЛЕЖНОСТЕЙ
4.1 Граничні залежності відомі в теорії кодування
Підвищення ефективності кодування, яке покращує якість передачі інформації, можна розуміти по-різному, але прийняті в теорії кодування показники якості зводяться до наступних критеріїв завадостійкості кодів:

1) серед кодів з однаковою довжиною n і мінімальною кодовою відстанню d найкращі коди мають найбільшу довжину інформаційної частини блоку;

2) серед кодів з однаковою довжиною n і кількістю k інформаційних елементів найкращі коди мають найбільшу мінімальну кодову відстань d;

3) серед кодів з однаковими k і d найкращі коди мають найменшу довжину n блоку [11].

Завдання побудови коду із заданою коректуючою здатністю зводиться до забезпечення необхідної кодової  відстані шляхом введення надмірності. При цьому бажано, щоб число використовуваних перевірочних символів було мінімальним. Є ряд оцінок для максимальної кодової відстані при фіксованих n і k.

Основна проблема теорії завадостійкого кодування вперше була сформульована в роботі Шенона: знайти коди з великою відносною швидкістю R і з великою мінімальною кодовою відстанню d. Вона випливає з такої теореми [2].

Теорема 1. Нехай С(Р0) - пропускна здатність дискретного симетричного каналу з імовірністю помилки Р0. Тоді для кожного 
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, якщо R < С(Р0) і n досить велике, існує (n, k, d) код з відносною швидкістю 
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, ймовірність помилки декодування якого 
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Теорема 1 доведена ймовірносними методами і не дає механізму для побудови кодів. Найбільший розвиток в теорії кодування отримали лінійні блокові коди, для яких справедлива така теорема [2].

Теорема 2. Якщо виконується рівність
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(4.1)
то існує лінійний (n, k, d) код над GF (q).

Теорема 2 гарантує існування хороших кодів над GF (q) з параметрами (n, k, d), які задовольняють висловом (4.1), яке отримало назву кордону Варшамова - Гілберта. На практиці частіше використовують асимптотичні межі, які дають параметри кодових меж  при нескінченно великій довжині коду. Прологаріфмуємо вираз (4.1), отримаємо
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За умови 
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отримаємо асимптотичну межу Варшамова-Гілберта:
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де 
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 –  відносна мінімальна відстань коду як частка помилок в прийнятому слові, які може виявити код;
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– q-кова функція ентропії на відрізку 
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Запишемо межу Варшамова - Гілберта для двійкових кодів
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Таким чином, проблема завадостійкого кодування полягає в пошуку регулярних алгоритмів побудови лінійних блокових (n, k, d) кодів, параметри яких задовольняють кодової межі (1) і/або асимптотичні кодові межі яких задовольняють умові (2). Як оцінку потенційних можливостей лінійних блокових кодів проводять їх порівняння також з іншими кодовими межами. Кодові межі вказують на найкращі теоретично можливі лінійні блокові коди.

Межа  Сінлгтона вказує на максимально досяжну кодову відстань при заданих параметрах (n, k, d) коду і записується у вигляді
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Коди, які лежать на межі Сінлгтона, називають кодами з максимально можливою кодовою відстанню (МДР коди).

Межа Хемінга вказує на найбільшу кількість кодових слів, можливих при даній довжині коду і його коректуючу здатність 
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, або як межа для надмірності, необхідної при заданих значеннях k і t. Рівність в наступному виразі досягається тільки для так званих досконалих кодів. Ці коди виправляють всі набори з t чи менших помилок і не виправляють ніяких інших наборів. Число відомих досконалих кодів дуже незначне [10].

Узагальнення цієї межі на недвійкові коди має вигляд
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(4.4)
де q – потужність алфавіту кодових символів;
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   –  біноміальний коефіцієнт, число поєднань.


Межа Хемінга для двійкових кодів[10]
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Межа  Хемінга є близькою до оптимальної для кодів з великими значеннями R. Для кодів з малими значеннями R точнішою є верхня межа Плоткина [10].

Межа Плоткина вказує на найбільшу коригувальну здатність коду, яку можна досягти при заданих параметрах (n, k, d). Узагальнення цієї межі на недвійкові коди має вигляд:
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(4.5)
 Друга форма межі Плоткина записується у вигляді [2]
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Для двійкових кодів [10]
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Кодові межі Сінлгтона, Хемінга і Плоткина є верхніми межами для заданих параметрів (n, k, d) коду, тобто вони вказують, що не існує коду, параметри якого лежать вище цих меж. Межі Сінлгтона, Хемінга і Плоткина є необхідною умовою існування коду, а межа Варшамова - Гілберта - достатньою [2].

Найбільшого поширення в системах передачі даних отримали коди БЧХ. Їх широке застосування пояснюється наявністю простих і добре вивчених алгоритмів декодування. У той же час при збільшенні довжини кодів БЧХ їх конструктивні характеристики істотно погіршуються в порівнянні з кодовими межами. Проведені дослідження показали, що коди БЧХ при довжині 
[image: image272.wmf]1023
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лежать вище за межою Варшамова - Гілберта. При збільшенні довжини параметри таких кодів істотно погіршуються, і вони, як правило, лежать нижче за межою Варшамова - Гілберта.

При дослідженні асимптотичних властивостей перешкодостійких кодів використовують асимптотичні форми межі Сінлгтона, Хемінга і Плоткина і Варшамова - Гілберта. Асимптотичні кодові межі дають уявлення про граничні кодові характеристики при нескінченно великій довжині коду. Проведемо дослідження асимптотичних властивостей алгеброметричних кодів, порівняємо з асимптотичними кодовими межами [2].

Для (n, k, d) коду розглянемо параметри: 
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 - відносну швидкість коду як частину інформаційних символів в переданих даних; 
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 - відносну мінімальну відстань коду як частку помилок в прийнятому слові, які може виявити код.

За умови 
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 отримаємо таке [2].

Асимптотична форма межі Сінлгтона набуде вигляду
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Асимптотична форма межі Хемінга набуде вигляду
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Асимптотична форма межі Плоткина набуде вигляду
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Асимптотична межа Варшамова – Гілберта набуде вигляду
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Для узагальненої оцінки використовують також межу Бассаліго – Елайеса. Узагальнена форма межі Бассаліго - Елайеса для недвійковий кодів має вигляд [2]
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(4.6)
Для двійкових кодів
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За допомогою меж можна оцінити з узагальнених позицій граничні можливості кодів взагалі і вказати ті параметри, коди з якими потрібно відшукувати і будувати як найбільш ефективні. Асимптотичні межі при різних значеннях q дають можливість виявити великий позитивний вплив підстави коду на ефективність кодування інформації [11].
4.2 Порівняння отриманих результатів з граничними
Граничні залежності призначені для того, щоб серед безліч кодів вибрати найбільш підходящі в кожному конкретному випадку. Наприклад, при побудові системи передачі інформації можна підібрати код, що виправляє найбільшу кількість помилок, з максимально можливою кодовою відстанню і т.д. Кодові межі вказують на найкращі теоретично можливі лінійні блокові коди.

Порівняємо двійкові коди БЧХ, які були розглянуті в розділі 3 з нижньою межею Варшамова - Гілберта.

Для двійкових кодів вона записується так
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(4.7)

Вираз (4.7) гарантує існування гарних кодів.

На графіку точками позначимо коди і подивимося які з них лежать вище або нижче межі Варшамова - Гілберта (рис. 4.1).
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Рисунок 4.1 – Асимптотичні кодові межі Сінлгтона ([image: image285.png]


)
 і Варшамова – Гілберта ([image: image286.png]


), двійкові коди, відмічені крапками
№      (n, k, d)                 координати           №       (n, k, d)            координати
1       (7, 4, 3)               (0,14; 0,57)          

2       (15, 11, 3)           (0,1; 0,73)                    

3       (21, 15, 3)           (0,07; 0,71)                    

4       (31, 26, 3)           (0,05; 0,84)                

5       (39, 27, 3)           (0,04; 0,69)                       

6       (45, 33, 3)                  (0,03; 0,73)                          

7       (51, 43, 3)           (0,03; 0,84)                      
8       (63, 57, 3)           (0,024; 0,9)                      

9       (73, 64, 3)           (0,02; 0,88)                      

10     (85, 77, 3)           (0,018; 0,91)                     

11     (93, 83, 3)           (0,016; 0,89)                      

12     (105, 93, 3)         (0,014; 0,89)                    

13     (117, 105, 3)       (0,013; 0,9)                  

14      (127, 120, 3)        (0,012; 0,94)   
15     (15, 7, 5)             (0,17; 0,47)       
16       (15, 5, 7)          (0,23; 0,33)    
17      (21, 12, 5)        (0,23; 0,57)  
18      (21, 6, 7)          (0,17; 0,29) 
19       (21, 4, 9)           (0,21; 0,19)  
20      (31, 21, 5)        (0,081; 0,68)  
21      (31, 16, 7)        (0,113; 0,51) 
22      (31, 11, 11)      (0,18; 0,35) 
23       (31, 6, 15)          (0,24; 0,19)  
24      (39, 15, 7)         (0,09; 0,38)  
25       (39, 3, 13)          (0,17; 0,08)  
26      (45, 23, 7)         (0,078; 0,51) 
27      (45, 11, 9)         (0,1; 0,24)                 
28      (45, 7, 15)         (0,17; 0,16)                 

29       (45, 5, 21)           (0,23; 0,11)                

30      (51, 27, 9)          (0,08; 0,53)                

31     (51, 19, 11)              (0,108; 0,37)                

32     (51, 11, 17)        (0,17; 0,22)                

33      (51, 9, 19)           (0,19; 0,18)                

34     (63,36 , 11)        (0,087; 0,57)                 
35     (63, 24, 15)             (0,12; 0,38)                

36     (63, 16, 23)        (0,18; 0,25)                 

37      (63, 7, 31)           (0,25; 0,11)                

38     (73, 55, 5)          (0,034; 0,75)                      

39     (73, 37, 11)        (0,075; 0,51)                      

40     (73, 19, 17)        (0,116; 0,26)                      

41      (73, 10, 25)         (0,171; 0,14)                

42     (85, 53, 9)          (0,053; 0,62)                      

43     (85, 29, 17)        (0,1; 0,34)                     

44     (85, 25, 21)        (0,124; 0,29)                      

45      (85, 9, 37)           (0,22; 0,11)                

46     (93, 58, 9)          (0,048; 0,62)                     

47      (93, 38, 17)       (0,091; 0,41)                      

48      (93, 23, 23)       (0,124; 0,25)                      

49      (93, 13, 33)             (0,18; 0,14)                
50      (105, 71, 9)        (0,043; 0,68)                    

51      (105, 35, 15)      (0,071; 0,33)                    

52      (105, 16, 25)      (0,12; 0,15)                    

53      (105, 5, 49)        (0,23; 0,05)                    
54      (117, 81, 7)        (0,03; 0,69)                 

55      (117, 57, 13)      (0,056; 0,49)                 

56      (117, 39, 21)      (0,09; 0,33)                 

57      (117, 15, 29)      (0,12; 0,13)                

58      (127, 99, 9)         (0,035; 0,78)                  

59      (127, 78, 15)       (0,06; 0,61)                  

60      (127, 57, 23)       (0,09; 0,45)                 

61     (127, 36, 31)       (0,122; 0,28)

Більшість досліджених кодів лежать вище межі Варшамова - Гілберта. Це означає, що вони гарантовано є гарними. Тільки коди 25 (39, 3, 13), 27 (45, 11, 9), 32 (51, 11, 17), 33 (51, 9, 19), 51 (105, 35, 15), 52 (105 , 16, 25) і 57 (117, 15, 29) лежать нижче цієї межі, тобто вони не дуже гарні.

Розглянемо верхню межу Сінлгтона. Вона вказує на максимально досяжну кодову відстань при заданих параметрах (n, k, d) коду і записується у вигляді
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Коди, які лежать на межі Сінлгтона, називають кодами з максимально можливою кодовою відстанню (МДР коди). У нашому випадку це код 17 (21, 12, 5). Решта кодів лежать нижче цієї межі. Найближче до неї розташовані коди 16 (15, 5, 7), 15 (15, 7, 5), 1 (7, 4, 3), 2 (15, 11, 3), 4 (31, 26, 3) , 8 (63, 57, 3) і т.п.
Верхня межа Хемінга вказує на найбільшу кількість кодових слів, можливих при даній довжині коду і його коректуючою  здатністю 
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, або як межа для надмірності, необхідної при заданих значеннях k і t.

Кордон Хемінга для двійкових кодів записується так
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Рисунок 4.2 – Асимптотичні кодові межі Хемінга ([image: image290.png]


) 
і Варшамова – Гілберта ([image: image291.png]


), двійкові коди, відмічені крапками
Коди 34 (63, 36, 11), 58 (127, 99, 9), 9 (73, 64, 3), 13 (117, 105, 3), 14 (127, 120, 3) лежать на межі Хемінга.

Межа Хемінга є близькою до оптимальної для кодів з великими значеннями R. Для кодів з малими значеннями R точнішою є верхня межа Плоткина.

За допомогою верхньої межі Плоткина можна знайти коди, що володіють найбільшою коректуючою здатністю, яку можна досягти при заданих параметрах (n, k, d).
Для двійкових кодів
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Рисунок 4.3 – Асимптотичні кодові межі Плоткина ([image: image294.png]


) 

і Варшамова – Гілберта ([image: image295.png]


),двійкові коди, відмічені крапками
На межі Плоткина лежать коди 3 (21, 15, 3), 19 (21, 4, 9), 20 (31, 21, 5), 8 (63, 57, 3), 10 (85, 77, 3), 29 (45, 5, 21), 45 (85, 9, 37).

ВИСНОВКИ
В даній магістерській роботі досліджена енергетична ефективність алгебраїчних блокових кодів. Зокрема, досліджувалися двійкові коди БЧХ.
Проведено огляд методів завадостійкого кодування, наведено класифікацію коригувальних кодів. Описані способи побудови різних кодів, пояснюється сутність виявлення помилок.
Розроблена методика оцінки енергетичної ефективності двійкових блокових кодів. Виконано дослідження енергетичної ефективності двійкових блокових кодів з використанням розробленої методики методом комп'ютерного моделювання.
Результати представлені у вигляді залежностей ймовірності помилки від співвідношення сигнал/шум. Аналіз отриманих результатів показує: застосування довічних блокових кодів в каналі з 
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P

< 5∙10-2 призводить до ЕВК. Він зростає при використанні кодів більшої довжини і з зменшенням 
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P

. З'ясовано, що застосування (15, 7, 5) коду для передачі даних з 
[image: image298.wmf]ош

P

=10-5  призводить до ЕВК 0,5d; використання (127, 64, 21) коду призводить до ЕВК 3,2d. При 
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P

=10-9 застосування кодів призводить до ЕВК 3,5d і 5,5d відповідно.

Застосування (7, 4, 3) коду для передачі даних P0 =10-2 призводить до енергетичного виграшу від кодування 0,47d в порівнянні з сигналами без кодування; застосування (15, 11, 3) коду призводить до ЕВК 0,51d; (51, 43, 3) - 0,52d. При передачі даних з ймовірністю помилки P0 =7∙10-4 застосування (15, 11, 3) коду призводить до ЕВК 0,89d  в порівнянні з сигналами без кодування; (51, 43, 3) коду - до ЕВК 0,92d; (127, 120, 3) коду - до ЕВК 0,95d. Це означає, що ЕВК зростає зі зменшенням імовірності помилки й зі збільшенням довжини кодової комбінації. Дослідження показали, що при однакових значеннях n зі зменшенням k і зі збільшенням d енергетична ефективність коду зменшується.

Виконано порівняння отриманих результатів з граничними залежностями. Воно показало, що більшість з розглянутих кодів лежать вище нижньої межі Варшамова - Гілберта. Це означає, що вони гарантовано є гарними. Верхня межа Плоткина дозволяє знайти коди, що володіють найбільшою коректуючою здатністю. Такими є коди (21, 15, 3), (21, 4, 9), (31, 21, 5), (63, 57, 3), (85, 77, 3), (45, 5, 21) , (85, 9, 37). Верхня межа Хемінга вказує на найбільшу кількість кодових слів, можливих при даних значеннях параметрів коду. Коди (63, 36, 11), (127, 99, 9), (73, 64, 3), (117, 105, 3), (127, 120, 3) лежать на цієї межі. Верхня межа Сінлгтона вказує на максимально досяжну кодову відстань при заданих параметрах коду. Код (21, 12, 5) лежить на цієї межі, а решта - нижче. Найближче до кордону Сінлгтона розташовані коди (15, 5, 7), (15, 7, 5), (7, 4, 3), (15, 11, 3), (31, 26, 3), 63, 57 , 3) і т.п.

Результати роботи можуть застосовуватися при розробці і проектуванні систем передачі інформації, наприклад космічних, супутникових, мобільних і ін.

Застосування завадостійкого кодування допомагає вирішити проблему забезпечення надійної передачі цифрової інформації по каналах з шумами. Розроблена методика оцінки енергетичної ефективності довічних блокових кодів допоможе вибрати код, який відповідає вимогам конкретної системи. Використання цих кодів дозволяє отримати енергетичний виграш кодування (ЕВК).
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